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Resumen. Nuestra investigacion se situa en el estudio del concepto de espacio vectorial, que
concierne al dlgebra lineal, bajo un enfoque cognitivo donde se utiliza la teoria APOE como
marco tedrico y metodoldgico. Las tres componentes propuestas por este ciclo de
investigacion determinan la estructura general de nuestro estudio. En la parte empirica de
esta investigacion se disefid y aplico un cuestionario y entrevistas a 10 estudiantes del
programa de Licenciatura en Matemdticas de la Pontificia Universidad Catdlica de Valparaiso
(Chile), que dieron informacion respecto a las construcciones que realizaron los estudiantes.
Esta investigacion ha sido financiada parcialmente por el proyecto Conacyt 60763-H.
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Introduccion

En investigaciones anteriores el dlgebra lineal ha recibido la atencién de investigadores en
diferentes paises. Investigadores franceses (Dorier, Robert, Robinet y Rogalski, 1997) hablan
acerca del obstdculo del formalismo. Estos autores concluyen que “para la mayoria de los
estudiantes, el Algebra Lineal no es mas que un catalogo de nociones muy abstractas que nunca
pueden ellos imaginarse”, y sugieren una aproximacién alternativa llamada “meta-lever” para
introducir y desarrollar conceptos abstractos de Algebra Lineal. Otra investigacién apunta a las
dificultades que los estudiantes tienen cuando estdn aprendiendo el concepto de espacio vectorial

(Maracci, 2008).

En nuestra investigacién tomamos un enfoque cognitivo, donde se utiliza la teoria APOE. El
proceso de investigacion en esta teoria conlleva el realizar un modelo cognitivo mediante el cual
un estudiante puede construir el concepto matematico en cuestion (en este caso el de espacio
vectorial), llamado descomposicion genética (Dubinsky, 1991). La realizacién de este modelo
forma la primera componente de la aplicacidn del ciclo de investigacidn propuesto por dicha teoria
(Asiala, Brown, DeVries, Dubinsky, Mathews y Thomas, 1996). En la descomposicién genética que
preparamos para el concepto espacio vectorial, describimos: las construcciones mentales que

consideramos prerrequisitos, las construcciones (acciones, procesos, objetos y esquemas) y
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mecanismos mentales (interiorizacion, coordinacién, encapsulacidon, desencapsulacion y
asimilacion) que determinan un camino mediante el cual un estudiante puede construir de manera
adecuada dicho concepto y los niveles de la triada de la construccidon de un esquema: intra, intery
trans. Las tres componentes propuestas por este ciclo de investigacion: analisis tedrico o
descomposicidn genética, disefio y aplicacién de ensefianza y coleccién, analisis y verificacién de
datos, determinan la estructura general de la investigacion. Para testear la viabilidad de nuestra
descomposicidon genética se disefid y aplicd un cuestionario y entrevistas a 10 estudiantes del
programa de Licenciatura en Matematicas de la Pontificia Universidad Catdlica de Valparaiso
(Chile), que dieron informacién respecto a las construcciones que realizaron los estudiantes.
Algunos hallazgos de nuestra investigacion dan informacién respecto a: el cero vector,

operaciones binarias y coordinacidn entre las operaciones de un espacio vectorial.

Marco Teorico: Teoria APOE

En nuestra investigacion tomamos el enfoque cognitivo, donde se utiliza la teoria APOE, como
marco tedrico. El uso de la Teoria APOE para explicar la construccién de los conceptos de Algebra
Lineal es reciente (Trigueros y Oktag, 2005; Ku, Trigueros y Oktag, 2008; Oktag, Trigueros y Vargas,
2006), aunque este acercamiento tedrico ha sido usado con éxito en investigaciones relacionadas
con el aprendizaje de conceptos matematicos en Calculo, Analisis, Algebra Abstracta, Matematica
Discreta y Légica. La Teoria APOE estd interesada en las construcciones mentales que los

estudiantes hacen cuando ellos estan aprendiendo un concepto matematico.
Nuestra principal pregunta de investigacion fue:
¢Cémo construyen los estudiantes el concepto de espacio vectorial?

Particularmente una pregunta que sirvié de guia en este trabajo de investigacion fue: ¢Qué papel
juegan algunas nociones del algebra lineal especificas para que los estudiantes logren una
comprensién profunda del concepto de espacio vectorial? En la pregunta inmediatamente
anterior, cuando decimos “comprension profunda”, estamos pensando que las siguientes
construcciones estarian involucradas: interiorizar acciones para llegar a una concepcion proceso;

coordinar dos 0 mas procesos y encapsular varios procesos para construir nuevos objetos.
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Con esta investigaciéon buscamos aportar desde nuestra perspectiva, un analisis cognitivo de la
evolucion de uno de los conceptos basicos del dlgebra lineal: el concepto de espacio vectorial.
Nuestra posicién en esta investigacién fue abordar el concepto de espacio vectorial desde su
definicion matematica formal como una estructura formada por un conjunto con una operacion
binaria, que satisface axiomas, junto a otro conjunto llamado cuerpo que tiene otras dos
operaciones binarias (Nosotros estamos usando la expresiéon “operacion binaria” en un sentido
general; estamos conscientes que en una multiplicacién por un escalar los elementos operados no
provienen del mismo conjunto), que agregado con el conjunto anterior definen otra operacion
entre ellos y satisfacen otros axiomas. Cabe aclarar que las descripciones que hacemos de la
construccion de conceptos involucrados son en términos cognitivos. Para dar respuesta a esta
pregunta de investigacion nos propusimos los siguientes objetivos particulares: identificar y
analizar las construcciones mentales que hacen los estudiantes de algebra lineal al construir el
concepto de espacio vectorial, mediante la metodologia de investigacion planteada por la teoria

APOE.

La teoria APOE estd basada en la epistemologia de Piaget. Toma de ella la abstraccién reflexiva
como mecanismo de construccién de conocimiento que se activa a través de la accidn del sujeto
sobre objetos matematicos (Dubinsky, 1991). A su vez, considera su accién a través de
mecanismos mentales: interiorizacidén, coordinacion, encapsulacion, generalizacion y reversion

que son fundamentales en la construccién de conceptos matematicos.

Los objetos procesos y acciones relacionados al concepto espacio vectorial forman una estructura
coherente llamada un esquema que puede ser evocada para resolver situaciones problema. Un
nuevo objeto puede ser asimilado por un esquema existente; de esta manera se tiene un esquema
ampliado para incluir nuevos objetos. De acuerdo a Piaget y Garcia (1989) el desarrollo de un
esquema pasa a través de tres niveles: Intra, Inter y Trans. En el nivel Intra el nuevo objeto
construido esta presente, junto a otros objetos y procesos, pero en esta etapa el individuo no estd
consciente de las relaciones que pueden existir entre ellos. En el nivel Inter estas relaciones
empiezan a estar presente y el nivel Trans estda caracterizado por estar consciente de la estructura
completa y el individuo puede decidir si es que una situacion dada puede ser resuelta por ese

esquema en particular.
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Descomposicion genética del concepto espacio vectorial

Siendo el espacio vectorial nuestro tema de interés en este estudio, propusimos en Parraguez &
Oktag (2010), una descomposicidon genética (ver Figura 1) basada en nuestra experiencia como

profesores y aprendices de este tema, y resultados de investigaciones previas que estan

disponibles.
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Figura 1. Descomposicion genética del concepto espacio vectorial (Parraguez & Oktag, 2010)
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De acuerdo a la descomposicion genética presentada en Parraguez & Oktag¢ (2010), el concepto
espacio vectorial es un esquema que es construido fundamentalmente por la relacién de tres
esquemas: conjunto, operacion binaria y axioma. La coordinacién de los procesos relacionados con
las operaciones de suma de vectores y multiplicacion por escalar juega un papel importante para
gue emerja un nuevo objeto que puede ser llamado un espacio vectorial, y que evoluciona en tres

niveles: Intra, Inter y Trans.

A continuacidon mostramos algunos de los criterios que caracterizaron en nuestro estudio, cada

uno de los niveles de esquema de espacio vectorial.

Consideramos que un estudiante se encuentra en un nivel de esquema INTRA del concepto
espacio vectorial, cuando por ejemplo en sus argumentaciones muestra algunos de los siguientes

razonamientos ante una situacion especifica:

(K’V’+’D) . .
« Para chequear que una estructura no es un espacio vectorial recurren a
averiguar uno por uno los axiomas que definen un espacio vectorial, sin mostrar una visidn

global.

« La averiguacion de vectores linealmente independiente/dependiente se realiza mediante

una combinacidn lineal igual al cero vector de Rn.

+ La operacion suma y multiplicacién por escalar son consideradas como las usuales en la
estructura CuerpoConjunto: + y . No hay consciencia que una misma estructura

CuerpoConjunto puede tener asociada un sin nimero de operaciones Suma y Ponderacion.

En un nivel de esquema INTER del concepto espacio vectorial, el estudiante en sus

argumentaciones muestra algunos de los siguientes razonamientos ante una situacién especifica:
« Hay aceptacidon que una estructura CuerpoConjunto pueda tener definidas operaciones
@, U

Suma y Ponderacién diferentes a las usuales:

« Reconoce que todos los espacios vectoriales tienen un cero vector, tienen bases, tienen

dimensién, entre otros.

+ Reconoce que el cero vector no siempre es un objeto con ceros y acepta la posibilidad que

el cero vector de algun espacio vectorial sea un elemento del espacio que no tenga ceros.
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Finalmente un estudiante se encuentra en un nivel de esquema TRANS del concepto espacio
vectorial, cuando por ejemplo en sus argumentaciones se muestran algunos de los siguientes

razonamientos ante una situacion especifica:

+ Reconoce adecuadamente todas las relaciones entre el espacio vectorial y las nociones del

algebra lineal.

« Trabaja con ejemplos nuevos para él y mds complicados de espacios vectoriales.

Ejemplo de la entrevista:

Con el fin de mostrar un ejemplo del nivel de esquema Intra del concepto espacio vectorial, a

continuacidn presentamos una parte del trabajo realizado por un estudiante durante la entrevista.

El estudiante 7 (ES7) trabaja los problemas como si las operaciones suma y multiplicacién por
escalar fueran las usuales y/o el vector nulo fuera la n-upla (0,0,...,,0). Miremos para ello la

argumentacion que realizo en la pregunta 8, inciso 4:

Pregunta 8 de la entrevista

Sea V={(x,y,z) € R3 / x,y,z > 0} un espacio vectorial con las operaciones:

u®v =(xa,yb,zc) u=(xy,z) , v=(ab,c)

SUMA: donde eV
MULTIPLICACION POR UN ESCALAR:
AU = (x*, y’?“, 2 donde u = (x,y,z) €Vy A€R.
Sea W el subespacio de todos los puntos de V situados sobre el plano Z = 1,
8.1 Escriba dos vectores de W.

8.2 ¢Cudl es el vector nulo de W?

3,2,1)eW v,

g3 5" = éQuiénes ~

11

2,2,1 —,—,1
( )y (2 2

8.4 ¢éLos vectores j de W son linealmente independientes?

{(3,3,1),[1,3,1}
8.5 ¢El conjunto 3 es una base para W?
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La argumentacion del ES7 en la pregunta 8.4 (ver Figura 2) nos da evidencias que el esquema

-
o (22) =+ e(;‘_t.“t‘\ w0,

-— -‘ &l
2 \1 NN R "L:: 1
L 0 « o 53 el
s W
\ i _

Figura 2. Escrito del ES7 frente a la pregunta 8.4 de la entrevista.

de espacio vectorial no se ha desarrollado en su mente mas que a un nivel Intra, entonces es dificil
para ES7 hacer las conexiones necesarias, entre el objeto del concepto espacio vectorial, las
operaciones binarias no usuales y los elementos de la estructura algebraica propiamente tal

definida en un espacio vectorial (elemento neutro) y el concepto de dependencia lineal.

Una interpretacion de estos resultados, es que la evolucidon cognitiva del esquema espacio
vectorial no es algo que esté necesariamente vinculado a conocer muchos elementos adicionales
del concepto, sino que la coherencia del esquema, distingue claramente lo que es un espacio

vectorial con todas sus propiedades de aquello que no lo es.

A manera de conclusion

En esta investigacion documentamos cdmo los estudiantes conciben el cero vector y las
operaciones suma (+) y producto por escalar (*) involucradas en estructura de espacio vectorial:

(K,V,+,*), donde K es un cuerpo y (V,+) es un grupo abeliano.

Ademads un resultado importante que arrojo esta investigacion es que el espacio vectorial
evoluciona en la medida que los estudiantes acepten vectores nulos distintos del usual, asi como

también, operaciones suma de vectores y multiplicacidn por escalar no usuales que lo definen.

El paso de un nivel a otro lo hemos caracterizado a través de las relaciones entre diferentes tipos
de construcciones que los estudiantes establecen y de los elementos matematicos del algebra
lineal que ellos utilizan. Entre estos elementos destacamos los siguientes: Elemento neutro,
Combinaciones lineales, Conjuntos linealmente independiente/dependiente, Base, Conjunto
generador, Dimension; que son algunas nociones del algebra lineal, relacionados con el concepto

espacio vectorial, que los estudiantes han utilizado en esta investigacion, para manifestar la
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fortaleza de su esquema espacio vectorial, es decir, para justificar, una comprension profunda de

este ultimo.

Hemos descubierto, como resultado de nuestra investigacidon que un criterio a tomar en cuenta
para ampliar la caracterizacion de los niveles seria lo relacionado con el cero vector. Por ello
hemos realizado una modificacion a nuestros niveles de esquemas considerando que un
estudiante que se encuentra en un nivel de esquema INTRA del concepto espacio vectorial, piensa
que el cero vector de un espacio vectorial es la n-upla (0,0,...,0), elemento constituido sélo por el
numero cero de R; y que un estudiante se encuentra en un nivel de esquema INTER del concepto
espacio vectorial, cuando reconoce que el cero vector de un espacio vectorial no siempre es

(0,0,...,0), aceptando que el cero vector es un elemento no necesariamente constituido por ceros.
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