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Resumen. La nocidn de linealidad toma distintos significados, en los dominios matemdticos
por los que transita en el curriculo escolar. Ademds estd vinculada desde una perspectiva
epistemoldgica a la nocion de proporcionalidad y ambas cumplen una funcidn de articulacion
en toda la matemdtica escolar. Las filiaciones y rupturas epistemoldgicas conllevan a la
identificacion de diferentes significados de la linealidad en la diddctica misma, como es el caso

de la recta representada usualmente como y= mx+b, con * € R , que se estudia desde el nivel
bdsico en dlgebra elemental y que no cumple cuandoOb con la definicion de
transformacion lineal que se analiza en los cursos de Algebra lineal, por lo que la nocion
adquiere significados diferentes, de acuerdo al dominio matemdtico en que se estd
desarrollando. También, se dan evidencias epistemoldgicas y cognitivas de algunos de los
significados de la nocion de linealidad, de modo tal que se muestra como es que la misma
juega un papel preponderante en la diddctica de las matemdticas.
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Introduccién

En esta investigacion se considera que la nocion de linealidad, es un elemento fundamental en la
construccién de saber matematico. El propdsito es mostrar y caracterizar algunos de sus
diferentes significados, junto con los de la proporcionalidad, desde una perspectiva
epistemoldgica. Se considera que dichas nociones cumplen la funcidon de articulacién entre la
matematica elemental y la matematica avanzada, al aportar elementos en general para el
aprendizaje de la matematica lo que proporciona su funcidn de nociones metamatematicas. Pero
en la didactica, la linealidad y la proporcionalidad presentan diferentes significados que les da un
estadio distinto en el medio escolar, ya sea como cuerpo teérico ordenador y organizador; o como
herramienta util para estudiar un objeto; o como elemento, que ni es objeto de estudio, ni es

herramienta, pero que esta presente en el proceso del aprendizaje en la matematica escolar.

Por otra parte, se tienen evidencias historicas y epistemoldgicas de que los significados de
linealidad en distintas épocas, fundamentan su funcién articuladora como se muestra a través del

desarrollo de sus conceptos: funcién lineal, operador lineal, transformacién lineal y espacios
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vectoriales. Todo lo cual debe repercutir en la didactica, desde la matematica elemental hasta la

matematica avanzada.

Aspectos tedrico referenciales

En la didactica de la matematica, la nocidn de linealidad toma diferentes formas como objetos
matematicos, como herramientas explicitas, o como organizadores, en la definicién del su
concepto, no se hacen manifiestas las filiaciones epistemolégicas con otros conceptos previos

articulados por la misma nocién.

Chevallard (1997) hace una clasificacion de las nociones, la cual se puede ocupar para caracterizar
los significados que presentan la linealidad y la proporcionalidad, en el sentido de que forman
distintos estratos del funcionamiento del conocimiento matematico escolar las cuales se dividen
en dos grupos: las explicitas que estan conformadas por las matematicas; y las implicitas
conformadas por las paramatematicas y las protomatematicas. La interpretacion que da Martinez

(2002) a la conceptualizacion de las nociones en la didactica que propone Chevallard (1997) es:

Nociones protomatematicas, son aquellas cuyas propiedades son utilizadas en la practica para
resolver ciertos problemas, pero de forma que la nocién misma no es reconocida ni como objeto

de estudio ni como instrumento util para el estudio de otros objetos...

Nociones paramatematicas son las que se utilizan conscientemente (son reconocidas vy
designadas) como instrumentos para describir otros objetos matematicos, pero no se les
considera como objetos de estudio en si mismas; y por lo tanto no son objetos de evaluacion
directa, sino que son identificadas al momento de presentarse su no-maestria por parte de los

estudiantes...

Nociones matematicas, son objetos de conocimiento construidos, susceptibles de ser ensefiados y
utilizados en aplicaciones practicas. Las nociones matemadticas son por tanto objeto de estudio en

si mismas, ademas de servir como instrumento para el estudio de otros objetos...

Nociéon metamatematica, son aquellas que desde una perspectiva amplia, brindan elementos de

informacion y conocimiento acerca del funcionamiento en general del aprendizaje de las
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matematicas, esto es, dichas nociones funcionan como organizadoras de nociones

protomatematicas, paramatematicas y matematicas (Martinez, 2002, p. 51)

Por otra parte, partiendo de la identificacién de cuatro escenarios histéricos en cuanto a la
evolucion de la nocién de linealidad y sus significados (Acosta, Rondero y Tarasenko, 2008), se
toman en consideracidn las filiaciones y rupturas epistemolégicas alrededor de la nocion de
linealidad, se da cuenta de los significados que tienen fuertes implicaciones en la matematica
escolar. En lo que se refiere al primer escenario se identifican las culturas ancestrales egipcia,
china y babilonia, donde la proporcidn directa y la progresién aritmética son el sustento de una
actividad sociocultural relevante como lo es el cobro de impuestos. El segundo se ubica en la
Grecia clasica, con referencia a Euclides y Arquimedes quienes emplearon la proporcion directa
para sustentar muchos de sus resultados geométricos. Es en este momento histérico donde
aparecen las primeras definiciones de recta. Ubicamos al tercer escenario en la época en que
aparecieron los trabajos de Fermat y Descartes quienes a partir de lo realizado por Apolonio siglos
antes, definen la ecuacion de una recta referida a un sistema de coordenadas cartesianas, donde
la proporcionalidad toma la forma analitica b x = a, y se dan los primeros elementos conceptuales
de la nocién de linealidad. Finalmente la ultima de estas referencias histdricas se da a partir de
mediados del siglo XIX, donde inicia la estructuraciéon del Algebra Lineal, a través de la
incorporacion de diferentes saberes matematicos cuyo elemento de articulacién conceptual es

precisamente la linealidad.

En este trabajo se ha tomado en consideracion el enfoque de las nociones didacticas por parte de
Chevallard (1997), en cuanto a la estratificacion de la operacién del conocimiento matematico en
la escuela, y algunas referencias historico-epistemoldgica de culturas antiguas donde surge la
nocién de proporcionalidad para la solucién de problemas cotidianos de esas épocas (Acosta,

Rondero, Tarasenko, 2008)

Aspectos metodoldgicos

Como una forma de organizar la presente investigacidon, en este caso de dar cuenta de los
significados de la nocién de linealidad y de su antecedente conceptual, la proporcionalidad directa,

se consideraron algunos elementos metodoldgicos de Arellano (2005), como factor de control de
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este trabajo. Este esquema de organizacién parte de lo simple a lo complejo y se compone de: el
problema de investigacion, estado del arte, definicion de conceptos, procesos cualitativos,

estrategias de andlisis y bibliografia.

Después de definir el problema de investigacion, se caracteriza la significacion de la nocion de
linealidad en los escenarios histéricos establecidos en su cardcter: protomatemdtico,
paramatemdtico, matemdtico y metamatemdtico. Ademas se resalta la importancia de dicha
tipificacién en lo didactico, al transitar de la matematica elemental a la matematica avanzada, en

lo cognitivo, sociocultural y epistemoldgico.

Resignificacion de la nocidn de linealidad

La resignificacion de la nocién de linealidad se plantea desde la perspectiva de un analisis histérico
epistemoldgico (Acosta, Rondero, Tarasenko, 2008), del papel que dicha nocién juega en la
didactica mediante el enfoque de Chevallard (1997) y algunos aspectos de la proporcion cualitativa

y cuantitativa estudiada por Ruiz y Valdemoros (2006).

Un significado temprano de la nocidn de proporcionalidad esta en la proporcién cualitativa (mas
grande que, menor que), mediante recursos diddacticos (figuras, dibujos y expresiones) para
facilitar el desarrollo de patrones de percepcidn, en apoyo a los correspondientes procesos de
cuantificacidon; lo cual antecede la ensefianza temprana de la razén y la proporcion (Ruiz y

Valdemoros, 2006).

Desde una perspectiva histérica epistemoldgica, una primera significacion, como herramienta, es
que en la aritmética babilénica la proporcion cuantitativa (igualdad de dos razones), posibilitd
hacer calculos astrondmicos y mercantiles, ademas de areas y volimenes. Struik (1986) refiere a
un libro clasico de la cultura china Chiu ch’ang Sua-shu ubicado en la dinastia Han (206 a.C. — 220
d.C.) donde aparecen porcentajes, proporciones y problemas de aplicacion de impuestos; asi como
usos de la regla de tres y de progresiones aritméticas y geométricas, aborda el calculo de tiempos
de transporte y distribucién de impuestos por cantidad de poblacién y se ocupa de la regla de la
posicion falsa, inventada por los chinos. En este periodo la nocion de linealidad adopta el sentido
paramatemdtico por ser un instrumento que describe otros objetos matematicos, pero no se le

considera como objeto de estudio en si mismo.
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En la civilizacion egipcia, se dieron elementos de solucidon a ecuaciones lineales de la forma

X+ax=b o x+ax+bx=c donde g, by c son constantes y x variable desconocida. En Boyer
(1991) se lee que el método de solucidén, que aparece en el Papiro de Rhind, se conoce en la

actualidad como el método de la falsa posicion.

La nocién de proporcionalidad aparece en ambas culturas, en el calculo del cobro de impuestos y
en aspectos geométricos para la estimacién de dreas y volumenes. La nocién de linealidad surge
incipientemente, desde que aparecen las ecuaciones lineales y las progresiones aritméticas,

empleadas para resolver problemas cotidianos y contextuales.

En un cierto paralelismo, en la didactica actual la nocién de proporcionalidad presenta diversos
papeles en la matematica escolar, de acuerdo a los significados didacticos que estdn en juego. La
proporcionalidad cuantitativa como igualdad de dos razones, es una nocién matematica en
educacién elemental ya que es un objeto matemdtico de estudio en ese momento. Sin embargo
toma el rol de paramatemdtica cuando se abordan temas de célculo de impuestos o al abordar el

tema de la recta en el curriculum escolar, no siendo objetos de evaluacién directa.

Volviendo a lo histérico epistemoldgico, en la Grecia clasica Euclides afirma que por dos puntos
pasa una recta y que ésta es Unica, ademas la proporcionalidad directa se emplea en el calculo
aproximado del area de un circulo a través del cuadrado de su didmetro. Por otra parte, tomando
ideas de Anaxdagoras en referencia a las razones y proporciones, Eudoxio (408? — 3557?), define
indirectamente la igualdad de dos razones a:b y c:d (Hofmann, (2002) citado en Acosta, Rondero,
Tarasenko, 2008). En el primer postulado del primer libro Sobre la esfera y el cilindro, Arquimedes
da la definicion mas empleada de la recta hasta nuestros dias: La recta es la linea mds corta que
une sus puntos extremos. Por otra parte, Arquimedes aplica la proporcionalidad directa entre
variables de la misma dimensién, aunque Euclides habia probado que la relacion entre los
volumenes de dos esferas depende del cubo de sus didametros (Torija, (1999) citado en Acosta,
Rondero, Tarasenko, 2008). En esta segunda época se entrevé que la nocion de proporcionalidad
adopta el caracter de objeto matematico de estudio, en virtud del estilo propio de formalidad de

la escuela griega.

Desde el analisis de la evolucidn de las nociones referidas, en este segundo escenario la nocidn de

linealidad, empieza a tener una ruptura epistemoldgica con la nocion de proporcionalidad, ya que
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la connotacion abstracta se expresa a través de los postulados y demostraciones de teoremas
geométricos. Ellos ponen en juego distintos significados de la misma, como nocion matemadtica al
definir Eudoxio a la igualdad de dos razones y paramatematica al servirle a Arquimedes al decir

que el volumen de una esfera es proporcional al cubo de sus didmetros.

Descartes (1596 — 1650) construye el primer sistema matematico moderno, abandonando la
filosofia natural tradicional, incorporando a las matemadticas todo lo que admite ordenacién vy
medida, sabe que todos los problemas geométricos de caracter lineal y cuadratico pueden
resolverse con regla y compas. Fermat y Descartes, dieron plena significacion a los trabajos de
Apolonio sobre lugares geométricos, en particular a la situacion de un punto en un plano por su
posicion respecto al eje de las x, proponiendo a la recta que pasa por el origen, de la forma b x =a
y, y plantearon a x + b y = ¢ como la ecuacion de la recta en su forma general (Hofmann, (2002)

citado en Acosta, Rondero, Tarasenko, 2008).

A diferencia de los dos primeros escenarios, en este periodo se logra la conceptualizacién
unificada de la recta, al asociar un conjunto de parejas de numeros reales (x, y) a un lugar
geométrico (en términos modernos, f(x,y)=0) representado en un sistema de ejes cartesianos. La
linealidad adopta representaciones analitico-geométricas, que permiten expresar lo geométrico
por medios algebraicos, lo que posibilita ganar en lo conceptual, al transitar entre lo analitico y lo

geométrico (Acosta, Rondero, Tarasenko, 2008).

En la didactica actual la proporcionalidad debiera ser considerada de manera explicita como una
nocién paramatematica al estudiar los primeros temas de precdlculo o geometria analitica,
dandole significacién a la articulacién entre la igualdad de dos razones a: by c: d y la ecuacién de
larectaax+by=c, de acuerdo a los significados didacticos que estén en juego. Ademds de que
dicha resignificacién tendria mayores alcances en tematicas fuera de la matematica, como por
ejemplo en la quimica en los calculos estequiométricos (calculo de magnitudes mediante

proporciones).

Una cuarta época, ubicada a partir del siglo XVIII, es donde inicia de manera incipiente el Algebra
Lineal, tomando en consideracion algunas ideas de Euler y de Cramer, entre otros. Se va creando
una teoria de sistemas de ecuaciones lineales, tratandose el caso de n ecuaciones con m
incognitas, el estudio de los determinantes y el rango de un sistema. Posteriormente se incorporan

conceptos como matrices, dependencia e independencia lineal, espacios vectoriales y
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transformaciones lineales. Todo lo cual lleva a una estructuracidon tematica y conceptual del
Algebra Lineal, donde el eje epistemoldgico sobre el que descansa es precisamente la nocién de
linealidad. Uno de los primeros significados, aparece en el libro de Euler, publicado en 1750, Sur
une Contradiction Apparente dans la Doctrine des Lignes Courbes. Este estudio lo llevé al hecho de
que cualquier sistema de n ecuaciones lineales con n incdgnitas tiene solucién Unica, lo cual era
una creencia generalizada en ese momento. En términos actuales significa que las ecuaciones son
linealmente independientes. El enfoque de Euler va hacia el ajuste de ecuaciones, en tanto el
concepto de dependencia lineal es mas general, vdlido para una gran cantidad de objetos. A la
inclusion de una ecuacion en otra Euler, le llama dependencia inclusiva, la cual domind la
concepcion en problemas con ecuaciones lineales durante el siglo XIX (Dorier (2000) citado en

Acosta, Rondero, Tarasenko, 2008).

Por otro lado, cuando en la matematica escolar se estudia el tema de dependencia lineal no es

comun que sea abordado, partiendo de la proporcionalidad cuantitativa. En la escuela se dice:
“Dos vectores v, y v, definidos en R", con 72 > 1, se dice que son linealmente dependientes siy sélo

[V, +e,v, =0 ¢, #04c,#0

si la combinacién linea , se cumple cuando . Un aspecto didactico

rescatable es el que refiere a cdmo se relacionan conceptualmente la dependencia lineal y la

proporcionalidad directa. Se puede ver de la definicion anterior, que se cumplen las
_ 2 _ 1

V= _(_)Vza V, = _(_)Vl D
G

. . . c . . .
proporcionalidades directas, 1 siempre y cuando ¢ # 0, o bien Si

¢, #0 (Rondero, et. al., 2009). Esta significacion permite una mejor articulacion de dichos saberes

en un primer curso de Algebra lineal.

Se tienen evidencias histéricas-epistemoldgicas y didacticas de que el vinculo entre los diferentes
significados de la nocion de linealidad, cumplen una funcién articuladora como se muestra a través
de la evolucion de sus conceptos: funcion lineal, operador lineal, transformacion lineal y espacios
vectoriales, entre otros. Todo lo cual debe repercutir en la didactica, desde la matematica
elemental hasta la matematica avanzada. En particular en este trabajo se han reportado ciertos

significados de la nocién de linealidad, desde una perspectiva epistemoldgica y didactica.
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Conclusiones

Se infiere que los significados que presenta la nocién de linealidad y su antecedente conceptual, la
nocién de proporcionalidad se dejan de lado en la didactica propiciando incongruencias

conceptuales.

La nocién de linealidad es un elemento de articulacion en la matematica escolar y se puede
apreciar su caracteristica de transversalidad conceptual entre la matemdtica elemental y la
avanzada, en el entendido de que la nocion adopta diferentes estadios que tienen su expresion en

los conceptos que genera y que a su vez aportan nuevos significados a la misma.

Una de las rupturas epistemoldgicas importantes que tiene repercusion en la diddctica, es por la
desarticulacion manifiesta entre la igualdad de dos razones a:b y c:d con la recta que pasa por el
origen, b x = a y, y con la funcidn lineal f(x)= ax +b. Se cree que esto sucede porque la nocidn de
linealidad presenta diferentes significados que no se explicitan en el medio escolar, ya sea como,
concepto ordenador y organizador, -metamatemdtico-, o herramienta util para estudiar un objeto,
-paramatemadtico-, u objeto de estudio, -matemdtico-, pero que estd presente en el proceso del

aprendizaje en la escuela.

En este trabajo se dan evidencias, sobre todo histérico-epistemoldgicas y didacticas, de los
significados en relacién a la nocién de linealidad y que se ven reflejadas en el aprendizaje de

ciertas dreas de la matemética como son el Precalculo, Geometria Analitica y Algebra lineal.

Es posible identificar el fendmeno didactico de las incongruencias conceptuales en relacion a otras
nociones matematicas, lo cual puede incidir en su aprendizaje por no resaltar sus significados, ni la

funcién que cumplen en el proceso.

Se continva la busqueda de precisar algunos indicios para un discurso didactico congruente y
articulado en la matemadtica escolar. Para tal propdsito el rescate de los significados de la nocién
de linealidad, posibilita aportar elementos para la Didactica de la Matematica que pueden
contribuir al Curriculum Escolar. Incluso el poder repercutir en el nivel medio superior en cursos
como el de Geometria Analitica, e incluso hasta en una primera aproximacion al Algebra Lineal en

el nivel superior.
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