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Resumen. Varios autores coinciden en que la Geometria ha sido dejada de lado en la
ensefianza de la matemdtica en los niveles inicial y medio. Si bien ésta aparece en los
curriculos actuales, casi no se ensefia en las aulas. Nos encontramos habitualmente con
docentes que, en los niveles de escolaridad inicial y medio, tienen dificultades en encontrar
situaciones que sean de interés para los alumnos, asi como ejemplos sencillos sobre los usos
de la geometria en la vida cotidiana. En el mismo sentido, no son concientes de las habilidades
que la geometria desarrolla por su naturaleza intuitiva-espacial y Idgica, con lo cual se le
brinda escaso espacio en los contenidos curriculares y minima importancia en la organizacion
de los programas. El presente trabajo analiza la implementacion de una propuesta diddctica
que prevé la conceptualizacion y descubrimiento de las propiedades de los cuadrildteros, a
partir de la experimentacion, mediante actividades guiadas apoyadas por la utilizacion de un
CAS (Cabri Il plus) y los avances logrados por los alumnos durante y al cierre de la misma.
Palabras claves: Razonamiento geométrico, visualizacion, abstraccidn, generalizacion

Introduccion

La geometria es la parte de las matematicas mas intuitiva, concreta y ligada a la realidad. Como
disciplina, se apoya en un proceso extenso de formalizacidn, el cual se ha venido desarrollando por
mas de 2000 afios en niveles crecientes de rigor, abstraccion y generalidad. Si bien muchos
autores la han caracterizado ampliamente, sus aspectos mas relevantes, a nuestro juicio, se
pueden resumir del siguiente modo, en concordancia con el estudio ICMI “Perspectives en

I’Ensenyament de la Geometria pel segle XXI” realizado en el afio 1995 en Pisa (ICMI, 2001):

e Es una herramienta fundamental para describir, medir figuras y representar los

conceptos.
e Esladisciplina donde mejor se realizan los razonamientos deductivos.

e Constituye un método para las representaciones visuales de conceptos y procesos de

otras areas de la Matematica y de otras ciencias; por ejemplo graficas y diagramas.

e Constituye una herramienta en aplicaciones, tanto tradicionales como innovativas. Por
ejemplo: gréficas por computadora, procesamiento y manipulacion de imagenes,

reconocimiento de patrones, robética, investigaciéon de operaciones.
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e Se puede distinguir entre una geometria que enfatiza las propiedades "estaticas" de
los objetos geométricos y una geometria dinamica donde los objetos cambian

respecto a los diferentes tipos de transformaciones en el espacio.

e Ha formado una teoria de ideas y métodos mediante las cuales es posible construir y

estudiar modelos idealizados del mundo real.

Creemos que la ensefianza de la geometria no es de ninguna manera una tarea facil. En lugar de
tratar de enfrentar y superar los obstaculos que emergen en su ensefianza, las practicas escolares
actuales, en muchos paises, simplemente la omiten (ICMI, 2001). Varios autores coinciden en que
la Geometria ha sido dejada de lado en la ensefianza de la matematica en los niveles inicial y
medio. Si bien ésta aparece en los curriculos actuales, casi no se ensefia en las aulas. (Guzman,

1993; Abraira, 1995).

Justificacion

Con el propdsito de brindar una explicacidon sobre el abandono en la ensefianza de la geometria,
cabe diferenciar dos etapas. Una primera que comprende el periodo 1960-1980,
aproximadamente, dénde se introdujeron nuevos tépicos en la enseiianza de la Matematica
(probabilidad, estadistica, ciencias computacionales, matematicas discretas). Se redujo la cantidad
de horas dedicadas a estudiar Matematica. Este periodo se caracterizd por el auge de las
Matemadticas Modernas, la introduccién de la Teoria de conjuntos, la ensefianza de la ldgica y de

las estructuras abstractas.

En los veinte afos posteriores (1980-2000), se produjo un retorno hacia contenidos tradicionales
en matematicas, con un énfasis especifico sobre actividades de planteamiento y solucién de

problemas.

Alli, los intentos de restablecer la geometria euclidiana clasica no tuvieron el éxito esperado.
Varios autores se han cuestionado las causas, entre las que sobresalen con mayor fuerza, que los
contenidos tradicionales no estdn en consonancia con los tiempos actuales, y la forma tradicional
de presentar los contenidos es poco atractiva (Abraira, 1995; Villella, 2001; Itzcovich, 2005). Una

primera y légica consecuencia, facilmente detectable para quienes trabajamos en la formacién de
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docentes, es que los profesores mas jovenes han aprendido Matematica bajo una curricula que ha

descuidado la Geometria.

Creemos que a partir de ellos nos encontramos habitualmente con docentes que, en los niveles de
escolaridad inicial y medio, tienen dificultades en encontrar situaciones que sean de interés para
los alumnos, asi como ejemplos sencillos sobre los usos de la geometria en la vida cotidiana. En el
mismo sentido, no son concientes de las habilidades que la geometria desarrolla por su naturaleza
intuitiva-espacial y ldgica, con lo cual se le brinda escaso espacio en los contenidos curriculares y
minima importancia en la organizacién de los programas. Creemos que, esto Ultimo esté,
probablemente, asociado a la inseguridad que poseen los docentes en el dominio de conceptos y

procedimientos de esta rama de la Matematica.

Coincidimos con Villella y Steiman en que la falta de interés y motivacidon en los alumnos es

consecuencia de esta situacién. (Villella y Steiman, 2004; Villella, 2006)

Marco teérico

Se adoptd el modelo de desarrollo del pensamiento geométrico de Dina y Pierre Van Hiele, el cual
propone cinco etapas en el desarrollo del pensamiento geométrico: reconocimiento, andlisis,
clasificacion, deduccion y rigor. En la etapa de reconocimiento, los alumnos usan propiedades
imprecisas de las figuras para poder compensarlas, ordenarlas, describirlas o identificarlas;
perciben las figuras geométricas en su totalidad, como unidades globales (pueden describir
fisicamente lo que ven); identifican o describen las figuras apelando a atributos irrelevantes desde
el punto estrictamente matematico por ejemplo, color, tamafio, aprenden vocabulario
geométrico; identifican formas determinadas y pueden reproducirlas. En la etapa de andlisis los
alumnos descubren que las figuras estan formadas por partes y que estan dotadas de propiedades
matematicas; pueden describir las partes de las figuras y enunciar las propiedades de manera
informal, utilizando vocabulario apropiado; pueden clasificar las propiedades en necesarias y
suficientes en el momento de usarlas para definir, pueden comparan figuras empleando
explicitamente las propiedades, asi como deducir propiedades generalizdndolas a partir de la

experimentacion.
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La tercera etapa estd deferida a la clasificacion, en la cual los alumnos comienzan a desarrollar la
capacidad de razonamiento matematico, las propiedades pueden deducirse unas de otras aunque
todavia no comprenden el significado de la deduccién como un todo, ni el papel que en ella juegan
los axiomas. En esta etapa se comprenden los pasos individuales de un razonamiento ldgico
formal, pero no entienden la estructura de una demostracién; las demostraciones explicadas por
el docente o el libro son seguidas sin dificultad, pero no se logra su organizaciéon por parte del
alumno. Se usan las representaciones graficas de las figuras como una forma de verificacién de las

deducciones mas que como un medio para realizarlas.

En la cuarta etapa de deduccion formal, los alumnos pueden comprender razonamientos légicos
formales, realizar conjeturas e intentan verificarlas deductivamente. Ademas pueden construir
demostraciones y se atreven a realizarlas de distintas maneras, comprenden las interacciones
entre las condiciones necesarias y suficientes y distinguen entre una implicacién y su reciproca;
aceptan definiciones equivalentes del mismo concepto; comprenden la estructura axiomatica de la

matematica.

En la etapa del rigor los alumnos son capaces de prescindir de cualquier soporte concreto para
desarrollar la actividad matematica, aceptan la existencia de sistemas axiomaticos y pueden

analizarlos y compararlos (Villella, 2001).

Desarrollo
Objetivos:

e Explorar las preconcepciones de los alumnos involucrados en la experiencia sobre

conceptos geométricos basicos.

e Implementar una propuesta didactica que prevea la conceptualizacidon y descubrimiento
de las propiedades de los cuadrilateros, a partir de la experimentacion, mediante

actividades guiadas apoyadas por la utilizacién de un CAS (Cabri Il plus).

e Analizar los avances logrados por los alumnos durante la implementacion de la propuesta

y al cierre de la misma.
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La poblacion estuvo formada por alumnos de 14-15 afios de edad, de ambos sexos, que cursan sus
estudios en el nivel de Escolaridad Secundaria Basica (ESB), en escuelas privadas de la provincia de
Buenos Aires. La muestra se conformdé con dos comisiones de 30 alumnos cada una,

aproximadamente, que cursan noveno afo en un colegio ubicado en el Partido de Tigre.

En el marco de una metodologia de investigacion accidn, se inicié la experiencia con un estudio de
caracter descriptivo, con el propdsito de conocer las caracteristicas de ambos grupos. El pretest
permitié indagar acerca de los conceptos geométricos bdsicos y emparejar los grupos. Luego la
segunda etapa, de tipo explicativo, pretendié dar respuesta a la pregunta sobre si los alumnos
comprenden los conceptos referidos a la unidad Cuadrildteros a partir de la aplicaciéon de una
propuesta de ensefianza con las caracteristicas mencionadas en los objetivos, en uno de los grupos,

mientras el otro recibié una ensefnanza tradicional.
Paradigma: Socio critico
Alcances de la investigacidn: descriptivo, explicativo

Disefio: cuasiexperimental con dos grupos: E-O

Descripcion de la experiencia

A partir de los resultados del pretest (ver tabla 1) se desarrollaron durante dos semanas las
actividades de nivelacion. En cada comision (curso experimental y curso de control) los alumnos
trabajaron en pequefios grupos sobre una guia de problemas. Se hizo hincapié en aquellos
conceptos, a nuestro juicio, criticos: por haber logrado un valor porcentual minimo del 30 % en la
categoria C, en la competencia respectiva; y por ser un prerrequerido para el desarrollo de la
unidad de cuadrilateros. Tal es el caso de reconocimiento de segmentos, identificacién y dibujo de
la mediatriz de un segmento, reconocimiento de las propiedades de los dngulos formados por

rectas paralelas cortadas por una transversal, etc.

Los resultados del pretest nos permitio ubicar a los alumnos, ambiguamente, entre las etapas de
analisis y clasificacidn, de acuerdo con el modelo de van Hiele, y sobre esta base se planificé el
desarrollo de la unidad cuadrildteros de tal modo que los alumnos del grupo experimental

pudieran trabajar a partir del concepto de cuadrilatero, diferenciaran entre concavo y convexo,
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para luego comenzar con la conceptualizacion del cuadrildtero convexo que posee un par de lados
opuestos paralelos: el trapecio, asi como la deduccién de las propiedades referidas al mismo. La

figura 1 esquematiza la secuencia seguida hasta converger en el cuadrado.

Cabe observar la importancia de remarcar para cada nuevo cuadrildtero, cudles son las
propiedades heredadas y cudles las correspondientes a la nueva figura. A modo de ejemplo, al
presentar el paralelogramo, dado que se trata de un trapecio que tiene el segundo par de lados
opuestos paralelos, éste hereda las propiedades del anterior, esto es: la base media es la
semisuma de las bases; pero también hereda las propiedades de un cuadrilatero convexo: la suma

de los dngulos interiores es 3609.

i0ué propiedades debe induir?
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Figura 1

El desarrollo de la experiencia incluyé un importante conjunto de actividades de tal modo que los
alumnos tuvieran que experimentar, fundamentalmente construir con el auxilio del CAS, para
luego plasmar las conclusiones. A modo de ejemplo se presentan dos actividades que formaron

parte de la experiencia.
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Actividad 1

Construir, si es posible, el cuadrildtero que se indica. En caso de no ser posible, especificar e

incorporar (como dato) un elemento adicional para poder hacerlo.
Datos:
Un par de lados consecutivos y el dngulo comprendido entre ellos
construir:
a) un trapecio b) un trapecio isdsceles c)un trapecio rectangulo d)un paralelogramo
Actividad 2 (Para desarrollar con CAS)

Construir el rombo ABCD de tal modo que moviendo el vértice A obtengas otros rombos de lados

de igual longitud, pero de distintas diagonales.

a) ¢Como es el dngulo que forman las diagonales? épermanece constante cuando se mueve el

vértice A?

b) ¢En qué se transforma el rombo cuando el dngulo ABC tiende a un recto? ¢ Qué sucede en

ese momento con las diagonales?

(Se proporciona una figura de analisis que incluye, como datos, las diagonales del rombo y un

angulo interior agudo)

Resultados

La tabla 1 exhibe los valores porcentuales correspondientes al pretest en ambos cursos. Los
resultados fueron categorizados en A: posee la competencia, B: posee la competencia con

dificultades en la resolucién, C: no posee la competencia.

Curso Curso control
Competencias evaluadas experimental
A B C A B C
Reconoce segmentos 41,00 15,4/ 38,5 38,2 20,6 41,2
Identifica la mediatriz de un segmento 17,9 5,1 71,8/ 11,8 11,8 76,5
Dibuja la mediatriz de un segmento 48,7 0,0 46,2 44,1 2,9 52,9
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Reconoce rectas paralelas 82,1 2,6 10,3 85,3 0,0 14,7
Reconoce rectas oblicuas 35,9 46,2 12,8 47,1 32,4 20,6
Dibuja la bisectriz de un angulo 71,8 10,3 12,8 70,6 11,8 17,6
Reconoce las propiedades de los angulos formados por rectas
84,6/ 0,0 10,3 64,7 0,0 35,3
paralelas cortadas por una transversal
Aplica las propiedades de los angulos formados por rectas
10,3 5,1 79,5 5,9 26,5 67,6
paralelas cortadas por una transversal
Construye triangulos 2,60 7,7 84,60 2,9 8,8 88,2
Clasifica tridngulos segun sus lados y angulos 38,5 5,1 48,7 58,8 17,6 23,5
Reconoce las propiedades de los angulos interiores y exteriores
., 17,9 28,2 46,2 26,5 52,9 20,6
de un tridngulo
Calcula los angulos interiores y exteriores de un triangulo 2,60 2,6 87,2 8,8 559 35,3
Traza las bisectrices de un tridangulo 5,1 2,6/ 84,6 11,8 11,8 76,5
ITraza las mediatrices de un tridngulo 35,9 0,0 56,4 50,00 2,9 471
Traza las medianas de un triangulo 25,6/ 0,00 66,7 20,6f 0,0 79,4
Halla el baricentro de un triangulo 0,0 0,0 92,3| 8,8 0,0 91,2
Halla el circuncentro de un tridangulo 0,0 0,0 92,3| 8,8 0,0 91,2
Halla el incentro de un tridngulo 0,00 0,0 92,3l 29 0,0 97,1
Halla el ortocentro de un tridngulo 0,0 0,0 92,3 8,8 0,0 91,2
Identifica la propiedad pitagérica en un triangulo rectangulo 0,0 0,0 92,3 29 0,0 97,1
Calcula los lados de un triangulo rectangulo utilizando la
. o, 0,00 0,0 91,8 0,00 0,0100,0
propiedad pitagorica
Halla el drea y el perimetro de un tridngulo rectangulo 0,0 0,0 91,8 0,00 0,0 100,0

Tabla 1

La evaluacion de los alumnos tuvo dos instancias, durante el desarrollo de las actividades y al
cierre de la experiencia. Por una parte se evalud el trabajo desarrollado por cada grupo v, por la

otra, un examen de caracter individual dénde los alumnos podian hacer uso del mismo software
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gue habian utilizado durante el aprendizaje de la unidad. Los resultados cuantitativos, con idéntica

categorizacion que el pretest, se resumen en la tabla 2.

Curso Curso control
Competencias evaluadas experimental
A B C A B C
Reconoce los diferentes cuadrilateros convexos 88,00 12,00 0,0 85,0 10,0 5,0

Identifica las propiedades de los diferentes cuadrilateros
76,00 12,5 11,5 56,4 14,5 29,1

convexos
Identifica las propiedades heredadas de cada cuadrilatero 96,00 4,0 0,0 88,0 12,0 0,0
Construye cuadrilateros a partir de sus propiedades 65,5 22,00 12.5| 43,5 26,5 30

Aplica las propiedades de los cuadrilateros a la resolucion de
45,5 26,00 28,5 36,00 28,00 36,0

problemas
Obtiene conclusiones a partir de la experimentacion 76,00 24,00 0,00 25,00 26,00 49,0
Propone nuevas construcciones 32,0 10,0

Tabla 2

Conclusiones

Desde el enfoque cuantitativo, analizando los datos de la tabla 2, se observan mejores resultados
obtenidos por el grupo experimental. Cabe sefalar que el ambiente de trabajo, dadas las
caracteristicas de cada experiencia, fue diferente. La primera comision trabajé fundamentalmente
en grupo, lo cual contribuyé en la resolucion de las actividades propuestas. También, cabe
observar, que el CAS utilizado (Cabri Il Plus) contribuyé en la obtencién de conclusiones. Su

utilizacién facilita el trabajo de experimentacién.

Aspectos claves y retos para el futuro

Consideramos que es necesario enfatizar el trabajo con los centros de formacidon docente, asi
como, acercar la investigacién en Matematica Educativa, de modo que puedan trabajar docentes e

investigadores de manera colaborativa y puedan dar respuesta a preguntas tales como:
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Si los libros de texto tradicionales son tan apropiados como quisiéramos que fueran para

la ensefanza y el aprendizaje de la Geometria,

e Qué cambios pueden y deben ser hechos en la ensefianza y aprendizaje de la geometria
con el propdsito de incrementar el acceso a software, videos, materiales concretos y otros

elementos tecnoldgicos,

e Cuadles son las ventajas que se desprenden del uso de tales herramientas, desde un punto

de vista educativo,

e Cuadles problemas y limitaciones pueden surgir del uso de tales herramientas y cémo

podrian ser superados.
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