Capitulo 2. Propuesta para la ensefianza de las matemdticas

DE LO LUDICO DEL ORIGAMI AL TRABAJO CON FUNCIONES

Tulio Amaya De Armas, Josefina Gulfo de Puente

Institucién Educativa Madre Amalia, Sincelejo Colombia
tuamal@hotmail.com, jgulfo26@hotmail.com
Campo de investigacion:  Pensamiento variacional Nivel: Medio

Resumen. En el presente trabajo se comparte una experiencia de aula que se realiza,
utilizando el Origami, para introducir el trabajo con funciones cuadrdticas, con estudiantes de
la media académica. En el proceso de iniciacion al cdlculo, se estudio la relacion entre el
plegado de papel y la geometria, al desarmar un mdédulo cuadrado y analizar las cicatrices que
quedan en él. Se relacionaron algunos elementos matemdticos presentes en el mddulo, con los
conceptos matemdticos que emergieron en las cicatrices y se analizaron algunas propiedades
de los poliedros. Esto permitié el estudio de conceptos como rectas paralelas y
perpendiculares, bisectrices y mediatrices y familias de poliedros, relacionando el drea lateral
de los poliedros con el tamafio del mddulo y con el numero de éstos, lo que llevé al estudio de
familias de funciones, haciendo el trdnsito por diferentes sistemas semidticos de
representacion y al interior de algunos de estos, llevando a los mismos estudiantes a que le
asignaran significado y sentido a los conceptos estudiados, al poderlos manipular.
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Introduccion

En trabajos que involucren funciones, es comun estudiar conjuntamente dos o mds variables. Este
andlisis de covarianza resulta problematico para estudiantes de diferentes niveles, (Najera, 2008).
Sin embargo, estos ambientes brindan una gran oportunidad para explorar diferentes
representaciones del mismo objeto en un mismo ambiente y asi facilitar el estudio de funciones;
asi, “hablar de representacion equivale a hablar de conocimiento, significado, comprension,
modelizacién, etc.” (Font, Godino y D'Amore, 2007, p. 1). El trabajo con figuras poliédricas
construidas con la técnica del origami, aparece como una alternativa para el transito entre
diferentes sistemas semidticos de representacién, permitiendo relacionar los sistemas tabular,
grafico, icénico y algebraico, y “asignarle significado y sentido a cada una de estas
representaciones en relacién con las otras, asi como el transito al interior de un mismo sistema de
representacion, al variar el tamafio de los médulos, dejando el nimero de éstos fijos” (Amaya y
Gulfo, 2009, p. 898), facilitando el estudio de funciones en un ambiente natural, de mucha

camaraderia y cooperacién mutua.
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Acercamiento tedrico

El arte del plegado de papel, es utilizado para obtener figuras de formas variadas, el cual es de
gran interés por contribuir a adquirir ciertas actitudes y habilidades de forma amena, aparte de
aprender y ensefiar geometria y poderse relacionar con otras ramas de la matematica, (Badilla,
2007). En este trabajo lo utilizamos para estudiar el pensamiento numérico, y variacional. En
particular, nos apoyamos de la postura del Instituto Colombiano para el fomento de la educacion
superior, quien sostiene que “uno de los elementos centrales a considerar es la apropiacién del
concepto de funcidn analizando variacién y relaciones entre diferentes representaciones y su uso
comprensivo a través de la modelacién con funciones” (ICFES, 2007, p. 29). Por lo que se procura
trabajar con situaciones familiares para los estudiantes, analizadas en diferentes sistemas de
representacion. Segun Duval (1999), para que una representaciéon pueda funcionar como tal, y se
puedan reconocer dos representaciones del mismo objeto, se necesita disponer de por lo menos
dos sistemas semiodticos que representen al objeto que se quiere representar y que se pueda pasar
espontdneamente de un sistema semidtico a otro sin siquiera notarlo. En este sentido, el
Ministerio de Educacién Nacional (MEN), sugiere que entre los diferentes sistemas de
representacion asociados a la variacion se encuentren los enunciados verbales, las
representaciones tabulares, las graficas de tipo cartesiano, las representaciones pictdricas e
icdnicas, las formulas y las expresiones analiticas, considerando que el significado y sentido acerca
de la variacion puede establecerse a partir de las situaciones problematicas cuyos escenarios sean
los referidos a fendmenos de cambio y variacion de la vida practica (MEN, 2004). Esto muestra la
importancia de las representaciones y la necesidad de efectuar un proceso de traduccién entre
representaciones, (Janvier, 1990). De esta forma, el pensamiento variacional, (entendido como la
capacidad para darle sentido a las funciones numéricas y manejarlas en forma flexible y creativa,
para entender, explicar y modelar situaciones de variacion y cambio, con el propdsito de
analizarlas y realizar algunas transformaciones en ellas), permite el trabajo con elementos del
contextos sociocultural donde se pueden ver relaciones de dependencia entre variables o en
contextos donde una misma cantidad varia. El ICFES manifiesta que lo que se quiere es desarrollar
una forma de pensamiento que identifigue de manera natural fendmenos de cambio y que el
estudiante sea capaz de modelarlos y transformarlos (ICFES, 2007), es decir, no solamente

identificar la matematica en situaciones reales y contextualizadas, sino que tenga la capacidad de
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modelar matematicamente esa situacion. Para Monzoy (1998), La importancia de estudiar el
concepto de funcion se puede justificar a partir de la interdependencia que se da entre los
conceptos matematicos y las situaciones reales, como un auxiliar para hacer las interpretaciones y

esto es considerado fundamental en la formacién matematica bdsica de los estudiantes.

En la busqueda de poder relacionar la matemdtica con el medio sociocultural, casi siempre
aparece como mediadora la geometria; especialmente cuando se trata de buscar propiedades
geométricas en un objeto real, se necesita del poder geométrico, el cual se concibe como aquél
que ejercitamos cuando resolvemos un problema o prueba dificultosa; para desarrollar tal poder,
se debe entrenar el ojo geométrico para ayudar a ver propiedades geométricas separadas de una
figura (Godfrey, 1910, c.p. Fujita, Jones y Yamamoto, 2004). Esto suele ser un problemas en
educacién geométrica, donde los estudiantes aparecen como incapaces de ver propiedades
geométricas en los objetos, esto es, sin su ojo geométrico desarrollado, (Sinclair, 2003, c.p. Fujita,
Jones y Yamamoto, 2004). En este contexto parece ser muy importante entrenar la imaginacion de
los estudiantes, y en su instruccién geométrica intuitiva, apuntar hacia el desarrollo de sus
habilidades espaciales a través de actividades apropiadas. Las visualizaciones en geometria son
muy importantes en la resolucion de problemas, y un requisito previo puede ser, tomar
mentalmente una figura, mirar sus elementos individuales y hacer conjeturas suficientemente

buenas sobre sus relaciones, de forma semejante al ojo geométrico de Godfrey.

Metodologia

En este trabajo participaron estudiantes del ultimo afo de la media académica, con edades entre
15 y 17 afios, en un curso ordinario de iniciacién al cdlculo, los estudiantes no habian trabajado
antes funciones. Se organizaron en grupos de tres o cuatro, que ellos mismos armaron segun sus

preferencias.

Un moddulo es la unidad minima de plegado que se repite y se ensambla para armar las figuras
geométricas, resultado de manipular adecuadamente un cuadrado de papel. A continuacion se
muestran, figura 1: un mdédulo terminado y listo para ensamblar, figura 2: un médulo desplegado,
figura 3: un mdédulo desplegado y repasadas las cicatrices con tinta para resaltarlas, y figura 4: una

pirdmide siamesa triangular.
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Figura 1. Médulo Figura 2. Mdédulo Figura 3. Mdédulo Figura 4. Piramide
terminado desarmado desarmado y repasado siamesa triangular

Al desplegar un mddulo y observar el cuadrado inicial, permitié analizar las cicatrices que
quedaron en el papel y asociarlas con conceptos matematico. El trabajo se realiza a partir de un
Unico tipo de madulo por lo que se instruyé a los estudiantes en la construccion de éstos. El
primer poliedro que se construyd fue una piramide siamesa triangular, la cual se arma con tres
madulos, por lo que cada grupo al completar tres, se les explicd cdmo armarla. Se varié el tamafio
del mddulo y se armaron varias de estas piramides, una por cada tamafio de modulos, se anotan
los valores del lado del cuadrado con que se construyé cada mddulo y el area lateral de las
pirdmides correspondientes en una tabla, luego se pasaron al plano cartesiano para construir la
grafica correspondiente a cada nimero de mddulo. Cada punto del plano es una pareja de la
forma (lado del cuadrado con que se construyd el médulo, area lateral del tetraedro); Cuando se
varié el tamafio de los mddulos sin variar el nUmero de éstos, aparecieron familias de poliedros
por cada numero de mddulo y cada familia dio origen a la grafica de una funcidn; luego se varié el
numero de los modulos y su tamario, resultando familias de funciones, apareciendo poliedros a
escala, (Ver fig. 5 a 8). En cada sistema de representacién para un numero fijo de mdédulo, se
verificd si los datos cumplian con las condiciones para ser una funcién, por ejemplo, cada longitud
del lado del cuadrado con que se construyé cada modulo debia estar asociada al drea lateral de un
Unico poliedro, si dicha longitud se repetia, habia que verificar que el area lateral del poliedro,
también se repetia; para el caso de la representacion grafica, se utilizaba el criterio de la recta

vertical.
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Resultados

El analisis se basa en las dificultades y aciertos de los estudiantes en relacién con la definicion del
concepto de funcion y con el cambio de sistema de representacion. Al comenzar el estudio se
quiso priorizar los presaberes que tenian los estudiantes acerca del concepto de funcion, se
comenzd con el dominio y el rango, se identificaron en cada sistema de representacién y se
compararon los elementos correspondientes en cada registro. Llamé la atencidon que los
estudiantes inicialmente no aceptaran el cero como parte de los intervalos de variacién, no
aceptaban la continuidad de las variables y la posibilidad de valores muy grandes tanto para el
lado del cuadrado como para el drea de los poliedros. Al analizar las cicatrices en los médulos, se
identificé el conjunto de lados de éstos como el dominio, se calculd el area, primero de la pirdmide
siamesa triangular, luego del cubo y se analizd el patrén que seguian y a partir de ahi se obtuvo
una expresion algebraica para cada nimero de mdédulos de cada poliedro lo que permitié asignarle
significado a los pardmetros de la representacion algebraica, al relacionarla con los elementos en
la tabla y en los mddulos. Los estudiantes inicialmente no llegaron a estos resultados por cuenta
propia, por lo que hubo que inducirlos a éstos y en algunos casos mostrarles lo evidente de los
conceptos matematicos en las cicatrices presentes en cada mddulo que se desplegd, lo que puede
deberse al poco desarrollo de su ojo geométrico (Sinclair, 2003, c.p. Fujita, Jones y Yamamoto,
2004), por su poco trabajo con la geometria hasta entonces. Después de estudiar un concepto,

siempre lo tuvieron en cuenta para un desarrollo similar siguiente.

Para relacionar las diferentes representaciones, se comparé un médulo desarmado con otros listos

para ensamblar, se identificé la parte del modulo que queda visible en cada poliedro, cuya area es

z

de E, ya que al observar las cicatrices, cada médulo queda dividido en ocho cuadraditos
congruentes y es exactamente una de estas partes la que queda visible por mdédulo en un
poliedro. Amaya y Gulfo (2009) encontraron que el area lateral de la piramide siamesa triangular

g
es & ya que la componen tres mddulos y por lo tanto quedan visibles tres cuadraditos; el area
&t
del cubo es &, ya que tiene seis cuadraditos, esto es, uno por cada cara. Y en general para una
mi
figura construida con n mdédulos de este tipo, el drea lateral es & . De manera que el significado y

el sentido de los conceptos se establecieron manipulando directamente elementos de la vida
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practica, acorde con lo sugerido por el MEN (2004). A continuacién se muestran algunas de las
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Figura 5. Familias de pirdmides siamesas Figura 6. Familias cubos siameses con diferentes

familias de poliedros obtenidas por los estudiantes.

triangulares con diferentes tamafios de mddulos tamafios de mddulos

| : b R

Figura 7. Familias de cubos con diferentes tamafios Figura 8. Familias de estrellas de doce puntas con

de moédulos diferentes tamafios de médulos

Siempre que a los estudiantes se les pidid verificar el concepto de funciéon en un conjunto de
datos, primero realizaron la grafica dandole valores a la variable independiente en la formula y
enseguida aplicaron el criterio de la recta vertical, por lo que coincidimos con Monzoy (1998) en
gue asociaron a la definiciéon de funcién, con su gréfica, y con la necesidad de una férmula como
requisito para la existencia de la funcion. En el sistema de representacién donde ningun grupo
cometid errores al decidir si los conjuntos representaban una funcién, fue en el sagital. En la
conversion de un registro a otro, los estudiantes parecian mas cémodos del registro algebraico o el
tabular hacia los otros, ya que cuando se les pidié encontrar la longitud de un cuadrado para
armar un médulo para un poliedro en particular, en la mayoria de los casos escogieron la férmula
y unos pocos utilizaron una tabla. Y cuando se dieron condiciones en una tabla para que se
identificara el tipo de poliedro, se construyera la grafica y se encontrara la férmula, los estudiantes

salieron airosos.

El origami se convirtié en una herramienta muy adecuada para asignar significado y sentido a los
conceptos de cambio y variacion, al analizar los cambios en los tamafios de los poliedros e ir
mirando cuanto era el aumento del drea del siguiente, lo que se aprovechd también para analizar

los conceptos de dependencia e independencia entre variables, al observar que al aumentar el
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tamano del médulo, necesariamente aumentaba el tamafio del poliedro y el valor de su respectiva
area. Este tipo de situaciones que permiten contextualizar los problemas matematicos son segun
Hitt (1994, c.p. Monzoy, 1998) un intento por rescatar las ideas intuitivas precursoras de
abstracciones, lo que ayuda a reducir obstdculos de aprendizaje y puede ir construyendo a la vez
un puente entre ideas intuitivas y conceptos formales, asi como un ambiente de experimentacion
en el aula misma. Cada familia de las que resultaron corresponde a una tabla de las de la figuras 9
y a la grafica de una funcién de las que aparecen en la figura 10 respectivamente; a menor nimero
de médulos la gréafica que se obtiene es de menor pendiente, es decir, menor que las demas, asi la
grafica correspondiente a las pirdmides siamesas es la menor que obtuvimos y la de la estrella de

treinta puntas, la mayor ya que no trabajamos con mayor nimero de mddulos.
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Figura 9. Tablas utilizadas para hacer las graficas de  Figura 10. Familias de graficas correspondientes a las
las familias de poliedros familias de poliedros
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El comparar estos sistemas de representacion de un mimo objeto matematico permitié asignarle
significado al concepto de funcidn al relacionarlo con el area de los poliedros e ir identificando
cada elemento de un sistema en los otros, por ejemplo, cada figura poliédrica tiene un lado fijo al
que corresponde el drea de su figura asociada, esta a su vez corresponde a una pareja en la tabla,
qgue como pareja ordenada representa un unico punto del plano cartesiano, verificandose con esto
el concepto de funcién. Asi se llega a que cada familia de figuras poliédricas corresponde a una

tabla y a una grafica del plano cartesiano.

Conclusiones

A los estudiantes en general les costd mucho aceptar otro sistema de representacion, diferente
del algebraico, como representacion de una funcién, para ellos una funcién es una féormula, no un
conjunto de pares ordenados, en una tabla o en un plano que cumplen ciertas condiciones, ni una
grafica en un plano y mucho menos unas figuritas de colores. Pero una vez lograron relacionar los
elementos de un sistema con los correspondientes del otro, las cosas se facilitaron. Esto facilité el

trabajo con otras situaciones en el mismo concepto.

Para decidir sobre si un conjunto cumplia con la definicidon de funcién, predominé el criterio de la
recta vertical (Monzoy, 1998), y al convertir de un registro de representaciéon a otro, los
estudiantes preferian el registro algebraico o el tabular como punto de partida hacia los otros. El
Origami se convirti6 en una herramienta amena que permite hacer un barrido de muchos
conceptos geométricos. Este proceso de analisis de las cicatrices al desplegar un mddulo y estudiar
sus propiedades geométricas, se convirtié en un paso natural de la geometria espacial a la

geometria euclidiana y viceversa.
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