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Resumen. En esta investigacion se considera cierto paralelismo entre el desarrollo individual de la nocién de
linealidad y su desarrollo historico social. EI surgimiento de la /inealidad y de sus significados en las etapas
evolutivas de un sujeto parece que estan en cierta concordancia con el surgimiento y uso de los conceptos
previos asociados a esta nocion, que se manifiestan en diferentes escenarios historicos. Sin embargo, en el
ambiente escolar de licenciatura no se resaltan de manera suficiente sus significados asociados ni se vinculan
con temas afines del nivel medio superior. En este trabajo se buscan precisar algunos elementos que se
establecen en este paralelismo entre lo historico epistemoldgico y el desarrollo de la nocion en situacion
escolar.
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Abstract. In this research we consider some parallelism between individual development of the concept of
historical linearity and social development. The emergence of linearity and its meaning in the evolutionary
stages of a subject seem to be somewhat consistent with the emergence and use of the previous concepts
associated with this notion, which manifest themselves in different historical settings. However, in the graduate
school environment is not sufficiently emphasize their associated meanings and related topics are linked to the
high school level. In this paper we seek to clarify certain elements set forth in this parallelism between the
epistemological and historical development of the concept in school situation.

Key words: linear, didactic, recapitulation, meanings, joint

Introduccion

En esta investigacion se considera cierto paralelismo entre el desarrollo individual de la nocion
de linealidad y su desarrollo historico social, en cuanto al surgimiento, comprension y uso de
conceptos matematicos asociados. Esto es que el crecimiento intelectual de un individuo
compendia los estadios evolutivos de la sociedad. Esta corriente de pensamiento llamada
Recapitulacionismo considera que la ontogenia recapitula la filogenia en relacion al aprendizaje

de la matematica.

Los métodos y verdades matematicas se han obtenido en diversos paises y culturas a través de
procesos complejos, donde se han dado errores y retrocesos. Esto es fructifero desde la
dimension epistemolégica, y puede emplearse pedagdgicamente. Detras de un concepto hay
una postura epistemologica, la cual condiciona el pensamiento y la interpretacion del
desarrollo historico de conceptos. El estudio del pensamiento pertenece a la psicologia, en
cambio el desarrollo conceptual de la matematica corresponde al estudio historico de las ideas.
La recapitulacion psicologica del desarrollo intelectual de nuestros estudiantes pasa en mayor
o menor grado por las mismas etapas por las que ha atravesado la humanidad (Furinghetti y

Radford, 2002).
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Por otra parte Piaget y Garcia (2004) senalan que se puede hacer un analisis comparativo entre
la psicogénesis y la historia de la ciencia, en tal caso la fisica aristotélica y la medieval tienen
sorprendentes coincidencias de método y contenido con las concepciones de un nifio o un
adolescente, hasta aspectos mas elaborados de la ciencia moderna en los que se necesita una
abstraccién no alcanzable por personas muy jovenes o adultos sin formacion cientifica. Estos
autores sefialan de manera contundente que los Unicos factores realmente omnipresentes en los
desarrollos cognoscitivos —tanto en la historia de la ciencia como en la psicogénesis- son de naturaleza
funcional y no estructural. De tal modo que los factores funcionales se articulan a la asimilacién
de nuevos significados las estructuras precedentes, asi como a la acomodacion de las mismas

cuando aparece un nuevo objeto de conocimiento.
Paralelismo entre lo histérico epistemolégico y la didactica

El surgimiento de la nocion de linealidad y sus significados en las etapas evolutivas de un sujeto
parece que estan en cierta concordancia con el surgimiento y uso de los conceptos previos
asociados a esta nocion, que se manifiestan en diferentes escenarios histéricos (Acosta,
Rondero, y Tarasenko, 2008). Esto es, la primera aproximacion antecedente de la nocion de
linealidad que hace uso un nifo de cuatro anos es la proporcion cualitativa, al establecer
comparaciones del tamafio de objetos mayor que o menor que (Ruiz y Valdemoros, 2006),
hecho que aparece datado en épocas tempranas de la humanidad, al apreciar la diferencia de
talla entre una persona y un animal muy grande. Por su parte el uso de la proporcion
cuantitativa para resolver problemas de estimaciones de interés simple con el propodsito de
pago de impuestos y en solucion de problemas de primer grado con una incognita. Como se
aprecia en la cultura egipcia, donde no sélo se resuelven problemas aritméticos, sino se dan
elementos de solucion a ecuaciones lineales de la forma x + ax= b o x + ax+ bx= ¢, donde q, b
y ¢ son conocidas y x desconocida, como esta escrito en el Papiro Rhind que data del afio 1650
AC (Filloy, 1998). Esto presenta cierta correspondencia con la psicogénesis evolutiva del

individuo al abordar dicho tema en la escuela secundaria y preparatoria.

En el libro clasico de la cultura china Chiu ch’ang Sua-shu (Nueve Capitulos sobre el Arte
Matematico) de la dinastia Han (206 AC — 220 DC) (Struik, 1986), en el cual aparecen
porcentajes y proporciones; problemas de aplicacion de impuestos a productos de cualidades
diferentes; uso de “la regla de tres” y de progresiones aritméticas y geométricas. Incluye de
igual forma el calculo de tiempos de transporte y distribucion de impuestos por cantidad de
poblacion; ademas aborda el tema de Excesos y deficiencias donde se ocupa basicamente de la

regla de la posicion falsa, inventada por los chinos (Garcia, 2000). Tomando el paralelismo del
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cual se ocupa este reporte, algunos de estos tépicos se estudian durante los dos Ultimos anos

del nivel basico elemental y durante la secundaria.

También en los dltimos afos de este nivel educativo se estudia la solucion de una ecuacion de
primer grado ax+by=c, problemas con una incognita y se resuelven sistemas de ecuaciones
lineales simultaneas de dos incégnitas. Estos temas se estudian nuevamente en el primer ano de
bachillerato, donde se formulan problemas en contexto, vinculado con tales temas (Stewart,

Redlin, y Watson, 2001).

Con una cierta analogia, desde el punto de vista historico epistemologico, Descartes (1596 —
1650) funda el primer sistema matematico moderno. Persigue la unién empezada, pero no
terminada por Viéte, del Algebra con la Geometria. Toman lo obtenido por Apolonio de
Pérgamo (262? - 190? a d C), desde su escrito La Cénica, y establecen la unificacion geométrica
- algebraica de la recta, proponiendo su ecuacién. Esto es determinan la situacion de un punto
en un plano por su posicion respecto al eje de las x, y ya manifiestan a la recta que pasa por el
origen de la forma bx=ay y consideran a ax + by= ¢ como la ecuacién de una recta en su forma

general y la extienden al problema del lugar geométrico de Apolonio, reconociendo que

Zal_x+bl_y +¢ =d eslaecuacién de una recta (Hofmann, 2002).

Fue Apolonio quien dio el nombre de elipse, parabola e hipérbola a los lugares geométricos
que hoy conocemos, se le atribuye la hipotesis de las orbitas excéntricas o teoria de epiciclos
para intentar explicar el movimiento relativo de los planetas y de la velocidad cambiante de la
luna, entre otras cosas (Hofmann, 2002). Tales temas matematicos se abordan en bachillerato,
pero independientemente del aspecto psicogenético, seria conveniente incluir estos aspectos
histéricos en la asignatura de geometria, pero no desde el punto de vista meramente
anecdético, sino con el afan de escudrifar algunos aspectos de la epistemologia de las

matematicas de la época.

Bajo tales consideraciones en el Renacimiento se logra la conceptualizacion unificada de la
recta, al asociar un conjunto de pares ordenados de numeros reales (x,y) a un lugar geométrico
(en términos modernos, f(x,y)=0) representado en un sistema de ejes cartesianos. La linealidad
adopta representaciones, que permiten expresar lo geométrico por medios algebraicos, lo que
posibilita a su vez ganar en lo conceptual, al transitar entre lo analitico y lo geométrico.
Entonces lo que nos ensena la evolucion historica de las ideas matematicas, parece que

debieran rescatarse en la didactica actual.
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La recapitulacion psicologica del desarrollo intelectual de nuestros estudiantes y el desarrollo
historico epistemoldgico de la nocidon de linealidad también es manifiesto en los saberes
escolares que se ponen en escena en un curso de Algebra Lineal. Los conceptos de este tema
de matematicas inician de forma incipiente desde el siglo XVIII con algunas ideas de Euler y de
Cramer, entre otros. Se va creando una teoria de sistemas de ecuaciones lineales, tratandose
el caso de n ecuaciones con m incognitas, el estudio de los determinantes y el rango de un

sistema.

Con anterioridad ya se conocian métodos de solucidn en las culturas ancestrales china, egipcia
y babilénica. Aunque, uno de los primeros casos significativos de su tratamiento analitico,
aparece en el libro de Euler, publicado en 1750, Sur une Contradiction Apparente dans la Doctrine
des Lignes Courbes. Este estudio lo llevo al hecho de que cualquier sistema de n ecuaciones
lineales con n incognitas tiene solucion Unica, lo cual era una creencia generalizada en ese
momento. Pero esto no era tan significativo para los matematicos de la época, pues no ofrecia
nuevos métodos de solucion, lo novedoso fue la aproximaciéon descriptiva y cualitativa de su
estudio. Proporciona una conclusion para cualquier n: que todas las ecuaciones sean diferentes
entre ellas, o que no haya ninguna que esté contenida en otras. (Euler (1750), citado en de Dorier
(2000); traduccion libre). En la lexicologia moderna quiere decir que las ecuaciones son
linealmente independientes, y que si hay ecuaciones contenidas en otras implica el concepto de
dependencia lineal, el cual es mas general y valido para una gran cantidad de objetos

matematicos.

En particular a dicha inclusion de una ecuacién en otra Euler, citado por Dorier (2000) le llama
dependencia inclusiva, la cual domind la concepciéon en problemas con ecuaciones lineales
durante el siglo XIX. Esta explicacion del caso excepcional de dependencia inclusiva en
sistemas con el mismo numero de ecuaciones que de incognitas, fue un cambio en el punto de
vista en la aproximacién de ecuaciones lineales. Finalmente, se puede decir que Euler no
fundamentd ninguna aproximacion teérica de la dependencia lineal, sin embargo si aportd

algunos elementos sutiles que tendrian intervenciones importantes posteriormente.

Cuando un estudiante en el ambito didactico aborda el tema de los sistemas lineales descritos
por Euler, es recomendable resaltar que cuando alguna ecuacion es multiplo de otra, o que
esta incluida en otras, interviene el concepto de dependencia lineal, el cual forma parte de la

propia nocion de linealidad.

Cramer publicé en el siglo XVIIl un documento titulado Introduction a I'Analyse des Courbes
Algébriques en el cual se aborda un método para solucionar sistemas de ecuaciones lineales n x

n, que depende de los coeficientes, usando lo que en nuestros dias se conoce como
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determinantes. Desde entonces este enfoque ha sido muy importante hasta convertirse en una
teoria ampliamente conocida indispensable para el estudio de los sistemas de ecuaciones

lineales y conceptos vinculados al Algebra lineal.

A pesar de que el método de Cramer esta ubicado en algunos de los programas de estudio
desde el bachillerato, el abordaje del tema de determinantes, en el mejor de los casos, es
tratado de forma algoritmica, y sin articularse con otros métodos de solucién, dejando de lado

aspectos conceptuales que le dan sustento.

En la Teoria de determinantes el concepto de rango, tomé forma en el periodo comprendido
entre 1840 y 1879, y algunas de las dificultades conceptuales a las que se enfrentaron los
matematicos de esa época fueron: la identificacion de ser un invariante; la posibilidad de la
misma definicién de dependencia entre ecuaciones y vectores; y el hecho importante ha de que

un sistema dual mismo conjunto de soluciones.

La relevancia didactica que tiene el rango no ha sido suficientemente reconocida en relacion a
otros conceptos que se trabajan en el Algebra lineal, de manera tal que se pierde gran parte de
su esencia conceptual que es la de ser una vertiente fundamental de la nocién de linealidad.
Esto es, que cuando un sistema n x n tiene un rango menor que n existen vectores que son
linealmente dependientes, o sea que alguno puede escribirse como combinacién lineal de los
otros, lo que implica un aspecto de la propia linealidad; la explicitacién del proceso anterior le

da sentido al aprendizaje de la misma asignatura.

El autor que definié en términos modernos las nociones de dependencia e independencia lineal
simultaneamente para ecuaciones y vectores, y los consideré como la misma clase de objetos
en cuanto a la linealidad, y que los asocié con el concepto de dependencia inclusiva ya
mencionada, fue Frobenius. Este autor da un gran aporte tendiente a la definicién moderna de
vector y del concepto de base de las soluciones e incorpora la nocién de sistema asociado de
un sistema dado. Propuso una forma diferente de los procesos que devienen desde la época de
Cramer. Ya no hubo una separacion arbitraria entre incognitas principales y secundarias, y
ecuaciones, pero sobretodo el concepto de dependencia lineal reemplazé el término de
dependencia inclusiva, acunado por Euler. Fue hasta 1879 que Frobenius llamé al rango como

el orden maximo del menor no nulo (Dorier, 2000).

Posteriormente, en otro estatus de abstraccion y generalizacion, se incorporan conceptos
como matrices, espacios vectoriales y transformaciones lineales. Lo cual lleva a una
estructuracion tematica y conceptual del Algebra Lineal, donde el eje epistemolégico sobre el

que descansa es precisamente la nocion de linealidad (Acosta, Rondero, y Tarasenko, 2008).
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En el ambito escolar la teoria de sistemas de ecuaciones lineales, el estudio de los
determinantes, matrices, rango de un sistema, dependencia e independencia lineal, espacios

vectoriales y en particular el concepto de transformacion lineal
L(au+bv)=al(u)+bL(v),

se aborda hasta el primer curso de Algebra lineal (Kolman y Hill, 2006) en los primeros
semestres de licenciatura. En referencia a ello Golubitsky y Dellnitz (2001) sostienen que: la
idea central en dlgebra lineal es la linealidad. Pero dicha nocidn se estudia en etapas escolares
anteriores con otras formas y significados, los cuales estan desarticulados con respecto a la

definicion formal.

La siguiente tabla muestra un comparativo entre aspectos de la evolucion historica

epistemologica y el desarrollo individual que se da en el ambito didactico:

La ontogenia recapitula la filogenia de la

Nocion de linealidad

Linea del
tiempo

Historia y personajes

Significado asociado a la
nocion

Etapa escolar donde se
aborda

Epocas tempranas de la
humanidad

Proporcion cualitativa
mayor que, menor que

Jardin de ninos

Civilizaciones, egipcia,
babilénica y china

(500 a. c.)

Proporcion cuantitativa
interés simple

Educacion primaria

Grecia (400 a. c.)
Eudoxio de Cnido

Proporcion cuantitativa
igualdad de dos razones

Educacion primaria

Grecia (300 a. c.)
Euclides

Concepto geométrico
Recta

Educacion primaria

Renacimiento

Descartes y Fermat (Siglos,
XVIy XVII)

La recta como lugar
geométrico en un sistema
coordenado

Educacién secundaria y
Bachillerato

Siglo XVIII, Euler Cramer

Solucién y propiedades de
sistemas de ecuaciones
lineales

Bachillerato y educacion
superior

Siglo XIX, Cramer,
Frobenius y otros.

Concepcion de rango,
dependencia e independencia
lineal, transformacion lineal

Educacién superior

Lo que se propone en la tabla es de caracter funcional y no estructural, y no pretende ser

contundente, sino que es un elemento de reflexion didactica.

Conclusiones

Hay diversos temas de matematicas que se explicitan mediante nociones y significados

asociados a la linedlidad. Sin embargo, en el ambiente escolar de licenciatura no se resaltan de
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manera suficiente sus significados asociados, ni se vinculan con temas afines del nivel medio

superior.

El paralelismo entre la evolucion de las nociones y el desarrollo psicogenético se puede
entender cuando se trata de conceptos que son precientificos pero no es posible generalizar

tal paralelismo de manera absoluta en el caso de las teorias cientificas.

En este trabajo se buscan precisar algunos elementos que se establecen en el
recapitulacionismo entre lo historico epistemoldgico y el desarrollo de la nocidn en situacion
escolar, tales que, a partir de esta investigacion, lleve a resultados que favorezcan un discurso
didactico congruente y articulado en la matematica del aula. Para tal propésito el rescate de los
significados de la nocidn de linealidad en las etapas histéricas permite aportar elementos para

su aprendizaje en el ambito escolar.
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