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Resumo. Apresentamos nesse artigo o estudo das relagdes institucionais esperadas e
existentes para o ensino e aprendizagem da nog¢do de matrizes, suas operagbes e
propriedades no Ensino Médio e de matrizes e transformagdes lineares no Ensino Superior.
Observamos que o objetivo de nossa pesquisa é identificar os conhecimentos prévios
necessdrios para trabalhar a articulacéo entre as nog¢bes de matrizes e transformagoes
lineares nos cursos de licenciatura em matemdtica. Para desenvolver as andlises propostas na
metodologia da nossa pesquisa construimos uma grade de andlise utilizando as ferramentas
tedricas de andlise apresentadas na teoria antropoldgica do diddtico de Chevallard (1992) e
Bosch e Chevallard (1999) e nas abordagens tedricas em termos de quadros e mudangas de
quadros de Douady (1984, 19992) e niveis de conhecimento esperados dos estudantes de
Robert (1997). Os resultados encontrados mostram que é preciso considerar os conhecimentos
prévios dos estudantes que iniciam o Ensino Superior para desenvolver o conteudo escolhido
de forma eficaz.

Palavras chave: Transformagdes Lineares, relagdes institucionais e pessoais, matrizes.

Introdugao

No Brasil, estamos vivendo uma crescente defasagem em relacdo a Educacdo Bdsica, em especial,
no Ensino Médio, ou seja, existe uma diversidade de rela¢des institucionais que tém sido
identificadas tanto nos resultados das macroavaliagdes quanto pelos professores das
universidades que, em geral, reclamam da falta de alguns conhecimentos prévios e da dificuldade

de desenvolver um trabalho em que o estudante se responsabilize pela sua aprendizagem.

Sendo assim, o objetivo dessa pesquisa é identificar os conhecimentos prévios que podem ser
considerados disponiveis para se trabalhar a articulacdo entre as nog¢Bes de matrizes e

transformacdes lineares nos cursos de licenciatura em matematica.

Para isso, desejamos identificar quais desses conhecimentos ja foram trabalhados no Ensino
Médio e se existe possibilidade de apenas revisita-los no Ensino Superior, em particular, quando se
introduz a no¢dao de matriz de uma transformacdo linear. Observando que a nogdao de
transformacdo linear pode se apoiar sobre os conhecimentos de fungGes e suas propriedades, que

se supde disponivel para os estudantes do segundo ano das licenciaturas, uma vez que essas
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nocdes tém sido revisitadas na disciplina de calculo diferencial e integral desses cursos, e que a
nogdo de matriz de uma transformacdo linear s6 tem interesse para facilitar o trabalho

matematico quando se dispde de suas operagdes e propriedades.

Isso nos conduziu a estudar como a nog¢do de matriz, suas operacGes e propriedades sdo
trabalhadas no Ensino Médio, isto &, quais as relagdes institucionais existentes para seu ensino, de
forma a poder trata-la, pelo menos, como um conhecimento mobilizdvel que possa ser revisitado
guando necessario, sem que haja necessidade de introduzir novamente a noc¢do e trabalha-la
como um novo conhecimento. O que desejamos é nos apoiar sobre os conhecimentos
desenvolvidos nas etapas anteriores da escolaridade para introduzir novos conhecimentos, pois
isso permite que os estudantes déem significado aos seus conhecimentos prévios e possam
articula-los com os novos conhecimentos, o que Ihes possibilita resolver qualquer tipo de questao,
mesmo quando o que se pede ndo estd explicitado no enunciado. Para isso, escolhnemos a teoria
antropoldgica do didatico de Chevallard (1992) e Bosch e Chevallard (1999) que permite estudar as
relagdes institucionais esperadas e existentes, que aqui sdo analisadas via documentos oficiais e
livros didaticos respectivamente. Além disso, consideramos as nog¢des de tarefas, técnicas
tecnologias e teorias e a questdo da representacdo que é tratada por meio das nocdes de
ostensivos e nao ostensivos introduzidas por esses mesmos autores. Consideramos, ainda, as
abordagens tedricas em termos de quadros e mudancgas de quadros conforme definicdo de
Douady (1984) e niveis de conhecimento esperados dos estudantes segundo definicdo de Robert

(1997).

Uma vez escolhidas as ferramentas de analise, construimos uma grade de analise que permite
estudar tanto as rela¢des institucionais existentes como as rela¢des pessoais desenvolvidas pelos

estudantes.

Na seqliéncia apresentamos uma breve descricdo do referencial tedrico utilizado na pesquisa.

Referencial tedrico da pesquisa

Escolhemos, mais especificamente, as nog¢des de relagdes institucionais, tarefas, técnicas,
tecnologias, teorias, ostensivos e ndo ostensivos de Bosch e Chevallard (1999). Para a construgdo

da grade de analise utilizamos as no¢des de quadro e mudanga de quadros conforme definicdo de
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Douady (1984, 1992) e os trés niveis de conhecimento esperados dos estudantes segundo

definicdo de Robert (1997).

Para Chevallard (1992) e Bosch e Chevallard (1999) tudo é objeto e quando esse é reconhecido por
uma instituicdo, pode ser definido como uma relagdo institucional a esse objeto, que nesse
trabalho é reconhecida por meio dos Parametros Curriculares Nacionais e da Nova Proposta do
Estado de Sdo Paulo como as relagGes institucionais esperadas. Assim como os livros didaticos e o
caderno do professor que sdo considerados como rela¢des institucionais existentes. Nas
instituicGes um objeto é reconhecido por meio de tarefas que para serem executadas necessitam
de técnicas. Essas técnicas precisam ser justificadas e controladas dando origem as tecnologias ou
discurso sobre as técnicas. As tecnologias por sua vez precisam ser compreensiveis e justificaveis

dando origem as teorias.

Consideramos também a noc¢do de ostensivo, isto é, os objetos de natureza sensivel como os sons,
os grafismos e os gestos, e os objetos ndo ostensivos como as nogdes, os conceitos e as idéias que
s6 podem ser evocados por meio da manipulagdo adequada dos ostensivos que lhe sdo
associados. Aqui observamos, ainda, a importdncia da no¢dao de conhecimento prévio que
segundo Moreira (2005) é fundamental para a teoria da aprendizagem significativa, pois o novo
conhecimento deve interagir com os conhecimentos prévios. Julgamos, ainda, que é preciso
considerar as diferentes relagdes institucionais que cada individuo foi submetido para que o novo
conhecimento adquira significado e o conhecimento prévio fique mais rico, diferenciado e

elaborado, adquirindo estabilidade.

Para melhor identificar como os conhecimentos prévios estdo sendo trabalhados
institucionalmente utilizamos a abordagem tedrica sobre os trés niveis de conhecimento
esperados dos estudantes conforme definicdo de Robert (1997), ou seja, o nivel técnico que esta
relacionado as ferramentas e definicGes utilizadas em uma determinada tarefa. Exemplo:
identificar o tipo de uma matriz. O nivel mobilizdvel que corresponde a um inicio de justaposicdo
de saberes, podendo até chegar a uma organiza¢dao. Mas, o que se questiona é explicitamente
pedido. Exemplo: Encontrar o valor de x em uma igualdade de matrizes. O nivel disponivel que
corresponde a uma organizacao dos saberes que possibilita responder corretamente o que é
proposto sem indicagdes. Esse nivel de conhecimento estd associado a familiaridade, ao

conhecimento de situacGes de referéncia variadas, ao fato de dispor de referéncias, de
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guestionamentos, de uma organizacdo. Exemplo: Utilizar a representacdo matricial e a

multiplicacdo de matrizes para determinar a composta de duas transformacdes lineares.

A definicdo de niveis de conhecimento de Robert (1997) conduz as nog¢des de quadro e mudanca

de quadros de Douady (1992), a saber:

[...] um quadro é constituido de objetos de um ramo das matemdticas, das relagdes entre os
objetos, de suas formula¢des eventualmente diversas e das imagens mentais associadas a
esses objetos e essas relagdes. Essas imagens tém um papel essencial e funcionam como
ferramentas dos objetos do quadro. Dois quadros podem conter os mesmos objetos e diferir
pelas imagens mentais e problemdticas desenvolvidas. (Douady, 1992, p.135, apud

Andrade, 2006, p. 14).

A mudanca de quadros é uma transposicao do trabalho do matematico para a diddtica que

Douady (1992) considera como:

[...] um meio de obter formula¢bes diferentes de um problema que sem ser,
necessariamente, equivalente, permitem um novo acesso as dificuldades encontradas para
fazer funcionar as ferramentas e técnicas que ndo se impunham na primeira formulagdo.
[...] Qualquer que sejam as tradu¢des de um quadro em outro, elas terminam sempre em
resultados desconhecidos, em novas técnicas, na criagdo de novos objetos matemdticos, em
suma, no enriquecimento do quadro original e dos quadros auxiliares de trabalhos (Douady,

1992, p.135, apud Andrade, 2006, p. 15)

Apds essa breve apresentacao do referencial tedrico escolhido para a pesquisa, apresentamos a
metodologia utilizada para atingir nosso objetivo que é identificar os conhecimentos supostos

disponiveis para os estudantes do Ensino Médio em relagdo a nogdo de matrizes.

Metodologia da pesquisa
A metodologia proposta para a pesquisa é a seguinte:

e Analise da nova proposta institucional para o ensino e aprendizagem da noc¢do de
matrizes, suas operacgdes e propriedades via cadernos do professor da 22 série do Ensino

Médio 22 Bimestre distribuidos pela Secretaria de Educacdo do estado de Sdo Paulo.
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e Andlise das propostas institucionais para o ensino de matrizes, suas operacbes e

propriedades via Pardmetros Curriculares Nacionais do Ensino Médio (PCNEM e PCN+);

e Anadlise das tarefas habitualmente encontradas para o ensino e aprendizagem da nogdo de
matrizes, suas operacdes e propriedades via livros didaticos do PNLEM — Programa

Nacional do Livro Didatico para o Ensino Médio.

e Analise das Ementas das Universidades particulares e publicas do Estado de Sdo Paulo
para as disciplinas de Célculo Diferencial e Integral, Geometria Analitica e Algebra Linear,
para verificar como e quando sdo trabalhados ou revisitados os conhecimentos prévios

necessarios para a introducdo da no¢do de matriz de uma transformacao linear.

e Analise das tarefas habitualmente desenvolvidas no Ensino Superior, quando se introduz a

nogdo de matriz de uma transformacao linear, via livros didaticos.

Para efetuar as analises das tarefas, construimos a seguinte grade de analise.

A grade de andlise

O primeiro conjunto de tarefas contribui para analise das relagdes institucionais existentes para o
ensino e aprendizagem do conceito de matrizes, suas operagdes e propriedades, para o Ensino
Médio e correspondem as noc¢des que podem ser revisitadas no Ensino Superior. J& o segundo
conjunto apresenta as possiveis relagdes institucionais existentes para o ensino de transformacao

linear e matriz de uma transformacao linear.

Esse conjunto de tarefas permite identificar a diversidade de relagdes institucionais existentes em
funcdo das varidveis dessas tarefas, que podem ser exploradas com os estudantes desde a
segunda série do Ensino Médio quando se tratam da nogdo de matrizes, suas operagdes e

propriedades.
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As tarefas usualmente encontradas para a nog¢do de matrizes no Ensino Médio s3o:

Tarefa 1: Representar a tabela na forma matricial e identificar o tipo ou a ordem da matriz;
Tarefa 2: Representar matricialmente uma tabela de freqliéncia e analisa-la;
Tarefa 3: Através da representagdo genérica, escrever a matriz identificar a posicdo de cada
elemento;
Tarefa 4: Identificar a ordem e o tipo da matriz e os elementos da diagonal principal e secundaria;
Tarefa 5: Estabelecer igualdade entre matrizes;
Tarefa 6: Efetuar a adigdo de matrizes trabalhando também com as propriedades da adi¢do de
matrizes;
Tarefa 7: Identificar a matriz oposta de uma matriz dada;
Tarefa 8: Efetuar a subtragdo de matrizes;
Tarefa 9: Multiplicar um nimero real por uma matriz dada;
Tarefa 10: Determinar a transposta de uma matriz;
Tarefa 11: Determinar matriz simétrica, anti-simétrica utilizando a igualdade de matrizes.
Tarefa 12: Verificar se existe e determinar o produto entre duas matrizes;
Tarefal3: Determinar a Matriz inversa de uma matriz dada utilizando o sistema de equacées;
Tarefa 14: Obter uma matriz, através de uma equagdo matricial;
¢ Tarefa 15: Utilizar os conhecimentos adquiridos trabalhando com objetos em computagdo grafica.

As tarefas encontradas para transformacao linear e matriz de uma transformacgao linear para o
Ensino Superior sdo:

Tarefa 1: Verificar se a transformagdo de um espago em outro espago é uma transformagio linear, :
dada a operagao. :
Tarefa 2: Verificar se a transformag¢do de um espago em outro é um operador linear, dada a
operagao;

Tarefa 3: Determinar o nucleo e a imagem de uma transformacao linear;

Tarefa 4: Mostrar que o operador linear é um automorfismo e determinar sua inversa;

Tarefa 5: Mostrar que uma transformacao linear é um isomorfismo;

Tarefa 6: Determinar a matriz de uma transformagao linear em relagdo as canénicas dos espagos em
que a transformacdo esta definida;

Tarefa 7: Determinar a representa¢gdao matricial de uma transformagdo linear dadas as bases dos
espacos vetoriais em que a transformacgao esta definida;

Tarefa 8: Determinar a composta de duas transformacdes lineares;

Tarefa 9: Determinara inversa de uma transformacao linear;

Tarefa 10:Reconhecer as transformagdes geométricas (translacdo, rotagdo, simetria, cisalhamento) de
IR’ e IR? por meio da matriz da transformacgao sendo ela linear ou ndo.
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Resultados Encontrados
Comentdrios sobre as relagdes institucionais esperadas

Os Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio (PCNEM) prop&e que no Ensino Médio
devemos preparar os estudantes para o mundo do trabalho. Sendo assim, é importante que se
considere no processo de ensino e aprendizagem a participacdo ativa dos estudantes que possam
ser mediadores das proprias informacgGes. Em relagdo a nocdo de matrizes as expectativas sdo
para que os professores desenvolvam esse contelido mostrando sua importancia nas diferentes
areas do conhecimento, em particular, no estudo das transformagdes geométricas do plano que
podem ser identificadas por meio do ostensivo de representagdo matricial. Nesse momento, o
estudo das transformacBes geométricas do plano permite trabalhar com o novo ostensivo de
representacdo para o ndo ostensivo transformagdo geométrica desenvolvido no Ensino

Fundamental e revisitado nesse momento em outro contexto.

Assim o objetivo da matematica no Ensino Médio é oferecer as ferramentas que possam favorecer
a contextualizacao das praticas enquanto pessoa humana e profissional. Dessa forma, as tarefas
nos mais variados conteudos tém que estar disponibilizadas de forma a provocar no estudante a

compreensao do mundo exterior, por meio da matematica.

O estudante do Ensino Médio sera o futuro ingressante do Ensino Superior, em particular, nos
cursos de licenciatura em matematica, alvo de nossa pesquisa. Fica, assim, a cargo do professor
garantir o ensino de conteldos essenciais que possam favorecer o processo de ensino e

aprendizagem de modo que o estudante possa continuar seus estudos.

A analise dos planos de ensino de 3 universidades publicas e 3 universidades privadas mostram
gque existe uma tendéncia em retomar contetidos ja trabalhados no Ensino Médio na tentativa de
suprir as necessidades dos estudantes. O que mostra a importancia do nosso estudo que prevé a
identificacdo dos conhecimentos prévios que podem ser supostos disponiveis e que assim seriam

apenas revisitados quando da introduc¢ao de novos conhecimentos na universidade.
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Comentdrios sobre as relagdes institucionais existentes

Ao analisarmos as relagdes institucionais existentes observamos que as tarefas abordadas
possibilitam desenvolver as ferramentas necessarias em relacdo ao estudo de matrizes, como

propdem os documentos oficiais.

O livro didatico desenvolve uma seqliéncia de tarefas que possibilitam ao estudante adquirir
pressupostos basicos, oferecendo os requisitos necessarios para continuidade de seus estudos no
Ensino Superior, em especial, quando se considera a no¢do de matizes, suas operagdes e

propriedades.

Logo, nos parece mais adequado desenvolver o curso de Algebra Linear apenas revisitando essas

nogdes, quando necessario, nesse novo contexto.

Em geral, os livros didaticos para o Ensino Superior tém introduzido a nogdao de matrizes, suas
operagdes e propriedades e sistemas lineares antes de desenvolver as no¢des de espago vetorial
de dimensdo finita, combinacdo linear, base e dimensdo e transformacao linear. Tanto a no¢do de
matriz como a nogdo de sistemas lineares homogéneos sdo utilizadas como exemplos de espacos
vetoriais de dimensdo finita e permitem o estudo das nog¢des de combinacdo linear, base e

dimensdo.

Esse trabalho é essencial para a introducdo da noc¢do de matriz de uma transformacao linear, que
termina ficando para o final do curso e, conseqlientemente, e ndo pode ser explorada em toda a

sua potencialidade.

Observamos por meio da macro-avaliacdo Exame Nacional de Avaliacdo de Desempenho dos
Estudantes (ENADE), que avalia os estudantes do primeiro e tltimo ano do Ensino Superior, que as
guestbes sobre transformacles lineares privilegiam os ostensivos de representacdo grafica e
matricial que sdo supostamente trabalhados desde o Ensino Médio e, portanto, ndo deveriam
apresentar tantas dificuldades, principalmente, para aqueles que serdo os futuros professores de

matematica do Ensino Fundamental e Médio.
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Consideragoes finais

Nossa experiéncia mostra que, em geral, os estudantes que iniciam o Ensino Superior dispdem das
ferramentas associadas as nog¢Ges de matriz, suas operagdes e propriedades, de diferentes
métodos de resolugdo de sistemas lineares e dos ostensivos de representagao matricial desses
sistemas. Suas dificuldades estdo associadas a discussao das possibilidades de solugcdao que é
justamente a ferramenta que eles necessitam para representar os subespacos de IR% IR?, ..., IR" e

determinar uma base e a dimensdo desses subespacos.

Observamos, ainda, que os estudantes dominam rapidamente as técnicas de passagem do
ostensivo de representacdo no espaco das transformacgGes lineares para o ostensivo de
representacdo no espaco das matrizes quando eles compreendem as noc¢des de combinacdo
linear, base e dimensdo. Portanto, nos parece importante que se considere os conhecimentos
prévios dos estudantes em relacdo a nocdo de matrizes adquiridos no Ensino Médio tornando-os
mais ricos e diferenciados e possibilitando que o novo conhecimento tenha significado para os

esstudantes.
Lembramos que conforme afirma Moreira (2005).

Sabemos que a aprendizagem significativa caracteriza-se pela interacdo entre o novo
conhecimento e o conhecimento prévio. Nesse processo, que é ndo-literal e ndo-arbitrdrio, o
novo conhecimento adquire significados para o aprendiz e o conhecimento prévio fica mais
rico, mais diferenciado, mais elaborado em termos de significados, e adquire mais
estabilidade. [...] Sabemos, também, que o conhecimento prévio €, isoladamente, a variavel
que mais influencia a aprendizagem. Em ultima andlise, s6 podemos aprender a partir

daquilo que conhecemos./...] (Moreira, 2005, p.13)

Parece-nos importante nao iniciar a introdugdao de um novo conhecimento sem diagnosticar os
conhecimentos prévios dos estudantes para que se possa tornd-los mais estdveis. Isso permitira
que os estudantes sejam capazes de mobilizar ou dispor de seus conhecimentos para articula-los
no momento em que precisem resolver problemas e situagdes encontrados na propria

matematica, nas outras ciéncias e no mundo do trabalho.
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