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Resumen. En este articulo se reporta un estudio realizado con 40 estudiantes, donde se
manifiestan diferentes sentidos de uso del cero como origen, via tres situaciones: primera, un
punto fijo arbitrario localizado sobre la recta numérica; segunda, un punto movil arbitrario
que cambia de ubicacion; tercera, un punto fijo inamovible, esto es el punto medio de la recta
numeérica. Asi mismo, surgio el evitamiento del cero origen cuando: fue simbolizado pero
ignorado al llevar a cabo las operaciones y cuando no fue simbolizado. Ademds, se da la
aparicion de los numeros negativos en el modelo de la recta numérica y en la resolucion de
tareas aritméticas. Sorprendentemente la aceptacion de numeros signados no condujo
necesariamente a la identificacion del cero como numero.
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Introduccion

Actualmente el cero y los nimeros negativos son temas del curriculo escolar, generalmente
tratados sin considerar la importancia que tienen para lograr la extension numérica de los

naturales a los enteros y alcanzar una competencia en el manejo del lenguaje algebraico.

Este trabajo es parte de un proyecto mds amplio que actualmente se encuentra en proceso.
Nuestro tema apunta hacia la "aparicidon simultdnea" de los nimeros negativos y el cero, en los
ambitos histérico y didactico, enfatizando el problema en la solucién de tareas aritméticas,

aritmético — algebraicas y algebraicas.

Este se basa en los trabajos de Gallardo (1994, 2002), donde se identificaron niveles de
conceptualizaciéon de la negatividad, evidenciados y abstraidos de un andlisis histérico —
epistemoldgico y a la vez de un estudio empirico con 35 alumnos de 12-13 aifos de edad, que en
Rubio, Del Valle, Del Castillo y Gallardo (2007) se convirtieron en sentidos de uso de los nimeros
negativos en la construccion de numero, variable y funcién en la resolucion de problemas

verbales.

Estos sentidos de usos individuales o colectivos se convierten en los significados socialmente
aceptados de los conceptos matematicos si la interpretacion del estudiante es adecuada (Filloy,
1999), a saber: sustraendo, donde la nocién de ndmero se subordina a la magnitud (en a-b, a
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siempre es mayor que b, donde a y b son niumeros naturales); niumero signado, donde un signo
menos es asociado a una cantidad y no tiene significado adicional a otras condiciones; el numero
relativo, dénde la idea de cantidades opuestas esta en el dominio discreto y la idea de simetria se
pone evidente en el dominio continuo; el numero aislado, es el resultado de una operacién o la
soluciéon a un problema o ecuacidn; el pardmetro negativo, surge en problemas de variacion
continua representados por: y= mx+ b, al reconocer que m y b pueden tomar valores negativos; y
el numero negativo formal, nocion matematica de nimero negativo, dentro del cual hay concepto

general de nimero que contempla los niUmeros positivos y negativos (los enteros de hoy).

La metodologia

El fundamento tedrico del estudio general estd basado en las ideas rectoras de los siguientes
autores: Filloy (1999), introdujo los modelos tedricos locales (MTL) para la observacién empirica.
Estos modelos constan de componentes sobre los procesos cognitivos y de comunicacidn, sobre la
competencia y sobre modelos de enseflanza. La metodologia general de nuestro estudio aborda
estos componentes en dos planos de analisis, el plano histérico — epistemolégico (evolucién de los
significados en el devenir de la historia) y el plano didactico (ensefianza — aprendizaje — cognicion).
Con respecto al componente de los procesos cognitivos, Filloy menciona que desde 1933, Piaget
descubrié en el nifio un sistema de tendencias de las cuales el infante no es consciente y por ende,
no puede manifestarlas en forma explicita. En esta misma direccion, Filloy (1999) explicé que hay
tendencias debidas a las estructuras cognitivas del sujeto que aparecen en cada estadio del
desarrollo individual, que dan preferencia a distintos mecanismos de proceder, diferentes
maneras de codificar y descodificar mensajes matematicos. Estas “tendencias cognitivas”, pueden

observarse en el aula y durante las entrevistas clinicas.

En la pieza de investigacidn presentada en este articulo, nos abocamos solamente, al componente
sobre un modelo de ensefianza con estudiantes de secundaria acerca de la interrelacion entre el

ceroy la negatividad.
Nuestras preguntas de investigacidn son las siguientes:

a) ¢éComo contribuye el cero a la extension del dominio numérico de los naturales a los

enteros?
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b) ¢Cédmo consideran los estudiantes al nUmero cero?
c) ¢éComo se relaciona el cero con los niveles de conceptualizacidn de los nimeros negativos?
d) ¢Ellos entiende la adicidn, la sustraccion, la multiplicacion y la divisidn por cero?

e) ¢Contribuira el analisis histérico — epistemoldgico del cero como ndmero a la comprensidn

de las dificultades presentadas por los estudiantes de hoy?

Los pasos iniciales de nuestro tema de investigacion fueron reportados en Gallardo y Herndndez
(2005), donde se concluyé que el reconocimiento de las dualidades del signo igual como
equivalencia — operador en ecuaciones; el signo de los nimeros enteros como unario — binario y el
cero como totalidad — nulidad, contribuyen como una posible ruta para lograr la extension del
dominio numérico de los naturales a los nimeros enteros. Ademas, hemos reportado en Gallardo
y Hernandez (2006), cinco sentidos de uso del cero, que fueron identificados cuando los

estudiantes resolvian tareas aritmético — algebraicas.

Los diferentes sentidos de uso del cero que fueron identificados en los didlogos de la entrevista

fueron llamados e interpretados como sigue:
Cero nulo: “no tiene valor”, y convive con el nUmero negativo como sustraendo.

Cero implicito: es aquel que no aparece escrito, pero que es utilizado durante el proceso de

resolucion de la tarea. El cero implicito convive con el nimero relativo.

Cero total: es aquel que esta formado por numeros opuestos (+n, —n con neN). El cero total

convive con el niumero relativo.

Cero aritmético: es aquel que surge como el resultado de una operacién aritmética y se relaciona

con el nUmero negativo como sustraendo.

Cero algebraico: es aquel que surge como resultado de una operacién algebraica o bien es
solucién de una ecuacidn, surge espontdneamente como numero signado, numero relativo y

numero negativo aislado.

Los resultados de estas dos investigaciones ya reportadas, contestan parcialmente las cuestiones

mencionadas anteriormente: a), b) y c).
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El estudio

Aqui solamente nos abocamos a los componentes sobre los procesos cognitivos y sobre modelos
de ensefianza del MTL, que fundamentaron los estudios de caso aqui presentado. En la resolucion
de las tareas propuestas, surgieron otros sentidos de uso del cero asociados a la recta numérica,
modelo de enseflanza muy sustentado desde hace décadas, por autores como Janvier (1985),
Resnick (1983), Peled (1991), Bruno (1994) entre otros. En consecuencia, responderemos mas
ampliamente y con mayor fundamentacion a la pregunta de investigacion c). Para ello, 40
estudiantes 13 — 15 afios de edad respondieron cuestionarios, que fueron videograbados con el
propdsito de seguir el orden de las acciones de los alumnos realizadas sobre la recta numérica. Se
presentan lo resultados de los 7 alumnos que mostraron el desempenio tipico de la mayoria de la
poblacién. Estos son ordenados del mayor al menor nimero de aciertos en dos de los 15 items
contestados. No fue necesario incluir el andlisis de un mayor nimero de items, porque cada

estudiante resolvié todas las operaciones con el mismo procedimiento utilizado en el primer item.
Hallazgos:

En esta investigacion, se encontraron diferentes sentidos de uso del cero como origen, via tres

situaciones:

1° Un punto fijo arbitrario localizado sobre la recta numérica; convive con los sentidos de uso

del negativo como sustraendo, relativo, aislado y ordenado.

2° Un punto movil arbitrario que cambia de ubicacién; convive con los sentidos de uso del

negativo como sustraendo, aislado y ordenado.

3° Un punto fijo inamovible, esto es el punto medio de la recta numérica; convive con los

sentidos de uso del negativo como sustraendo, aislado, relativo y ordenado.

Sintomas de evitamiento del cero: a) Cuando no fue simbolizado. b) Cuando fue simbolizado pero
ignorado al llevar a cabo las operaciones. ¢) Cuando los estudiantes interrumpian su conteo uno a
uno al aproximarse al cero por la izquierda. d) Cuando consideraban al 1y al — 1 como origen en la

recta numérica.

A continuacion se muestran los items mas representativos de lo sefialado anteriormente:
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RESPUESTAS DEL ESTUDIANTE E;

ftern: i5—7=g.-7 <
+15
|

r0815
Tterm: §—£5=—9—L5
+6 >

-30&

El estudiante, en primer término recurre a la recta numérica y hace uso de niumeros signados para
operar sobre la misma, aunque las sustracciones estén expresadas con numeros naturales. Los
numeros signados + 15, —7, —15, +6, son representados con segmentos orientados via flechas con
sentido, hacia la derecha numeros positivos y hacia la izquierda nimeros negativos. En la recta
solamente numera el origen, los minuendos, y los resultados obtenidos. Considera al cero un
punto arbitrario en la recta y punto de partida de las acciones realizadas para resolver los items

planteados.

RESPUESTAS DEL ESTUDIANTE E,

ltem:15-7=8 WW\I
Y I

012345678
Ll L L L L L L L L L Yy Y Y Yy Yy

ltem:6=-15=—9

—9-8-7-6-5-4-3-2-10

Se pudo observar siempre que el estudiante, dio respuesta a las operaciones planteadas sin
recurrir a la recta numérica. Esta la utiliza para representar el resultado y realiza conteo de uno en
uno, numerando solamente los nimeros que necesita para dicho conteo. Considera al cero como
el principio u origen de la recta, colocado a la izquierda cuando el resultado es positivo y a la

derecha cuando el resultado es negativo.
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RESPUESTAS DEL ESTUDIANTE E;

ltem:15-7=8

-12-11-10-9-8-7 6-5-4-3-2-10123456789101112

Item:6—-15=—9

-12-11-10-9-8-7-6-5-4-3-2-10123456789101112

Recurre a la recta numérica, ubica al cero en la mitad de ésta, numerando en forma simétrica
hasta terminar los puntos marcados. En el item (15 — 7), no coloca en la recta el nimero 15, sélo
agrega 3 arcos para representar el minuendo 15, y se regresa hacia la izquierda contando 7 arcos,
llega al nimero 8 de la recta que es el resultado buscado. En el segundo item, a partir del 6 sobre

la recta, realiza un conteo uno a uno, de los 15 arcos hacia la izquierda y llega al resultado — 9.

RESPUESTAS DEL ESTUDIANTE E,

ltem:15-7=9

I I Y I S . VA P " o Y I I I N I A B
T T T T T T T & A A A A A I

123456789101112131415

Item:6—-15=9

N I I V. T . I N I )
T 1T T T AMA A A AT T T

~15-14-13-12 -11-10-9-8 -7 -6 -5-4-3 -2 -1

En el primer item, coloca el uno donde inicia la recta. Trabaja con numeros naturales, realiza la

sustraccién sin considerar los intervalos de un punto a otro, lo que condujo al resultado incorrecto
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(15 -7 =9). El conteo uno a uno lo indicé tachando los nimeros. En el segundo caso comienza con
el negativo 15, al llegar al menos 1, se detuvo haciendo una pausa. Se observé que no pudo seguir
numerando la recta. Surgié el “sintoma de evitamiento del cero”. La expresion 6 — 15 =, la
interpreta como 15 — 6 = 9, ya que el estudiante observd las marcas numeradas y a partir del
punto denominado por él — 1, tachd 6 marcas sin importar si correspondia o no al resultado

buscado.

RESPUESTAS DEL ESTUDIANTE Es

ltem:15-7=8

7 6-5-4-3-2-10123456789101112131415

Item:6—-15=—9

-15-14-1312-11 109 8-7-6-54-3-2-10123456

En el primer término, recurre a la recta numérica. La extension de la primera recta es de —7 a 15.
La segunda recta recorre de —15 a 6. Notese que el 7 es transferido a la recta como -7 y el 15
como —15. En la recta sélo representa el minuendo y el resultado con un punto sobre el nimero
correspondiente. El cero es colocado sobre la recta y utilizado para realizar las operaciones via el

conteo.
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RESPUESTAS DEL ESTUDIANTE Eg

Item:15—-7 =8

En primer término resuelve las operaciones indicadas. Al pasar a la recta numérica, solamente las
signa con “+” 6 “—“ de acuerdo al resultado obtenido. Si éste es positivo la recta es positiva, si es
negativo, la recta serd negativa. En todos los casos propuestos el estudiante considera dos
semirrectas por separado, una para los positivos y otra para los negativos. Solamente representa
el resultado de la operacién, recurriendo al conteo de uno en uno, desde la primera marca de la

recta. El cero es ignorado, su conteo siempre empieza en el uno.

RESPUESTAS DEL ESTUDIANTE E;.

Item:15—7=8 22

Las expresiones aritméticas planteadas son resueltas en primer término. En la recta coloca el cero 64
en un punto arbitrario. Inventa adiciones con los nimeros dados: 15 + 7 =22 y 6 + 15= 2. Los

resultados obtenidos los coloca arbitrariamente sobre la recta numérica, sin relacionarlos con la
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posicion del cero. Realiza la operacién planteada via el conteo, haciendo sus sefialamientos con 7 y
15 arcos respectivamente. Los resultados de las operaciones son sefialadas por puntos

remarcados. Nétese que el cero no esta situado en correspondencia a la serie numérica correcta.

Discusion

Del andlisis de los items de los estudiantes, se puede afirmar que el significado del cero como
origen es reconocido via tres situaciones: primera, un punto fijo arbitrario localizado sobre la recta
numérica (E;); segunda, un punto mdévil arbitrario que cambia de ubicaciéon dependiendo de los
valores numéricos involucrados en las operaciones (Estudiante E,); tercera, un punto fijo
inamovible, esto es el punto medio de la recta numérica representada (E3). Asi mismo, surgio el
evitamiento del cero origen cuando, primero, éste fue simbolizado pero ignorado al llevar a cabo
las operaciones (Es y E;); segundo, el cero no fue simbolizado y ademds el numero uno fue

considerado como el origen sobre la recta numérica (E; y Eg).

La vinculacion establecida entre el cero y la negatividad se manifesté como sigue: tres estudiantes
(E1, E; y E3) reconocen negativos signados y el cero origen. Dos estudiantes (E; y Es) aceptan
negativos signados pero evitan el cero como numero. Otros dos estudiantes (Es y E;) no
representan niumeros signados ni tampoco reconocen al cero. En consecuencia, podemos concluir
qgue el reconocimiento de numeros signados no conlleva necesariamente a la identificacion del
cero como numero. Observamos ademds, que todos los estudiantes utilizaron el modelo de la
recta numérica para tratar de realizar las operaciones de la sustraccién. Asi, E; representd las
acciones con segmentos dirigidos; E, y E; con arcos sobre la recta numérica; E, tachd los valores
correspondientes; E; colocd puntos sobre los nimeros; Eg utilizd puntos y segmentos dirigidos, y
por ultimo, E; representd sus acciones mediante puntos y arcos sobre la recta numérica. Sin
embargo, no todos utilizaron este modelo como tal, sélo E;, E3 y Es realizaron las sustracciones en

forma correcta.

Un suceso de gran relevancia que se observé en el video grabaciones realizadas a los estudiantes,
fue lo que hemos denominado “sintoma de evitamiento del cero” que se manifesté en el hecho de
que los estudiantes no podian continuar numerando la recta al aproximarse a la marca

correspondiente al cero. Las situaciones descritas y analizadas fueron reiterativas en todos los
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items resueltos por los sujetos del Estudio y han permitido la identificacién de otro significado del
cero, el cero origen. Hasta el momento, se han reconocido en nuestra investigacion seis
significados: el cero nulo, el cero total, el cero implicito, el cero aritmético, el cero algebraico y el
cero origen. Es evidente que estos hallazgos tienen que ser validados por un estudio empirico a
mayor profundidad que ya se esta realizando, asi como también proseguir la indagacion histérico-

epistemoldgica que dara respuesta a las preguntas de investigacion d), e), f).
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