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Resumen. La variedad de respuestas a preguntas en examenes de respuesta abierta sugieren que los estudiantes
parten y organizan la experiencia matematica de forma autopoiética. El reconocimiento de bloques
constructivos y de las relaciones entre estos, de manera autonoma, guian la manera de enfrentar los
problemas. La interaccion con el ambiente, sus pares y profesores provee realimentacion para su adaptacion
(aprendizaje), aunque puede ser incorrecta. la falta de una adecuada realimentacion y de maneras de
verificacion de las acciones que ejecutan, llevan al incorrecto aprendizaje de la matematica.
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Abstract. The variety of responses to questions in test of opened answers, suggest students parse and organize
the mathematical experience so autopoietic. Recognition of building blocks and establishment of relationships
among them, in an autonomous way, guide the way to confront that problems. Interaction with environment,
their peer and teachers, give necessary feedback to adaptation (learning), even though it may be incorrect.
The lack of an adequate feedback and validation means for their actions, result in wrong mathematical
learning.
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Entre los afos 1999 y 2001 algunos grupos de estudiantes fueron sometidos a examenes de
admision, en el area de matematica, usando pruebas de respuesta abierta con el proposito de
encontrar distractores para las pruebas de respuesta cerrada de uso masivo. Los evaluados,
recién graduados de diversificado de diferentes establecimientos educativos, con edades
cercanas a los |8 afos, en su mayoria no lo superaron. Lo que llamé la atencion fue la gran
diversidad de sus respuestas, y surgieron las preguntas: ;Porqué tantas respuestas diferentes a
una misma preguntal ;Porqué hay respuestas tan “inesperadas”? ;Las respuestas revelaran de

algiin modo los procesos utilizados en su resolucion?

Fue interesante listar todas las respuestas obtenidas, contando cuantas veces se repite la
misma. La primera impresion apuntaba a que las respuestas eran construidas al azar, sin
razones que las originaran. Un estudio mas amplio, suponiendo que las experiencias, ideas,
conceptos, imagenes, creencias, reglas, relaciones entre todas éstas y lo demas que se
considera forma parte de la red de conocimientos de un ser humano, y que se considera
constituye un sistema (que llamaremos RPP); conjuntamente con los conceptos de Sistema
Adaptativo Complejo (CAS por sus siglas en inglés) de Holland (1995), de organizacion
Autopoiética de Maturana y Varela (1996) y de Complejidad de Robert Rosen (2009), sugiere
que no es este el caso. Con lo anterior, la aspiracion de este escrito es proporcionar algunas

ideas para explicar esa diversidad.
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Holland (1995) ejemplifica varios sistemas complejos (CAS), tales como una ciudad, el sistema
inmunolégico humano, el sistema nervioso central, un ecosistema. Tales sistemas mantienen su
coherencia en el tiempo e indica que a pesar que entre ellos difirieren en los detalles, todos
son caracterizados por 4 propiedades: agrupacion, no linealidad, flujo y diversidad, y 3
mecanismos: bloques constructivos (building blocks), modelos internos y etiquetado; otra de
sus caracteristicas es la gran cantidad de elementos interactuantes que los constituyen.
Ademas introduce el concepto de “agente” que no es mas que alguno de los elementos o
grupos de elementos del CAS que interacttan entre si y su entorno, e indica que “esos agentes
se adaptan cambiando sus reglas conforme la experiencia se acumula”(p.10). Adaptacion y

experiencia acumulada son otras maneras de referirse al aprendizaje.

Maturana y Varela (1996) caracterizan la organizacion de los sistemas vivos como “[aquellos]
que se producen continuamente a si mismos” y a la organizacion que los define la llaman
“organizacion autopoiética”, y que sus “componentes ...... estan dinamicamente relacionados en
una continua red de interacciones” (p.25), ejemplificindola con la célula, que cuando
“interacttia con una molécula X incorporandola a sus procesos, lo que ocurre a consecuencia
de dicha interaccién no esta determinado por las propiedades de la molécula X, sino en la
manera cémo tal molécula es “vista” o tomada por la célula al incorporarla en su dinamica
autopoiética” (p.32). Anaden que “los cambios que resultan de la interaccion entre ser vivo y
medio son desencadenados por el agente perturbante y determinados por la estructura de lo
perturbado”, es decir, esos sistemas son auto organizados y las estructuras internas, formadas

con elementos incorporados, son determinadas por si mismos.

La manera en que el agente perturbante es “visto” por el sistema, puede tomarse como lo que
significa para él, tomando lo que dice Eco (1972): “significado es solamente la disposicién del
aparato para responder de cierta manera al significante” (p.51), asi cada problema propuesto tiene

un significado diferente para cada estudiante.

En la pagina dedicada a la complejidad de Rosen (Rosennean Complexity) (2009) se indica: “A
system is simple if all its models are simulable. A system that is not simple, and that accordingly
must have a nonsimulable model, is complex." Como consecuencia algunas caracteristicas de un
sistema complejo son: a) contener aspectos no fraccionables por ejemplo, intentar separar en
un proceso qué es analdgico y qué es inductivo; b) ser impredecible; c) contener aspectos

semanticos; d) tener ciclos cerrados de relaciones.

Lo que se intenta mostrar abajo es que los estudiantes producen continua y autopoiéticamente

su red de conocimientos, mediante la construccion personal de los bloques constructivos y de
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las relaciones entre ellos. Y que a pesar de los 5 anos de estudio sin importar el colegio o

escuela, la adaptacién (aprendizaje) no ha sido adecuada.

Es claro que las situaciones matematicas propuestas para resolver que enfrentan los
estudiantes son, con alta probabilidad, siempre diferentes, tanto que podemos decir que todo
problema propuesto es nuevo para ellos, la novedad es casi permanente. Si cada problema es
nuevo, jcomo ayuda la experiencia acumulada a enfrentar lo nuevo? Para reducir la novedad de
la experiencia matematica deben distinguir los elementos familiares, llamados por Holland
(1995, p.34) bloques constructivos, en escenas no familiares y reconocerlos en cada nueva
aparicién, cada nueva escena. Para este reconocimiento uno de los procesos importantes es la

analogia.

Maturana y Varela (1996, p. 24) indican que “El acto de senalar cualquier ente, objeto, cosa o
unidad esta amarrado a que uno realice un acto de distinciéon que separa a lo senhalado como
distinto de un fondo.” y anadiendo que esa es una situacién enteramente cotidiana y
permanentemente; asi, por ejemplo, reconocemos a una persona en particular separandola de

fondo, que es todo lo demas, en un salon de clase.

La particion de la experiencia es un acto de creacion personal, usando criterios de distincion
también personales y no necesariamente los adecuados para una escena en particular, pero
que cambian, se adaptan (entendiendo adaptarse como: cambiar los bloques constructivos, las
relaciones entre ellos y, las acciones que sugieren y producen), al producir acciones que llevan
a respuestas erroneas y se ven obligados a corregir lo actuado al enterarse de su incorreccion.

La correccion de la particion de la experiencia es verificada gracias a la realimentacion recibida.

En las respuestas de los 149 estudiantes evaluados podemos observar las diferentes maneras
de partir el problema propuesto y la cadena de acciones asociadas. En la tabla | se consignan:
la respuesta dada por el estudiante y el nimero de estudiantes (No.) con la misma respuesta.

La respuesta correcta esta indicada con un (ok) a la par.

Pregunta: El resultado de efectuar 3x8—-6x4+2x5+12 es:

Respuesta No. Respuesta No. Respuesta No.
En blanco 2 22 89 (ok) -12 I
94 I 342 | -10 I
222 I 392 | 28 I
282 I 318 | 36 I
28 x | -1x +20 I
16 2 18 2 70 2

382 34 612 3 24
Tabla |
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En la tabla 2 estan algunas formas de como los evaluados llegaron a algunas de las respuestas,

después de reconstruirlas y hacerlas presentables.

Error 1. 382

Error 2: 612

Error 3: 24

Error 4: -1x + 20

3x8-6x4+2x5+12
24-6x4+2x5+12

3x8-6x4+2x5+12

3x8-6x4+2x5+12
[

3x8-6x4+2x5+12

|8 4+2 5+|2 ||| 24ﬂ><|7 3x—6x+2x=—-1x
72?_2 SiIZ 3x2x6x17= |
x 24-0x 17 8x(5-4)+12=20
74 x5+ 12 —
612 |
yori2 24-0=24 respuesta = — | x + 20
382
Tabla 2

El error | es una lectura “textual” de la expresion, partiéndola en bloques que se muestran

[3x8][-6]1[x4][*+2][x5][+ 12] en donde los [ ] indican los limites de las partes.

En el error 2 primero separala sumayresta3x[8—-6]x[4+2]x[5+ 12]y después

efectda las multiplicaciones.

En el error 3 separa primero el 4 + 2y el 5 + 12 para obtener un 0 y un 17, que luego

multiplicara y sumara al primer 24.

En el error 4, interpreta el signo de multiplicacion como la variable x y separa operaciones con

variable y sin variable.

Notese que los estudiantes reconocen los mismos nimeros y los signos de operacién, pero

dividen la expresion de maneras diferentes. Note también que al efectuar las operaciones con

los nimeros de dos en dos lo hacen correctamente, es decir, no se equivocan al sumar, restar

ni multiplicar. Los datos anteriores muestran que:

I. La mayoria de los evaluados se consideré con capacidad para efectuar la operacion,

porque sélo 2 no la respondieron,

2. es una pregunta que muchos responden correctamente, aproximadamente un 60 %,

(marcada con ok),

3. la respuesta incorrecta mas comun de 34 de ellos (23 %) es obtenida al efectuar las

operaciones de izquierda a derecha, sin considerar la jerarquia de las operaciones, tal

como se realiza la lectura de un texto en espanol,

4. las respuestas incorrectas repetidas por 2 6 3 participantes (5 respuestas diferentes) se

asume no pueden deberse a errores de cilculo operatorio en las sumas o

multiplicaciones, por ejemplo equivocarse con 3 x 8 y hacerlo = 26, o que en lugar de
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escribir 24 se escriba 22, dada la baja probabilidad de que varios cometan la misma
equivocacion al azar. Al parecer llegaron a la misma respuesta por la manera en como

interpretaron la expresion y las acciones que realizaron,

5. hay respuestas en las que se lee una intencidon muy particular, como las dos respuestas
obtenidas 28x y —Ix + 20, que muestran que los signos de multiplicacién * fueron

reconocidos como la variable x, a pesar de la tipografia y la correccion sintactica,

6. la mayoria de respuestas incorrectas generadas una sola vez no se pueden atribuir sélo a
equivocaciones, como las mencionadas arriba, sino a la manera en que experimentan,

interpretan y desarrollan la expresion,
7. todos escribieron UNA sola respuesta.

De igual manera para otro examen efectuado a 68 estudiantes, se muestran los resultados
de dos de las preguntas y se registran en las tablas 3, 4, 5 y 6. Las respuestas producidas
por procesos semejantes, excepto por los signos resultantes, estan agrupadas con

sombreados o sin sombra.

Pregunta: El resultado de factorizar 4x 2 —y 2 + 2x —y es:

Respuesta No. Respuesta No. Respuesta No.
En blanco 15 2x—-y)2x+y+ 1) 2 (ok) 4x3y3 I
6x3—2y2 2 Otras respuestas 21 8x2 I
6x3+ 2y2 I XM@x+2)y(y-1) I 1 7x I
8x3-y3=0 I x2+y3+2x I
8x3—y3 I 2x2 I
6x3+y3 I 2x +y) 2x—y) I 2x I
6x3—2y3 2 (2x—y)2 3 2x—y I
6x3—y3 4 2x—y)2+ 2x—y 3 2x +y 3
Tabla 3
Error 5: 6x3+y306x3—2y30 | Error 6: 8x3—y3=0 Error 7: 2x —yo 2x +y
bx3—y3
b2-y2+ A~y d2-y2+ W~y -yt Ax—y
4x2+ 2x = 6x3 4x2+ 2x = 8x3 2x—y) (2x+y) + (2x—y)
Y2 -y=236y3 —y2-y=y? =&ty

Tabla 4
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En el error 5 separa las variables y realiza de una manera particular la suma de positivos y
negativos. Dependiendo de cémo trate los signos obtiene respuestas con + 6 — Ademas no
factoriza, parece que pretende efectuar, pero en realidad el estudiante entiende la instruccion
factorizar” como un objetivo particular para él, que no tiene nada que ver con el hecho de

factorizar la expresion dada.

En el error 6 la particion de la expresion es semejante al error 5, pero introduce un objetivo

adicional, establecer una ecuacion.

En el error 7, efectia una adecuada particion en el inicio, factorizando la diferencia de

cuadrados, pero el siguiente reconocimiento para la cancelacién es inapropiado.

Note, de nuevo, que la particion de la expresion es diferente para cada estudiante, y las reglas
de manejo de los signos, las operaciones y las variables también es personal. Sin embargo, no

se equivocan en las tablas de la suma, resta ni multiplicacion con los nimeros.

Pregunta: El resultado de efectuar m —m (m + 3) es:

Resultado No. Resultado No. Resultado No.
En blanco 6 -m2—2m I +m(m3) |
-m2+2m | Otras Respuestas 12 -3m—-m |
m2+ 3m | —3m3 | 4 |
m2—2m 2 m3 2 4m |
m2+ 2m | -2m+3 | —4m |
m=-3 | m-—3 | —3m |
0 5 m+3 7 3m 10
Tabla 5
) Error9:m+36m-36 ) .
Error 8: 06 m=-3 Error 10: 23mo6+4m o 4
-2m+3
m-—m (m+ 3)
m—m (m + 3) m—-3m2=3m
O(m+3)=0
m-mm+3)=m+3 m+3=3m
m+3=0,m=-3
Tabla 6

Los diferentes resultados evidencian que cada uno de los estudiantes parte (fragmenta, divide)

lo que observa de manera diferente, reconociendo diferentes configuraciones (bloques
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constructivos Yy sus relaciones), ademas usan o inventan diferentes reglas, reconocen diferentes

metas (errores 6y 8).

Estos otros dos ejemplos

) 17. Encierre en un circulo los términos que son semejantes entre si
muestran cuales son sus bloques

para reconocer  términos | @ + 2 xz*h L 3 ] _3 -
) ) ) 5 xzh 5 T x "z
semejantes. Las mismas variables,

sin importar sus exponentes en Figura |

el primer caso, Fig. 2, o bien, sin ]
17. Encierre en un circulo los términos que son semejantes entre si

importar que uno sea
. ., 2 x’z%h 3 11
denominador de una fraccion. -3x7z + TS50 -3x2 + T xzh =
5 =xzh 5 7x
Incluso encierra los coeficientes )
Figura 2

numéricos, Fig. 3.

A pesar de que lo presentado a todos los evaluados es lo mismo: numeros, variables,
operaciones, signos de agrupacion y un objetivo; lo que reconocen, que ya forma parte de su
RPP, es diferentes. Los bloques constructivos, las relaciones entre ellos, los objetivos que se
proponen, las acciones asociadas (los significados), son construidos de manera auténoma; la
RPP completa fue organizada de manera auténoma, autopoiéticamente; dependiendo de su
historia personal; por lo que es una “invencién” de cada estudiante. Sin embargo, esa red ha
sido sometida a adaptacion, a cambios, a aprendizaje (aunque sea incorrecto), por la
realimentacion de profesores, pares y demas influencias durante 5 anos, pero no garantiza su
correccion puesto que los cambios en un sistema autopoiético no son dirigidos ni
determinados por la perturbacion, sino por el sistema mismo. Las perturbaciones del exterior
desencadenan los cambios pero las consecuencias de ellas dependen de cémo la red las

interpreta.

La secuencia de pasos para llegar desde la pregunta a la respuesta que cada estudiante da, ya
sea correcta o no, se puede concebir como seguir un camino en una red, en la que cada

vértice (nodo) es un estado en la resolucion y cada arista es la accion que ha decidido ejecutar.

. Diferentes estudiantes toman diferentes caminos.
—

{B:) D O QF Esa red (Fig. 3) es el posible espacio de resolucion

CD
A Q—Q OO OOF_@ c | del problema, y puede ser enorme. El circulo A
: Q - "O | do inicial | d

OQ % o representa el estado inicial o pregunta planteada,

B F O el C la respuesta correcta, los F los resultados

Figura 3 incorrectos y los B son las etapas intermedias en

la resolucién del problema.
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No esta de mas indicar que para llegar al estado final C (respuesta correcta), el camino puede
pasar por resultados parciales incorrectos. Para transitar de un estado a otro, el estudiante
debe reconocer un patrén, una configuracion particular (un bloque de objetos particular) y
luego elegir aplicar alguna regla, una propiedad matematica, de las varias que sabe puede usar.
Lo que haga dependera de como es “visto” el problema y del objetivo que identifique, aunque

la pregunta sea clara para quien la elaboro.

La interconexion entre los diversos dominios de conocimiento de la RPP se manifiesta cuando

se trasladan reglas de un dominio a otro, como en el caso de las reglas de manejo de signos en

la multiplicacion que se traslada a las potencias, - 2,
por ejemplo, el error que se comete en la figura 4

en la que se manifiesta que el signo mas de la base

por el signo menos del exponente da el signo Figura 4

negativo del resultado de la potencia negativa.

O cuando se trasladan reglas de otros dominios que no sean de la matematica, como en el
caso del error |, analizado al inicio de este escrito, en donde se lee la expresion de izquierda a

derecha como cuando se lee un texto en espafol.

La RPP es el modelo del mundo, el concepto de modelo interno de Holland (1995), de cada
persona, es lo que vive y con lo que actla en consecuencia. Esta red es construida mediante

procesos complejos, en el sentido de Rosen (2009).

la RPP, ademas, manifiesta consistencia

o] kllalx-I 7tk ! .
Kk E1 742 = tomo se muestra en la figura 5. Se
¥ Eal % 2l . T ..
o P o bbserva que si hay una multiplicacion, se
X 1z debe dividir: como el 4 multiplica a la x
i debe dividir al 12 (el 2 en el problema 7

debe dividir al 8), si la incognita esta

Figura 5 tlevada al cuadrado, se debe extraer raiz

cuadrada y asi resuelve la ecuacion.

La modificacion de la RPP, es decir, su adaptacion implica aprendizaje, aunque no sea el
correcto. Y la tarea del profesor es proveer la realimentacion para desencadenar esos
cambios. Ademas debe verificar la correccién de los cambios en la RPP puesto que la

correccion en los mismos no esta garantizada.

Dado que la construccion de la red de conocimientos es autopoiética, personal y compleja,

también es necesario proveer a los estudiantes de maneras de verificacion de la correccion de
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sus acciones. Podemos afiadir que la historia de la matematica muestra que darle significado a
las expresiones matematicas, apoyan los procesos de validacion auténoma de la correccién
tanto de los bloques constructivos elegidos, las relaciones entre ellos y los objetivos de los
procesos; por ejemplo, los griegos verificaban la correccion de algunos de sus procesos y

construcciones matematicas via la correccion geométrica y la conservacion del area.
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