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Resumen. En este reporte se discute, desde la socioepistemologia, una experiencia realizada
con estudiantes de bachillerato respecto de la Regla de los signos de Descartes, aquella que
permite determinar el numero de raices positivas que una funcion polindmica podria
presentar. El disefio de la secuencia de aprendizaje requirio el uso de la Ingenieria Diddctica
como metodologia, aunque no buscabamos validar la actividad de aprendizaje, sino analizar
las herramientas que los estudiantes evocaran o construyeran en la experiencia.
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Introduccion

La Regla de los signos de Descartes (Descartes, 1637), aquella que se utiliza para determinar el
numero de raices de una funcién polinomial analizando el cambio de signo de sus coeficientes, se
encuentra a la baja en el terreno educativo. En general, reflexiones alrededor de la regla de signos
se hallan en libros utilizados en Algebra Superior, en el apartado de ecuaciones (Hall y Knight,
1980) y con menor proporcidon en algunos libros para Precélculo (Sullivan, 1989) asi como en
algunos de Algebra Basica (Uspensky, 1995), todos alin en uso. Efectivamente, la busqueda y
localizacidn de raices asi como su célculo aproximado, va perdiendo terreno ante la irrupcién de la
tecnologia, invitdndonos a reflexionar sobre los argumentos que van quedando atrds, asi como la

evolucion de las herramientas matematicas que los sustentan.

Realizar un estudio socioepistemoldgico nos permite profundizar sobre el origen de estas nociones
al rastrear las practicas sociales que sustentan su emergencia, adosadas a las herramientas y
argumentos que se transforman a la par, afectandose y evolucionando indefectiblemente. Analizar
el caso de la regla de los signos (ver Cantoral y Ferrari, 2004), es particularmente interesante pues
nos restringimos a estudios intramatematicos, es decir, aquellos argumentos y herramientas
sumergidos en la practica social de la prediccién, pero dentro del mundo matematico, en

busqueda de un lenguaje algebraico conciso.
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La busqueda de raices de ciertas funciones, aquellas entendidas hoy como el lugar donde una
curva cruza el eje de las abscisas, se percibe desde los primeros esbozos del dlgebra donde “la
cosa” fuera reemplazada con el tiempo por “la incégnita”, en esa época donde, segun
investigadores como Youschkevitech (1995), lo variable todavia no habia aflorado y donde se
deseaba determinar un valor especifico, argumentos regidos por una manipulacion geométrica de
magnitudes distantes aun de una manipulacién algebraica de nimeros que requeriria quiebres
particulares en el discurso matematico. Siglos después, el acercamiento entre geometria y algebra,
planteado y desarrollado por varios matematicos, confluyen en una obra especial como Geometrie
de Descartes (1637) con ideas que denotan una evolucidén de argumentos al distanciarse de las
magnitudes y priorizar lo algebraico, por tanto, de lo simbdlico que aun se estaba consolidando.
Hallamos asi, en esa obra una interesante manera de determinar el nimero de raices de un
polinomio, que sélo fuera enunciada y sustentada con ejemplos bajo el supuesto que la sencillez
del argumento no ameritaba una demostracion formal pues en palabras de Descartes, era
suficiente hacer varios ejemplos para convencerse de su veracidad. Sin embargo, la demostracion
de la regla de los signos se convirti6 en un desafio para los matematicos de la época,
encontrandose varios acercamientos a la misma, incluso evidencias de los limites que el primer

enunciado presentaba (ver Bartolozzi y Franci, 1993).

Efectivamente, Descartes establece que: ..podemos determinar el nimero de raices verdaderas
que cualquier ecuacion pueda tener, como sigue: una de + a — o de — a +; y tantas raices falsas
como el numero de veces que se encuentran en sucesion dos signos + o dos - (Descartes, 1637 p.
373). Siendo el ejemplo con el que explica sus ideas el siguiente: x* — 4x> — 19x* + 106x — 120 =0
donde {+ - - + -} es la combinacién de signos que denota que existen tres cambios de signos y una
permanencia y por tanto de las cuatro raices de esta ecuacidén una o tres podrian ser “verdaderas”
es decir “positivas” en la terminologia actual. En realidad, Descartes construye el ejemplo desde

las raices pues multiplica los siguientes factores (x-2)(x-3)(x-4)(x+5).

Recién en 1828 aparece una demostracion robusta de la mano de Gauss al agregar una raiz para
desequilibrar la sucesion de signos, idea ya explorada por Segner en 1756. Luego de esta
demostracion, se desarrollan otras ideas, incluso se muestra la fragilidad de la primera definiciéon

de esta regla pues se daba por transparente que se trata de que la expresion polinomial esté
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ordenada, asi como que es extendible a las raices negativas en cuanto a permanencias, la cual

seria falsa sino estuviera completa (Ver Cantoral y Ferrari, 2009).

Una actividad para visualizar la regla de Descartes

Luego de reflexionar sobre los significados alrededor de raices y funciones que podrian haber
construido estudiantes de bachillerato en cursos de Algebra y Geometria Analitica en los cuales
han sido instruidos respecto a funciones lineales y cuadraticas fundamentalmente, disefiamos una
actividad donde buscamos enriquecer estos argumentos desde el estudio de derivadas sucesivas,
que calculadas en el cero particularmente, nos permite reescribir las funciones utilizando el

polinomio de Taylor como interesante herramienta para la prediccion.

En general, en los programas de Bachillerato, encontramos que se trabaja con las expresiones
algebraicas: y=mx+b asi como y:ax2 +bx +c con mayor detalle que otras polinomiales. Con

estas expresiones se les presenta, en general, el término libre “b” de la expresidn analitica de una
funcién lineal como la ordenada al origen, asi como la pendiente “m” de esa recta como la
inclinacién. En cambio, en la funcidn cuadratica generalmente tratada como “pardbola” se les
reafirma el papel que juega la ordenada al origen, introduciéndolos también en el estudio del
signo del pardmetro correspondiente al término cuadratico, informando sobre si la curva abre

hacia arriba o hacia abajo, pero sin trabajar con el parametro “b” del término lineal.

En el disefio respetamos este orden iniciando entonces las tres actividades de aprendizaje con la

correspondiente a la funcién lineal y=mx+b y la posibilidad de reescribirla como
y=f"(0)x+ f(0), expresién que describird en toda funcién polinomial, a la recta tangente a la
curva en el punto (0, f(0)) y que nos permite visualizar algunas caracteristicas de las mismas. Sin

embargo, la atencidén se desvia a los cambios de signo que presentan estas constantes de la
funcién lineal, y por ende de la posibilidad o no de tener una raiz positiva. Todos estos,

argumentos muy trabajados en clases de matematicas desde la secundaria.

En la segunda actividad se les invita a reflexionar sobre la funcidn cuadratica, donde aparece ahora

la segunda derivada. Por tanto, ademas de conocer la recta tangente en (0, f(0)), emerge la

concavidad de la misma ya que f'(0)>0 indica que la parabola se abre hacia arriba, en caso
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contrario, hacia abajo. En la tercera y ultima actividad de aprendizaje, se les propone analizar las

funciones cubicas, presentando en la tabla sélo las graficas correspondientes a f''(0)>0. Esta

informacion nos permite asegurar que la curva recorre el plano cartesiano desde —« dirigiéndose
hacia +oo a medida que x tiende a +w, en tanto que las demas derivadas de orden menor
anunciaran las “jorobas” que posee o su ausencia. Cerramos esta actividad, preguntdndoles sobre
qué habria que hacer para agregar una raiz positiva; lo cual los llevaria a reflexionar sobre
funciones de mayor orden desde el argumento de que la sucesion de signos presente cuatro

cambios, pudiendo ser uno del tipo {+,—,+,—,+}.

Intentamos entonces que los estudiantes resignifiquen las funciones polinomiales utilizando Ila
Regla de los signos de Descartes para determinar el nimero de raices positivas utilizando como
herramienta al polinomio de Taylor. Esto conlleva trabajar con las derivadas sucesivas de una
funcién para reescribirla. Por tanto, nos interesa enriquecer el universo grafico de los estudiantes,
particularmente en las funciones polinomiales, propiciar la emergencia de la Regla de los signos de
Descartes y utilizar los significados construidos para cada derivada sucesiva, calculadas en el cero,

para determinar el mayor nimero de raices positivas de la funcién polinomial.

Discutiendo los resultados de la actividad

En busqueda de evidencias sobre cémo propiciar el desarrollo de una red de argumentos, en
estudiantes de bachillerato, alrededor de predecir el nUmero de raices positivas de los polinomios
desde sus derivadas sucesivas, invitamos a seis muchachos de 16 afios a interactuar con nosotros
en tres sesiones. Se presentaron siete y se conformaron dos equipos de trabajo: uno, al que
llamaremos Equipo 1, compuesto por cuatro compafieras del drea de alimentos y el otro, Equipo 2,
compuesto por una muchacha de informdtica, otra de electrénica y un estudiante del 4rea de
contabilidad. El Equipo 1 habia trabajado sobre funciones y sus derivadas asi como la
interpretaciéon grafica de las mismas en su curso de Célculo. Los integrantes del Equipo 2 en
cambio, no se conocian entre si y sélo habian trabajado ciertos elementos respecto a la derivacion
de funciones de manera mecdnica y sin apoyo grafico lo que marcé una gran diferencia entre los

argumentos de unos y otros.
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Sesion 1: Prediciendo raices de funciones lineales

Se inicia la sesién con la pregunta: ¢reconocen esta expresion?, ¢ qué tendriamos que graficar para

representarla?, luego de haber escrito y =ax+b en la pizarra. Se percibe cierto desconcierto pues

contestan: Pero... no tiene valores... proponiendo graficar entonces: f(x)=x+1 desde una tabla
eligiendo 3, 2, 1, 0, -1, -2 y -3 para las abscisas, generando una lectura de la grafica de derecha a
izquierda, elemento que genera incertidumbre a la hora de conversar sobre si la funcion crece o
decrece al estudiar el signo de la primera derivada. Continta la discusién solicitandole que
verifiquen que f(x)=ax+b puede reescribirse como: f(x) = f(0) x + f(0). La primera respuesta que
escuchamos en la discusion general fue: f(0)=x, y ante la pregunta épor qué?, no logran articular
un argumento ya que alguien comenta: “no... es igual a b... ya estd arriba ¢no?”, utilizando asi lo
que se queria discutir. Se observa que pese a que habian determinado varias ordenadas de una
funcion “con valores” al construir una tabla minutos antes, no extrapolan las ideas a esta
expresion general. Recordarles esa instancia permitio arribar a f(0) = b, sin antes dejar de pasar

por f(0) = a en su particular manera de “tantear” respuestas.

Para derivar, se desconciertan. Intentan recordar lo trabajado en clases, esbozando por ejemplo
“u(v)=v(u) era algo asi éno?”... por lo que se les guia desde el pizarrén recordando algunas de las
féormulas que evidenciaban haber conocido como recetario. El Equipo 1 recupera lo discutido con
la pizarra en su informe de clase como se puede observar en la Figura 1, donde asocian el

“cambio” de signos con la posibilidad de encontrar una raiz.

Actividad 1
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Figura 1: Reporte de primera sesion del Equipo 1
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A diferencia del Equipo 1, el Equipo 2 muestra cierta debilidad de leer las gréficas dependiendo su
andlisis de asignarle una expresion algebraica a cada recta para asegurar la cantidad de raices y su
signo, demostrando no haber desarrollado una mirada global. Sin embargo, fijan la raiz (x=2) para
las ecuaciones del tipo 2x+3=k y, asignando signos al 2 y 3 calculan el valor de k, punto que dibujan
en el eje de las ordenadas y que utilizan para graficar las funciones implicadas, observandose asi

gue no asocian los signos con la pendiente y la ordenada al origen (ver Figura 2).

Figura 2: Confusidn entre pendiente y raiz (Equipo 2)

Sesion 2: Prediciendo raices de funciones cuadrdticas

Constatar, en la sesidn anterior, que sélo habian trabajado con la idea de derivar desde “la regla
de los cuatro pasos”, provoca que se inicie discutiendo con el grupo el significado de las derivadas
sucesivas convocadas en la actividad. Se conversa entonces sobre que f(0) indica la interseccion de
la funcidn con el eje de ordenadas, que f'(0) nos anuncia el tipo de crecimiento asi como que f"'(0)

se vincula con la concavidad.

Luego de explorar las graficas presentadas en el disefio, similar al utilizado en la primera sesion, se
discute sobre el numero de raices al observar que: ¢Aqui hay tres? O Aqui “cero”... “una”... “dos”...
équé ponemos? Dudas que aparecen al haberse graficado tres funciones (una con dos raices
distintas, una con una raiz de multiplicidad 2 y una sin raices reales) y que las lleva a discutir en
grupo el sentido de cada derivada, ideas que aplican para determinar los signos correspondientes

solicitados en la tabla.
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Equipo 1 Equipo 2

En una grdfica de funciones (pardbolas en este caso)
el numero de raices positivas (+), encontradas, va a
ser igual al numero de cambios de signos en los
coeficientes

Cuando no hay cambio de signo en los coeficientes
no hay ninguna raiz positiva en las funciones
graficadas;

Es decir, si no hay raices positivas (+) no hay cambios
de signos;

Cuando existe un cambio de signo, hay una raiz

Si hay una raiz positiva (+), hay un cambio de signo; "
y P (+) y g positiva:

Si hay dos raices positivas (+) hay dos cambios de | Cuando existen dos cambios de signo en los
signos. Con esta conclusion, deducimos que tanto en | coeficientes, existe la posibilidad de obtener dos
las  funciones lineales como en las funciones | raices o ninguna dependiendo del origen de las
cuadrdticas se cumple con este argumento grdficas.

Tabla 1: Conclusiones de la segunda sesion

Se observa que el Equipo 1 presta atencidén al nimero de raices para determinar el cambio de
signo (ver Tabla 1) siguiendo el orden de la tabla que deben completar, en tanto que el Equipo 2
reflexiona mas cercano al enunciado de la regla de Descartes, al centrar su conclusiéon al numero

de cambios de signos para predecir raices.

Sesion 3: Prediciendo raices de funciones cubicas

En la tercera sesidn se les deja trabajar solos sin gran apoyo ante una de las funciones menos
trabajadas por ellos en la escuela. Sin embargo, demuestran no tener problemas para rellenar las
dos ultimas columnas (f(0) y f(0)) utilizando los argumentos ya utilizados en las anteriores
sesiones. Como se esperaba, se desconciertan con las dos primeras columnas (f(0) y f(0)).

” o n

Luego de discutir sobre como asignar “+” o a las derivadas argumentando desde el
comportamiento de las “jorobas”, observan el nimero de raices positivas para determinar el
numero de cambios, utilizando asi la regla de los signos de Descartes, para encontrar la
combinacién de los signos y por tanto, el signo de las derivadas en cero. El Equipo 1, nos
sorprende con la interpretacién que le dan a la tercera derivada al observar la variacidon de las

concavidades.
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Figura 4: Parte de la tabla completada por el Equipo 1

Conclusiones

Ante un grupo de estudiantes especiales, logramos enriquecer su universo grafico, asi como su red
de significados alrededor de las derivadas sucesivas. Aferrarse a tablas y valores para decidir los
signos de las derivadas, desequilibré a uno de los grupos, asociaban inicialmente los puntos de
corte con los ejes para determinar si la pendiente de la recta tangente era positiva o negativa,
empantandndose un poco en lo algebraico. En tanto que el Equipo 1 acepta rdpidamente el
desafio de “leer” graficas y por tanto hablar de “variaciones”... “crece... decrece”... hay un “valle” ...

acercandose a lo analitico.

En lugar de utilizar estos elementos para “predecir” raices, y asi “mostrar” la veracidad de la Regla
de los signos de Descartes, emerge su uso para establecer el signo de las derivadas sucesivas en
x=0 y explicarse asi la forma de la curva, que parecia no haber estudiado con anterioridad.
Efectivamente, la conclusion a la que arriba el Equipo 1 es: “nos dimos cuenta que podiamos
completar la tabla basdndonos en nuestro argumento presentado en las funciones lineales,
cuadrdticas en nuestra teoria de que el niumero de cambios de numeros (se refieren a signos)
habrd el mismo numero de raices. Nos basamos en la Idgica y en la informacion ya dada en el
ejercicio. De esta forma, posteriormente pudimos lograr saber, que nos indicaba cada uno de las

derivadas con mds facilidad”.
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