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Resumen. E/ discurso matemadtico escolar ha hecho que el conocimiento matemdtico se divida
en diversos compartimientos de saberes. Mostraremos en esta investigacion como dos dreas
de la matemdtica, que viven sin aparente vinculacidn entre ellas en el sistema escolar actual,
estdn significativamente relacionadas en su contexto de origen. Al confrontar la significacion
histdrica con la escolar, evidenciamos las diferentes significaciones que tiene el conocimiento
en cada uno de estos escenarios. Con esto identificamos conflictos epistemoldgicos existentes
en la ensefianza de la convergencia uniforme. Concluimos que el redisefio del discurso
matemdtico escolar debe considerar las diferentes “maneras de ver” al conocimiento
matemadtico en los diferentes escenarios, ya que esto nos brindard una mirada mds profunda
de la dimensidn sociocultural.
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INTRODUCCION

La socioepistemologia ha sostenido por afios que el principal problema del aprendizaje de las
matematicas no estd en las formas de ensefianza ni en las metodologias de organizacién
curricular, sino esta en la forma en que se entiende y presenta a la matematica en el ambiente
escolar. Esta ideologia compartida por los actores del sistema educativo se ha denominado en este
marco como discurso matematico escolar (Cantoral, 2001b) El discurso matematico escolar actual
divide en diversos compartimientos de conocimientos a la matematica escolar, lo reorganiza en un
conjunto de temas y lo secuencia de lo mas facil a lo mas complejo. De esta manera segrega cada

area del saber, las cuales viven desvinculadas entre si en el sistema escolar.

Este discurso asume que si un individuo se incorpora a un sistema de difusion institucional y
estudia al conocimiento matematico compartamentalizado y secuenciado, lograra después de
afios de reorganizar estos conocimientos en un todo coherente que pueda utilizarlo dentro y fuera
de la escuela. éPero en realidad lo logran? La mayoria de los estudiantes no aprenden
conocimiento matematico; este es sélo accesible para una élite intelectual. Aparentemente el
causante de este problema es en gran parte esta ideologia, el discurso matematico escolar.

(Cantoral, 2001b)
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¢Tendra alguna relacién la teoria de aproximacién de funciones arbitrarias mediante polinomios

con la probabilidad de espacios muestrales no finitos? (Figura 1)

Aproximacion mediante Distribucién de probabilidad
convergencia uniforme Normal

Figura 1

Desde la mirada del discurso matematico escolar actual dirilamos que el primer problema
pertenece al calculo y el segundo a la estadistica, las cuales son dreas del conocimiento diferentes.
De hecho, estds dreas del conocimiento se estudian de manera separada en muchas instituciones
educativas de nivel superior. Pero si miramos desde la mirada de los autores llegaremos a una

conclusion diferente.

Weierstrass demuestra en 1885 la posibilidad de representar mediante series de funciones
polinémicas cualquier funcién continua de variable real. Este fue uno de los resultados mas
importantes de su época en el drea del analisis matematico, al punto que se desarrollaron
numerosas pruebas y generalizaciones al teorema (Pinkus, 2000). Es mds, su teorema marca el

inicio de una nueva disciplina matematica, la topologia.

Al estudiar la versién original del teorema nos preguntamos sobre como entendié Weierstrass su
teorema. Hoy lo significamos a través de la convergencia uniforme de funciones, argumento muy
utilizado en los cursos de analisis matematico. Pero Weierstrass no tenia estos recursos visuales y
tecnoldgicos. éCuales fueron las ideas germinales del teorema? {Qué medios utilizé el autor para
darle significado? Fuimos a estudiar la publicacion original (Weierstrass, 1886) y encontramos lo

siguiente:
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EL TEOREMA DE APROXIMACION DE WEIERSTRASS

Karl Weierstrass, matematico alemdn, publica en 1885 en los informes de las reuniones de la
academia de ciencias de Berlin un articulo titulado “Sobre la posibilidad de una representacion
analitica de funciones arbitrarias de una variable real”. Para demostrar esto comienza
considerando una funcion f(x) uniformemente real y continua, tal que su valor absoluto tenga

limite superior finito. Enuncia la siguiente ecuacién

11m~—w/l f(u)e ) du = f(z).

;e

(Weierstrass, 1886, p.105)

El autor considera esta igualdad como verdadera sin dar mayor explicacion al respecto. Generaliza

esta expresion de la siguiente manera:

F(x, k) ——f f(u.)w(“—x)du,

(Weierstrass, 1886, p.105)

Esto lo hace considerando a y(x) como una funcién par ((—x) =/(x)), en donde la integral

Iw(x)dx conserve un valor finito w.

—00

Después de esto demuestra que el limite de la funcién F(x,k) cuando k tiende a ceroes f(x).
De esta manera, el autor consigue, para cualquier funcién f(x) continua, una representacion

F(x) que es una funcidn analitica por las condiciones de la funcion w(x) (Espinoza, 2009). Al ser

F(x) una funcién analitica, construye una funcién polinomial G(x) tal que ‘G(x)—F(x)‘ <&
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utilizando el desarrollo de funciones en series de Taylor en un intervalo cerrado. Con esto logra

una representacion polinomial G(x) de la funcién arbitraria f(x).

Al comienzo fue dificil entender cémo estaba entendiendo el autor a su teorema. Nos intereso el
por qué Weierstrass asumid la primera ecuacion como verdadera. Al estudiar la ecuacién en

detalle, nos dimos cuenta que era un resultado conocido de la época.

LA TEORIA DE PROBABILIDAD DE GAUSS

La ecuacién es la esperanza de una distribucién normal. ¢(Estaria pensando Weierstrass en
distribuciones de probabilidad cuando veia su teorema? Para responder esto estudiamos la
publicacién original de este tema, la cual encontramos en (Gauss, 1823) en su obra titulada
“Theoria combinationis observationum erroribus minimis obnoxiae”. Descubrimos una relacion
significativa entre la teorizacion del error que hace Gauss con las ecuaciones utilizadas por
Weierstrass para demostrar su teorema.

Gauss modela funcionalmente el error. Para esto representa mediante una funcién @(x) a una
clase fija de observaciones. Considera la probabilidad del error entre los limites infinitésimos x y

Xx+dx como @(x)dx. Después caracteriza el comportamiento del error, encontrando
condiciones para @(x):
® Lafuncion fuera de los limites posibles del error sera cero
® Se podra asumir que los errores positivos y negativos son de igual magnitud, por lo que
considera (—x) =y (x)

® Un pequefio error es mas probable a ocurrir en cantidades grandes, por tanto @(x)

tendrd su valor maximo en mayor en x =0 y decrecerd continuamente cuando x crezca

(Gauss, 1823, p.4).

Después concluye que el valor de la integral J.(ax.dx entre x=—00 y X =00 representard la

probabilidad total del error, cuyo valor serd siempre (Gauss, 1823, p.7).
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Como se puede observar, existen muchas similitudes entre las matematizaciones de (Gauss, 1823)

y (Weierstrass, 1885) (Figura 2).

Gauss (1821, 1823) Weierstrass (1885)

P=, - > (@)
¢(_z)=@’- % - -;u'—-;)‘——up(;m

Since pr is zero outside these limits, <> f“- (x)de finie

the value of the integral [ px.dz from ” ( We)de - w.
T = —00 lo T = +00 is always one. ne ci:angcam pas de signer
Figura 2

Notemos que incluso el orden de redaccién de las ideas es el mismo. Weierstrass estudio la obra
de Gauss. La relacién académica es significativa. Al estudiar la época nos dimos cuenta que Gauss
fue maestro de Gudermann (1798-1852), el cual a su vez lo fue de Weierstrass. Weierstrass utilizd
la esperanza de una distribucion normal de Gauss para demostrar su teorema. Con esto,

postulamos que la interpretacién que le dio Weierstrass a su teorema es la siguiente:

Flo k)= po | S 3 (55 )du

(Weierstrass, 1886, p.105)

El autor generaliza la expresion de la esperanza de una distribucién de probabilidad de Gauss. La
saca de su contexto probabilistico, pero mantiene la significacién de aproximacion. La funcién

w(x) es una abstraccién de una distribucién de probabilidad. Esta conserva una propiedad
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importante de las distribuciones de probabilidad: cuando la desviacién estandar (k en la ecuacién
de Weierstrass) tiende a cero, todos los valores de la distribucion se acumulan en la media
aritmética x . Esta es una idea central en el estudio de la probabilidad. Si esta igualdad se cumple

para todo x, se concluye que F(x,k) serdigual a f(x) cuando k tienda a cero. El medio de

significacidn utilizado por Weierstrass es el estudio de la probabilidad.

LOS POLINOMIOS DE BERNSTEIN

Esta significacion probabilistica no es sdlo de Weierstrass, es de su época. Bernstein desarrolla una
demostracion alternativa del teorema de Weierstrass en 1913 en un breve articulo titulado
“Démostration du théoreme de Weierstrass fondée sur le calcul des probabilités" (Bernstein, 1913).
Aqui utiliza la misma idea de Weierstrass pero utilizando una distribucion de probabilidad
binomial. Considera una funcién arbitraria que es igual a la esperanza matematica de un

experimento para todos los valores de x.

Fa)y=lin' 3 F(%'-) O (1 — T

n=com=>0

-~

(Bernstein, 1913, p.1)

Bernstein, ademds de demostrar de una manera mas sencilla el teorema, brinda una manera de
encontrar los polinomios. Este es el motivo por el cual su trabajo es conocido actualmente en

fisica.

CONFRONTACION ENTRE LAS SIGNIFICACIONES HISTORICA Y ESCOLAR

Hasta este momento hemos dado un ejemplo de la significativa relacién en sus contextos de
origen de conocimientos matematicos que en la actualidad aparentan no tener vinculacién.
Investigaciones han brindado ejemplos que permiten ver como el conocimiento matematico no es
compartamentalizado en el momento de su produccién (Cantoral, 20012; Montiel, 2005). El caso
presentado en esta investigacién se encuentra, a diferencia de los citados, en una época en donde

la matematica se constituyé como ciencia auténoma. Aun en las matematizaciones mas rigidas del
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siglo XIX, el conocimiento matemdtico no se compartamentaliza. Fue utilizado por los

matematicos de la época como un todo integrado y relacionado.

Ante nuestra critica al discurso matematico escolar, proponemos un redisefio de éste. ¢Cémo
hacerlo? Con base en (Espinoza, 2009) planteamos lo siguiente: para desarrollar un redisefio del
discurso matematico escolar, es necesario entender las diversas significaciones del conocimiento
matematico en los diferentes escenarios en que vive. Estos contextos pueden ser: su origen
histdrico, el escolar, el uso de este conocimiento en las ciencias y en el cotidiano. Presentaremos

aportaciones considerando los dos primeros.

El teorema de aproximacion de Weierstrass es un resultado matemdtico muy importante, tanto en
el momento de su produccién como en la matematica de frontera de nuestros dias. Provee una
vinculacién interesante entre el calculo, el andlisis matematico y la topologia matematica. éPor
gué un resultado matematico tan importante aparece en el discurso matematico escolar actual
como un simple ejemplo o ejercicio en medio de muchos otros teoremas, o incluso es inexistente?
Para entender esto entendamos la significaciéon que tiene este conocimiento en el discurso

escolar.

El teorema de aproximacidon de Weierstrass aparece en
el discurso escolar en la teoria de aproximacion y en las
introducciones a la topologia matematica. Su o

significacion se centra en la idea de la aproximacién e W

polinomial mediante la convergencia uniforme (Figura 3).

Significacion escolar del teorema
Figura 3

La atencién se centra en la funcién que se desea

aproximar o representar mediante polinomios, y enla

serie de funciones polindmicas que converge a tal funcién.

Sin embargo, la significacion que encontramos en su produccidn histérica es diferente. Como
mostramos, la idea de la época se sustenta en la esperanza matematica. La significacién basada en
la aproximacién polinomial aparecié recién en 1885 con su teorema. Esta es la Gltima de una
cadena de significaciones relativas al problema de la analiticidad de las funciones (Espinoza, 2009).

La probabilidad fue un recurso metodolégico que utilizé Weierstrass para demostrar su teorema.
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Sin embargo, la significacion del problema se encuentra en una peculiar manera de mirar su

produccion que plasmé en su obra.

El problema de la analiticidad consistio en saber cudles eran las funciones que podian ser
estudiadas por las reglas del andlisis matematico. Euler (1707-1783), Lagrange, Fourier, Cauchy,
Dirichlet y muchos otros, abordaron el problema. Weierstrass aborda este problema y le pone un
punto final, al afirmar que todas las funciones continuas son susceptibles a ser estudiadas por las
reglas del andlisis. En otras palabras, existe la posibilidad de representar analiticamente cualquier

funcioén continua.

Para demostrar esto Weierstrass dejé de mirar a la funcion como el objeto de estudio y mird al
conjunto de todas las funciones. Su intencidn fue caracterizar a todas. Cambié la manera de ver el
problema, de mirar a la funcion como el objeto de estudio a utilizarla como un medio que le

permitié describir la naturaleza topoldgica del espacio de funciones continuas.

Aqui identificamos una confrontacién entre la significacion escolar y la de la produccién histérica.
La significacion escolar, centrada en la funcidn y la serie convergente, o en la funcion y la
existencia de un polinomio en una vecindad de la funcién, no permite observar que el gran
resultado de este teorema es la descripcidn de la naturaleza topoldgica del espacio de funciones
continuas, y no meramente la aproximacién de una funcidon arbitraria. Por otra parte, la
significacion histérica no centra la atencidn en la aproximacién polinomial, sino en la
representacion analitica (mediante una funcion infinitamente diferenciable en todos sus puntos).
No se busca una aproximacién polinomial, sino la representacién de una funcién por otra que sea
susceptible a ser estudiada por las reglas del analisis matematico. Esta confrontacién puede

permitirnos explicar las dificultades de los estudiantes al estudiar estos temas.

CONCLUSIONES

La socioepistemologia ha detectado al discurso matemadtico escolar en gran parte como el
causante de los problemas en el aprendizaje de las matematicas (Cantoral, 2001b). De aqui que
nuestras aportaciones no se limitan a proveer mejores métodos de ensefianza y aprendizaje de las

matematicas escolares, sino que se amplian a estudiar el estatus epistemoldgico del conocimiento
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matematico escolar. Para esto estudiamos las diversas significaciones que tiene el conocimiento

matematico en los diversos escenarios en los que vive.

De aqui que nos interesamos en la dimension sociocultural del conocimiento matematico, la cual
nos permite estudiar los procesos de construccion del significado. Este proceso esta situado a las
condiciones contextuales y a los escenarios socioculturales en los que el conocimiento esta
inmerso. Nuestro estudio en el escenario histdrico nos proveyé informacién relevante sobre el
estatus epistemoldgico de los conocimientos matematicos. Desviando nuestra atencién de los
objetos matematicos, ponemos atencion a las practicas asociadas a la construccion social del
conocimiento. Con éstas aportamos epistemologias alternativas a las del discurso matematico

escolar que buscan democratizar el aprendizaje de las matematicas.

Situamos la aportacién de esta investigacion en este nivel. Brindamos elementos epistemolégicos
gue aspiramos puedan ser utilizados para un redisefio del discurso matematico escolar. Este
redisefio no debera limitarse a un cambio de contenidos, sino deberd incluir el cambio de mirada
que le dio Weierstrass a la matematica. Con base a la evidencia histdrica y a la epistemologia
desarrollada en (Espinoza, 2009), consideramos que este cambio de mirada es fundamental para
entender la naturaleza epistemoldgica del cdlculo y el analisis matematico y las vinculaciones que
tienen las diversas areas del conocimiento matematico que el discurso matematico escolar actual

ha segmentado.
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