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Resumen. La ensefianza del concepto de integral en la educacion media superior es
considerada clave del curso Cdlculo Integral, de la Reforma Integral del Bachillerato como lo
sefialan los programas de estudio del bachillerato tecnoldgico SEP (2008). Los nuevos
programas demandan una metodologia centrada en el aprendizaje, donde los conocimientos
previos deben ser el predmbulo para adentrarse al estudio de conceptos clave, por lo que es
importante proponer actividades para abordar estos conceptos enmarcados en la
metodologia sugerida, tradicionalmente se privilegia el tratamiento algoritmico, sobre el
conceptual. En este trabajo proponemos algunas actividades, la utilizacion del software
GeoGebra de Hohenwarter (2008) y sus bondades visuales para equilibrar la situacién, como
un recurso diddctico que permite a los estudiantes de bachillerato apropiarse del concepto en
cuestion. Daremos a conocer una experiencia empirico experimental con alumnos de
bachillerato.
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Introduccion

Un concepto fundamental del curso de Célculo Integral es la nocidn Integral, este concepto suele
introducirse en la ensefianza del bachillerato como la antiderivada o la primitiva de la derivada,
desde este enfoque se privilegia lo algoritmico y los alumnos muchas veces saben integrar pero no
comprenden que es la integral, ni cual es su utilidad. Con las nuevas calculadoras CAS o el software
como DERIVE, MAPLE o MATEMATICA resolver una integrar es un asunto de dar algunos
“teclazos”, y un estudiante con acceso a ésta tecnologia, tendra resuelta la algoritmia involucrada
en el calculo de una integral. Pero, icontard con elementos conceptuales que le permitan discernir
si los resultados emitidos por la calculadora o computadora son correctos, podra realizar una
adecuada interpretacién?, isera posible revertir la situacion? es decir, lograr que los estudiantes
tengan una nocidén del concepto de integral, que sepan para que es util, aunque la tarea de las
técnicas de integracidn sea sacrificada y delegada en todo caso a un software. La propuesta de
este trabajo es que nuestro objeto de estudio en un curso de calculo integral, debe ser con una
tendencia conceptual y no algoritmica, para ello utilizamos el software de Geogebra y su

posibilidad de hacer geometria dindmica, ademds de practicar lo anterior mediante la
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presentacion de problemas que incluyan el contexto inmediato de los estudiantes. También es
posible acceder a dichos conceptos mediante la explicacidon de fendmenos que se presenten en el

entorno social y tecnolégico del alumno.

Antecedentes

Cabaiias y Cantoral (2006) sefialan que: “suele introducirse el concepto de integral en la educacion
media superior como una forma de obtener el drea y se fundamenta en una particular utilizacién
del concepto de limite”, expresan que: “esta forma causa dificultades cognitivas”, diferentes
estudios muestran que los estudiantes tienen dificultades para concebir los procesos de
integracion y que ellas se relacionan con un cierto desequilibrio entre el tratamiento conceptual y
con el algoritmico pues se privilegia el tratamiento algoritmico, (Arcos Quezada, 2006; Cordero,
2003; Artigue 1998). Un estudio realizado en (Cordero, 2003) en el que se acude al empleo de
marcos epistemoldgicos, modelos para la cognicidon y sobre los tratamientos didacticos para
entender el patrén de construccién de la teoria de integracidn, encontrd entre otras afirmaciones
que: considerar al drea bajo una curva como modelo geométrico de la integral en un ambiente de

variacién continua, exige mover lo estdtico.

De la propuesta

El presente trabajo propone una serie de actividades que consisten en medir el area por diferentes
métodos de figuras geométricas (Tridangulos, trapecios, rectangulos, semicirculos) tangibles,
hechas en madera o acrilico. Para generar un conflicto cognitivo se pide el calculo de areas de
figuras también tangibles como: sectores de areas parabdlicos, de una raiz cuadrada o de la
funcién senx. En esta tarea se pide a los alumnos que planteen un problema contextualizado
donde se involucre la figura geométrica de la cudl se desea obtener el area. Posteriormente se
recurre al software GeoGebra a través una serie de actividades disefiadas, donde se puede
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visualizar exhaucion de un sector parabdlico y la idea de Leibniz de que ~r significa que
la suma de los rectangulos infinitamente pequefos es Q. Con el uso del software podemos revertir
lo que Cordero (2003) encontré “la exigencia de mover lo estdtico”. GeoGebra tiene una

herramienta o comando llamado Deslizador que consiste en asignar a una variable valores que
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pueden ir cambiando discretamente con incrementos que uno decida, y si esta variable esta
asociada a algun objeto geométrico éste cambia en tiempo real. En la figura 1 mostramos como el
Deslizador a varia de 1 a 20 y esta asociado al radio de una circunferencia, que al mover el

Deslizador traza las circunferencias con los distintos radios. jEstamos moviendo lo estatico!
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Figura 1. Circulos concéntricos de radio los valores del deslizador a.

Como seiala Cantoral y Cabafias (2006) la explicacidn didactica asociada a la presentacién de la
integral, normalmente se realiza a través de la consideracién de que para una funcién positiva

Ill

definida sobre un intervalo cerrado, la integral proporcionara el valor del “drea bajo la curva”. La
medicién de dicha drea se obtiene subdividiendo en regiones planas mas pequeiias, cuyas
disposiciones geométricas permitan la utilizacion directa de férmulas conocidas. Suele dividirse,
por ejemplo, al intervalo de integracion en subintervalos de igual longitud, sobre los cuales se
construyen rectangulos construidos. El calculo del area de estos rectangulos utiliza la formula
elemental “base por altura” ésta construccidon la puede realizar GeoGebra con un comando
llamado sumainferior[], o sumasuperior[] entre corchetes se escribe la notacion, por ejemplo:
sumainferior[f,a,b,n] que indica el cdlculo del drea bajo la curva f, en el intervalo [a,b], con n
subdivisiones. Estos comandos realizan un cdlculo aproximado al drea bajo la curva por defecto o

por exceso De esta manera podemos usar un Deslizador asociandole valores por ejemplo de uno

hasta quinientos y asociarlo a la sumainferior, al ir cambiando el nimero de subdivisiones del
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intervalo en tiempo real, se logra visualizar que a medida que n crece, se tiende a un limite,
justamente la medida del drea bajo la curva. La figura 2 muestra la suma para 10 rectangulos bajo
la funcidn f{x)=x’ +3 en un intervalo de 0 a 2, luego se hace crecer n a 40 y se muestra en la figura
3 luego se cambia hasta 200 como lo muestra la figura 4, finalmente la figura 5 muestra una

aproximacion del drea bajo la curva para 400 subdivisiones
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Figura 2. Area aproximada con diez subdivisiones Figura 3. Area aproximada con 40 subdivisiones

Area aproximada = 865
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Figura 4. Area aproximada con 200 subdivisiones Figura 5. Area aproximada con 400 subdivisiones

Comité Latinoamericano de Matematica Educativa A. C.

1354



Capitulo 5. Uso de los recursos tenoldgicos en el proceso de aprendizaje de las matemdticas

El poder que dan los Deslizadores para visualizar a la integral como un proceso de un limite
moviendo lo estatico, es una idea bastante plausible para introducir asi el concepto de Integral en

el bachillerato.

Metodologia

Se aplicaron las actividades a un grupo de 5to semestre de bachillerato, la experiencia fue una
experimentacién empirico experimental. El grupo estuvo formado por 45 alumnos, se dieron 7
sesiones de una hora en donde los alumnos se familiarizaron con los comandos de GeoGebra a la
vez que exploraron graficas de funciones algebraicas y trascendentes. Buscando la articulacién
entre la representacion simbdlica y la grafica, estudiando los efectos de los pardametros de las
formas generales en la representacidon simbdlica de las funciones. En la sexta actividad los
estudiantes exponen los contextos que inventaron asi como los métodos que usaron para calcular
el drea. La sesidn 7 aborda el calculo de areas bajo curvas, usando la idea antes expuesta a través

del uso del comando Deslizador para diferentes casos de funciones y diferentes valores de n.

Resultados

Los contextos que proponen los estudiantes resultan interesantes porque parten desde sus
propios intereses, sus exposiciones son parodias, maquetas sobradas de creatividad. El conflicto
cognitivo efectivamente aparece cuando los alumnos no pueden calcular de manera exacta el

area, ellos encontraron métodos de exhaucion como los mostrados en las figuras 6y 7.

Figura 6. Area aproximada de un sector Figura 7. Area aproximada de un sector
parabdlico parabdlico
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Como podemos observar, hacen un supuesto de que algunos porciones de drea son muy parecidas
al drea de un triangulo, un método recurrente que usaron fue el de cuadricular, otros encontraron
el método de cubrir con rectdngulos por exceso o por defecto pero tuvieron dificultades para
entender el método. Logrando asi su interés por aprender un método que les permitiera calcular

el drea de su problema.

En la figura 8 se muestra como un alumno que ya comprendié el concepto de integral prefiere este
método para calcular un area, que las férmulas de la geometria plana, en la figura 9 un alumno
muestra que comprendid los dos métodos el uso de la integral definida y un método numérico. En
la figura 10 un alumno usa sus conocimientos de geometria plana y los de célculo integral para
calcular el area bajo una pardbola, incluso por dos métodos, mostrando un gran avance en
comprension del tema. En cambio en la figura 11 un alumno aplica un método numérico y obtiene

un resultado muy lejano del real.

Figura 8. Célculo del area de un trapecio usando la integral definida
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Figura 10. Célculo del area bajo una parabola dos formas

Figura 11. Calculo del drea bajo una recta resultado erréneo
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Conclusiones

La posibilidad de visualizar el concepto de integral con GeoGebra da la oportunidad de que los
alumnos reacomoden sus saberes e incorporen nuevos conceptos para resolver problemas, esta
experiencia empirico experimental nos permitié realizar un analisis cualitativo y en alguin
momento pudimos observar que los estudiantes sabian para que es util la integral, aunque no
sabian integrar. Avanzado el curso pudimos lograr el equilibrio entre lo conceptual y lo
algoritmico. La gran mayoria pudo interiorizar el concepto de integral. Queda en el horizonte
poner en la practica docente esta propuesta y experimentar con mds grupos para alcanzar

mayores estandares en los saberes de nuestros estudiantes.
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