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Resumen. A decir de algunos especialistas en matemdticas y matemdtica educativa, lograr
que los estudiantes tengan un entendimiento profundo del cdlculo y con ello, contribuir al
desarrollo de futuros ingenieros, matemdticos y cientificos en general, precisa del
favorecimiento de formas de pensamiento y lenguaje de naturaleza variacional, asociados al
concepto funcion. En este sentido, en el presente escrito se describen algunas ideas y
referentes tedricos que motivaron y guiaron la produccion de un cuaderno de estudio sobre
dicho concepto, como es el caso de la modelacion matemdtica en tanto actividad y prdctica
matemadtica.
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Introduccion

La matematica escolar es entendida como el resultado de las transformaciones de la matematica
cientifica con el fin de hacerla un saber sociocultural susceptible de ser ensefiado y aprendido. En
este sentido y desde nuestro particular punto de vista, la matemdtica en tanto ciencia deductiva,
axiomatica, se genera a partir de los planteamientos y busqueda de soluciones a situaciones que le
son propias o bien, relativas a otros campos disciplinares. La matemadtica escolar en cambio, se
genera a partir de la necesidad especifica de educar matematicamente a la sociedad en su
conjunto. Por tanto, es posible distinguir al menos dos tipos de actividades matematicas: la
actividad matematica cientifica y la actividad matematica escolar. La primera, encierra un conjunto
de acciones complejas que el matematico pone en juego ante determinadas situaciones, por
ejemplo, estimar, medir, razonar, argumentar, reconocer modelos y estructuras, entre otras. Por
su parte, la segunda se orienta mas al entendimiento del lenguaje y las estructuras de la
matematica misma (Cordero, 2005). De esta manera, las formas en que los estudiantes habran de
comprender y proceder en el dmbito escolar, seran tipicamente diferentes de aquellas que se
esperan realicen en ambitos distintos a este. Se dice pues, en un sentido amplio, existe un

problema de transferencia de los saberes.

Es asi que, partiendo de este contexto y apoyados en la idea de que el sujeto y el objeto de

conocimiento se construyen mutuamente a través de la actividad, presentamos en este escrito,
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algunas de las ideas y consideraciones tedricas-practicas que motivaron y guiaron el proceso de
produccion de un cuaderno de estudio referente al concepto funcién real de variable real para

estudiantes de bachillerato.
Se trata de un material impreso cuyo contenido se desarrolla esencialmente en dos ejes:

i. La modelacion matemdtica de fendmenos y situaciones en donde hay presencia de
variaciones y cambios con el fin de poder dar una descripcién cuantitativa y cualitativa de

los mismos.

ii. El estudio de saberes matematicos propios de la variacién y el cambio, como es el caso de

las funciones y sus propiedades en la formulacion de modelos matematicos.

Presencia del concepto funcién en los libros de texto

La presencia del concepto funcién (de variable real) en los libros de precalculo o de introduccién al
calculo, suele “justificarse” desde lo que hemos denominado: discurso escolar intramatematico.
Dicho en otras palabras, aun cuando los autores refieran la importancia de las funciones en las
ciencias y sus obras proporcionen ejemplos o ejercicios aplicativos en estas, lo cierto es que la
estructura, tratamiento y discurso desplegados en torno a dicho concepto, se rige bajo una vision
deductiva de las matematicas. Esto es (en el mejor de los casos), se orienta el pensamiento hacia
una forma de razonamiento légico deductivo, que se hace visible en la presentacion secuencial de
definiciones, propiedades y ejemplos de conceptos matemdticos. Si bien este tipo de
razonamiento, es una forma de pensamiento matematico, también es cierto dejan fuera acciones
como el establecimiento de relaciones matemadticas en situaciones especificas, la generalizacion
de observaciones, la argumentacién y la generacion de ejemplos por induccién, para la
formulacién de conjeturas imprevistas que, a la postre, también son formas matemadticas de

pensar, empero, poco favorecidas en los textos.

Segun (Chevallard, 1998) las transformaciones para adaptar los saberes matematicos a libros de
texto se verifican, entre otras acciones, a través de procesos de delimitacién, fragmentacién y
despersonalizacién de esos saberes, produciendo su descontextualizacién, asi como su
desvinculaciéon de la red de problematicas que les otorgan sentido y significados, y que los fueron

constituyendo como objetos matematicos del saber.
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Esto puede observarse en las formas en que se introduce y trata el concepto de funcién en los

libros, donde es posible identificar definiciones mas o menos andlogas a las siguientes:

= Una funcién es una regla (de correspondencia) que asigna a cada elemento x de un conjunto

A, exactamente un elemento llamado f(x), de un conjunto B.

En palabras de Freudenthal (1983), citado en Ruiz (1998), esta definicidn de caracter légico-formal,
oscurece el significado esencial de una funcién, perdiendo su caracter dindmico para

transformarse en algo estatico.

= “yes una funcion de la variable x, definida en un intervalo tal que a < x <b, si para todo valor

de la variable x en ese intervalo, le corresponde un valor determinado de la variable y”

Ambas definiciones, provienen de los trabajos desarrollados por matemdticos como Cauchy,
Dirichlet y Cantor, quienes en la corriente de conformar sistemas axiomaticos para las distintas
ramas de las matematicas en el siglo XIX, intentaron dar una definicion formal de funcién. De esta
manera y en mayor o menor medida, los resultados de estos trabajos, las restricciones que
impone el funcionamiento del sistema didactico y la economia de los tiempos, han perneado el
discurso escolar del concepto funcion en los libros de texto, desligdndolo de todo proceso de
produccion, y dejando a un lado la evolucion del mismo. Se ha desatendiendo su origen y reducido
al minimo su utilidad y pertinencia, mostrdndose como un saber andnimo, bajo el aspecto de

verdades innatas (Chevallard, 1982).

La modelacién matematica

En nuestro material, centramos la atencion en la practica de modelacién matemdtica como objeto
de estudio y como practica escolar, donde el entendimiento de la modelacidon no se reduce a una
habilidad cognoscitiva individual (Blomhoj y Hojgaard, 2003), sino como parte constitutiva de la
practica matemadtica, concretamente, la practica matematica escolar. Asi, se intenta promover y
favorecer el estudio de situaciones fenomenoldgicas donde el énfasis es puesto en la variacién de

las variables, a fin de dotar de significados a la funcion.

La matematizacion de fenédmenos de distinta naturaleza, influenciados o generados por variables

0 magnitudes que van cambiando de un estado a otro, normados por prdcticas sociales como la
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prediccion, ha regido la construccion de conceptos matemdticos durante varios siglos. Sucede que
en ciertas situaciones se requiere conocer el valor que tomard una magnitud con el paso del
tiempo. Se precisa entonces, determinar el valor que tomara una variable que depende de otra
(variable independiente) cuando ésta cambia de un estado a otro. Sin embargo, restringidos para
manipular el tiempo segln nuestros designios, se recurre a la practica predictiva, es decir, saber
cual es el valor que tomara nuestra variable después de transcurrido cierto tiempo a partir de un
modelo matemadtico de la situacion o fendmeno. De modo que, considerando valores iniciales es
posible describir y cuantificar la forma en que ellos cambian y como cambian sus cambios

(Cantoral y Farfan, 2000).

La necesidad de predecir, estimar y aproximar los cambios o variaciones en fendmenos de la fisica
y de la mecénica de los cuerpos celestes, como el fluido de liquidos (Newton), la transmision del
calor (Fourier) y la velocidad con que se mueve un cuerpo (Fermat, Descartes, Laplace y otros),
concitaron la generacién de modelos matematicos para describir y explicar tales fendmenos a
partir del desarrollo de conceptos matematicos del Calculo y el Andlisis matematico (Cantoral,

2001).

Se sabe (Hernandez, Mufioz, y Buendia, 2007) que practicas sociales como la prediccién y la
interpolacién en la modelaciéon matematica de fendmenos, favorecen la reconstruccién del calculo
escolar. Bajo esta idea se aborda el estudio de funciones en esta propuesta, utilizdndolas como
una herramienta matematica que permita entender, describir y explicar fenédmenos y situaciones
de distintas disciplinas cientificas y de la cotidianeidad, que su vez vaya fortaleciendo la estructura

conceptual del estudiante y su entendimiento del Calculo.

Aspectos didacticos asociados al aprendizaje de funciones

En Kieran (1995), citado en Monzoy (1998) se considera que describir el mundo es describir el
cambio y al hacerlo se crean objetos viables en los que las funciones son un tipo especial de
dependencia de algo que varia libremente a algo que varia bajo ciertas restricciones, esto supone
que en el estudio de funciones, los alumnos deben desarrollar ideas y estrategias variaciones. Por
ello, consideramos en la modelacién de las situaciones propuestas en el material, los siguientes

aspectos para su estudio.
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La nocion de prediccion. Esta nocién se construye socialmente a partir de actividades
cotidianas en las que se requiere determinar el valor de una variable con el paso del tiempo,
cuando un fendmeno cambia de un estado a otro. Esto requiere de la construccion de un
instrumento que permita mirar la variacién continua para representarla en el contexto

matematico (Cantoral y Farfan, 2000).

Estudio de la variacion, ¢como cambia lo que cambia? En la matematizacién de las situaciones
se pone atencion en identificar qué, cdmo y cuanto cambia lo que cambia, mediante el andlisis
de la variacion de los valores de las magnitudes o variables que intervienen en la situacién o
fendmeno, esto permite describir las variaciones (directa, inversa, periddica, constante, con
“rapidez”, creciente, decreciente, etc.) y, por consiguiente, caracterizar los distintos tipos de

funciones.

Andlisis e interpretacion local-global, cualitativa-cuantitativa de grdficas de funciones. Entre
las acciones para generar un modelo matematico, se hace necesario saber interpretar graficas
de funciones, de modo tal, que sea posible analizar aspectos globales, locales, cualitativos y

cuantitativos.

Analizar una situacion o fendmeno localmente consiste en centrar la atencién en zonas,
intervalos o puntos especificos de la grafica que lo representa. Por el contrario, analizar
globalmente significa centrar la atencién en la totalidad de la gréfica o bien, en zonas o
intervalos muy prolongados. Cuando se hace una descripcidon o analisis detallado, ya sea de la
forma o comportamiento grafico, se dice que el analisis es cualitativo. En cambio, si el analisis
grafico se realiza con un enfoque numérico o referente a cantidades o valores, se le llama

analisis cuantitativo.

La construccion de grdficas. Establecer relaciones entre las operaciones algebraicas y su
representacion grafica provee de significados geométricos a las operaciones con funciones y
conocer el comportamiento tendencial de sus grdficas. Tener una idea sobre los
comportamientos graficos de un conjunto basico de funciones resulta oportuno al momento
de interpretar graficas y obtener sus expresiones algebraicas o férmulas. Para ello es
importante conocer las transformaciones que sufre la gréfica de una funcién a partir de la
informacién que brinda la variacion de pardmetros, la multiplicidad de raices, reflexiones y

simetrias con respecto a los ejes de coordenadas.
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Enfoque y estructura del material

Cada actividad ejemplificativa asi como los ejercicios y tareas propuestas en el material, constan
de la descripcion verbal, numérica, gréfica, analitica e iconica sobre elementos de estudio de una
funcion en tareas de construccidn, interpretacidon local-global o cualitativa-cuantitativa y de
visualizacion para estimar, describir y predecir situaciones fenomenoldgicas, siguiendo la

estructura mostrado en la figura 1.

Predecir, estimar,

1. Situacién 1 2. Analisis

aproximar

Verificar y validgr Construir, representar

5. Solucién 3. Formulacién
4. Concepto
Usary matematicoy Interpretar,
propiedades interpolar
aplicar
o %

Figura 1. Estructura seguida en las situaciones de modelacion

Modelacién de situaciones o fendmenos con funciones

En este apartado se ilustra, mediante la modelacién matematica de un proceso bioldgico, el

tratamiento didactico que del concepto funcidon se hace en esta propuesta.
556
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1. Situacion

Descripcion de una situacién o
fendbmeno en el que se requiere
estimar, predecir o aproximar valores
del mismo, a partir de la informacién y
datos iniciales sobre este, que se dan

de forma verbal, grafica o numérica.

2. Andlisis

Entendimiento del contexto, su
interpretacién y la identificacion de
variables, tanto del fendmeno como del

contexto.

Se describe una situacion de &
reproduccion celular, conocido &
como meiosis, en el que una
célula cumple su ciclo en 24
horas, es decir, la célula diploide inicial se
convierte en 4 células haploides. Se requiere
predecir, écuantas células se tendran después

de 5 dias?

Para generar el modelo matematico del

proceso, se consideran:

i) Las variables que intervienen: el tiempo en
que se reproduce cada célula y el nimero

de células producidas;

ii) La relacion entre variables, es decir, la

forma en que se reproducen las células.

3. Formulacion del modelo Se construye una tabla o grafica con valores

., iniciales del proceso, a fin de obtener una
Tareas de analisis, construccion,

. ., . ., expresién analitica que lo modele, mediante el
interpretaciéon o interpolacion para

analisis de la variacién de los datos.

generar una representacion
matematica del fendmeno. Reproduccion
Dia
de células
0 1
1 4 :
1 4 5
2 16
3 64
557
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4. Uso y aplicacion del concepto

matemadtico y sus propiedades

Presentacion del contenido (concepto,
relaciones matematicas, propiedades o
procedimiento) y establecimiento de
una conexion con la pregunta
planteada en la descripcion de la

situacion.

5. Solucion y validacion

Interpretacion de los resultados
matematicos para la explicacion del
fendmeno. Determinacién del grado de
exactitud del modelo y comparacién de

la prediccion con los datos iniciales.

Recomendaciones

Del andlisis de variacién, se observa que:

= Las imdgenes de la funcién que modela la
situaciéon crecen rapidamente conforme

aumenta el numero de dias transcurridos

= Cada dia se tendran 4 veces el niumero de

células que se tenian el dia anterior

Estos aspectos caracterizan la  funcidn

exponencial y=4" (modelo analitico), x

representa el nimero de dias transcurridos.

La solucion del problema se obtiene
sustituyendo x = 5 en la expresién analitica,
resultando que después de transcurridos 5
dias, se tendran 1024 células producidas.
Posteriormente, se valida el modelo
contrastando los datos iniciales y se predicen

otros valores de la situacion.

Los procesos de transformacion que sufren los saberes matematicos cuando adquieren el estatus

de objetos de ensefianza, nos hacen mirar en la preparacién didactica del estudio de funciones en

el cuaderno, las ideas germinales de su desarrollo conceptual. De modo que, atendiendo a la

génesis, desarrollo y evolucién del concepto funciéon, se recomienda considerar en su tratamiento

didactico, los siguientes aspectos: la matematizacion de fendmenos; la practica de prediccion,

como mecanismo de construccidon del conocimiento matematico en situaciones de variacion y

cambio; la cuantificacion del cambio y la nocién de funcién, como relacién entre variables y como

regla de correspondencia.

Es preciso, también, en orden de entender el comportamiento tendencial de las funciones,

promover un andlisis puntual y global de sus graficas, y de sus transformaciones.
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A partir de la experiencia expuesta, advertimos la necesidad de promover, tanto en procesos
instruccionales como programas de curso y materiales “didacticos”, un entendimiento conceptual
de funcidon como una forma de relacionar cantidades variables; que permite por un lado, resolver
problemas de otros campos disciplinares y por otro, constituir una practica escolar que guia los

procesos de construccién del conocimiento relativo a funciones.
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