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Resumen. Nuestra hipdtesis de investigacion fue formulada en términos de asumir que
mediante un proceso de integracion de funciones, tomando como argumentacion la covariacion
entre progresiones aritméticas y geométricas los estudiantes, a través de interactuar en
distintos marcos (aritméticos, geométricos y algebraicos), construyen y reconstruyen diferentes
significados, entre ellos, el de nuestro interés, lo logaritmico. Donde también se establece una
cierta relacion entre la derivada y la primitiva de una funcion (Teorema Fundamental del
Cdlculo) y a la par una caracterizacion de funciones escolares. Nuestras actividades las
desarrollamos en un ambiente de geometria dindmica haciendo uso del software Cabri Il Plus.
Nuestro trabajo se desarrolla bajo la vision socioepistemoldgica y tomamos como metodologia
a la ingenieria diddctica.
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Al analizar la presencia de los logaritmos en la escuela, tal como nos menciona Ferrari (2001),
existe una “dislexia” entre la presentacién aritmética y funcional de los logaritmos en el discurso
matematico escolar propiciando cierto vaciamiento de significados de los mismos en los
estudiantes. En general, los estudiantes realizan operaciones o calculos con funciones
mecanicamente, sin conocer la naturaleza de ésta, no le dan el significado esperado por los

profesores a las expresiones, como en el caso de la funcion logaritmo.

Arrieta (2003) reporta que los estudiantes muchas veces se encajonan en lo lineal, prueba de ello
es que cuando se les presenta una tabla de valores donde se les pide encontrar algun valor casi
inmediatamente usan la regla de tres para cualquier caso, sin tener conciencia del tipo de
crecimiento que estad involucrado, quedandose en lo lineal y evidenciando por ejemplo lo
cuadratico. Nos menciona que para construir un modelo numérico de lo lineal no sélo basta con
manipular los datos de una tabla que describe un comportamiento lineal sino también distinguir lo

qgue no es lineal, la contraparte.

De la propuesta que Ferrari (2001) hace de los logaritmos, buscando una aproximacién a la
construccién de los mismos, tomamos una parte que consideramos relevante, tanto para proveer

al logaritmo de significados, como para reconstruir o construir algunos conceptos, por ejemplo, si
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tomamos como argumento principal la covariacién entre progresiones aritméticas y geométricas,
éstas permiten saber el tipo de funcion del que se esta hablando, ya sea una polindmica o
trascendente (logaritmo y exponencial). Entendemos en este trabajo a la covariacién como la
relacion entre las variaciones simultdneas de dos cantidades. Nos interesa que se perciba el tipo
de crecimiento que sufre cada uno de los elementos que intervienen y aceptar la intima relacion

que se establece entre ambos.

En este estudio socioepistemoldgico de los logaritmos, éstos se escapan del comportamiento que
siguen las funciones polindmicas, en las cuales al considerar su crecimiento numérico desde una
tabla de valores, la presencia de progresiones aritméticas tanto en su dominio e imagen nos
permite hablar de una funcidn lineal, mientras si se recorre a la primera, segunda, etc. diferencia
de las ordenadas, hablariamos de una cuadratica, cubica, etc. respectivamente. Mientras tanto si
tenemos en juego progresiones aritméticas y geométricas tanto en el dominio e imagen, se trata

de funciones trascendentes, en particular, del logaritmo y la exponencial.
El objetivo general de nuestra investigacion es:
Que los estudiantes:

-Caractericen a las funciones polindmicas y trascendentes (logaritmo y exponencial) a partir de la

covariacion de las progresiones aritméticas y geométricas.

-Establezcan una relacién entre la derivada y la primitiva de una funcién a través de la interaccion

con diferentes tipos de funciones.

Para ello realizamos una secuencia de actividades con dicho objetivo, la cual se llevé a cabo, como
primer acercamiento en la ciudad de Mérida, Yucatan. A continuacion se detallan las actividades,
aunque cabe mencionar que en este caso no se tomd a las exponenciales, debido a que este

objetivo fue ampliado con este tipo de funciones después de esta experiencia.

Anadlisis preliminar

Este analisis se toma del analisis socioepistemoldgico y exhaustivo que realiza Ferrari (2001,2004,
656
2007). De donde a través del andlisis diddctico se reconoce la problematica en cuanto a que en los

libros de texto la nocién de logaritmo aparece escindida de su significado original, de las
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controversias y consensos que suscitd. Respecto al andlisis cognitivo resulta interesante que ni los
alumnos ni los mismos profesores cuentan con muchos argumentos para definir a los logaritmos.
En el aspecto epistemoldgico, al analizar el devenir de los logaritmos en la historia, brinda una
enorme riqueza, debido a que se vislumbran los obstaculos inherentes al concepto, ademads de
conocer las practicas sociales que llevaron a su construccion, las cuales contribuyen enormemente

para realizar un redisefio del discurso matematico escolar, entrando también el aspecto social.

Disefio de la situacion didactica y su analisis a priori

Una variable diddctica es un elemento de la situacion que puede ser modificado por el maestro, y
que afecta a la jerarquia de las estrategias de solucion que pone en funcionamiento el alumno (por
el costo, por la validez, por la complejidad, etc.) (Brian, 1996, citado por Ruiz Higueras, 2000). En
este trabajo las variables didacticas que estaran en juego son las particiones en el eje x, es decir,
las progresiones geométricas y aritméticas, ya que esto le permitird al alumno reconocer la

funcion resultante, validando cuales la describen mejor.
Se parte de tres actividades, en cada una se exploraran las siguientes funciones:

e Lafuncién constante f(x)=1.

e Lafuncidn lineal f(x) =X,
o 1
e Lafuncién hiperbdlica f(x)=—.
X

La idea de iniciar asi, primero con funciones polindmicas, es para que los estudiantes se percaten
como el logaritmo quiebra con ese patrén de crecimiento, con ese juego que se da entre las
progresiones, que por lo tanto ya no se trata del mismo tipo de funcidn, sino ahora se esta en el
campo de las trascendentes. Debido a que nos interesa la argumentaciéon entre la covariacion de
las progresiones aritméticas y geométricas, creimos conveniente formar dos grupos de trabajo que
exploraran alternadamente dichas progresiones, con la finalidad de generar un ambiente rico en

discusion.
En la actividad 1, tomamos la funcién f(x) =1. Se plantea con la finalidad de que los estudiantes
se familiaricen con el uso del software Cabri Il Plus. También se pretende que los estudiantes
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comiencen a envolverse con los distintos marcos (geométrico, numérico y algebraico) para
generar argumentaciones, ademas consideramos que es una funcién que les permite hacer una

vinculacién de estos marcos.

Se dan las instrucciones para la construccién de la curva y el calculo de areas. También se les da
una tabla de valores, para percibir mejor la covariacidn entre las progresiones, estableciendo que
encuentren ya sea la diferencia o razon en la columna de las y, seglin crean conveniente. Esto se

hace también con las siguientes funciones.

La actividad 2 se trata de la funcién f(x) =X, donde ya con un poco de manejo de Cabri,
aproximarse al area que se encuentra bajo la curva, ya que se pretende que por lo menos se
percaten que se trata de una funcidn cuadratica. Ademas de que vayan vinculando la progresion
gue les permita hablar mejor de ese tipo de funciones, la progresién aritmética. Lograr establecer
gue de acuerdo a la posicidn de las progresién aritmética que les da como resultado, digan de que

funcion se trata, ya sea lineal, cuadratica, cubica, etc.

1
En la actividad 3 se toma la funcion f(x) =—, con la que se busca desequilibrar la construccion
X

gue hasta el momento tienen, basada en la covariacidon entre progresiones aritméticas. Que se
percaten que esta nueva funcién, el logaritmo, se escapa de este patrén de crecimiento. No se
pretende que lleguen a la expresion algebraica como tal, pero se considera que es posible que los
estudiantes logren percatarse que se trata del logaritmo, ya sea recordando el resultado de la
integral, o debido a que ya pueden haber establecido que la funcidn que les resulta es la primitiva

y la derivada de esta ultima es la funcién de la que calcularon el area, por lo tanto pueden

d 1 , . . .
recordar que d—lnx = —, x>0. Para finalmente establecer una diferencia entre las funciones
x X

polindmicas y trascendentes.

Experimentacion

Impartimos un laboratorio didactico en la XlI Escuela de Invierno de Matemadtica Educativa -
realizada en Mérida, Yucatan, en donde se tomaron elementos de la geometria en un ambiente

con Cabri Il Plus, las funciones fueron sometidas a un proceso, la integracion, tomandolo como “el
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area bajo la curva” basandose en progresiones aritméticas y geométricas, las cuales generan
argumentos que permiten construir y reconstruir los significados que los estudiantes tienen de las

funciones.

Este disefio de actividades surge de la tercera parte que Ferrari (2007) plantea como una de las

fases para la construcciéon social del logaritmo. Es la etapa donde se plantea al logaritmo como
objeto tedrico, visto como la integral de la funcién f(x)=—. La construccién de la funcién
X

logaritmo como la integral tomando como argumentacion la covariacidon de las progresiones
geométricas y aritméticas, contribuye a que los estudiantes identifiquen y diferencien al logaritmo
de las funciones polinédmicas, debido al patrén de crecimiento. Desde esta vision, partimos para la
construccién de nuestras actividades, considerando que esto ayuda a que los estudiantes logren
caracterizar a las funciones polinédmicas y trascendentes, teniendo como argumento principal la
covariacidon entre las progresiones aritméticas y geométricas. Ademas de lograr establecer la
relacion que existe entre la funcion graficada y la funcion obtenida, es decir, que los estudiantes se

I”

percaten que el “area bajo la curva de la derivada es la grafica de la primitiva” (Aguilar, 2005).

La mayoria de los estudiantes que se inscribieron al laboratorio eran estudiantes de la Licenciatura

en Ensefianza de las Matematicas. El laboratorio didactico se llevd a cabo tres dias con sesiones de
aproximadamente 3 horas. En todas las actividades tomamos una funcién del tipo f(x)=kx"

donde particularmente consideramos k=1 y x >1, solicitdndoles a los estudiantes argumentar

sus respuestas.

Andlisis a posteriori y validacion

Presentaremos los resultados de las actividades, se ubicaran de acuerdo al tipo de progresion que

manejaron.

Para la primera actividad, los estudiantes, en general, presentaron pocas dificultades, algunas

cuestiones relacionadas con el software y con el significado de algunas simbologias de la tabla.
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Figura 1

Los valores en la tabla les permitieron establecer sin muchos cdlculos la expresion algebraica que

describe dicho patrén de crecimiento.

Ademas logran percatarse de cémo crece cada columna y la relacion entre ambas. En cuanto a los

estudiantes que tomaron una

progresion geométrica lograron percatarse de qué funcion se

trataba, pero no hicieron hincapié en la progresion geométrica que les resultd, no teniendo adn

elementos para caracterizarlas. Tanto los estudiantes que trabajaron con progresiones aritméticas

y geométricas obtuvieron una expresion algebraica. Figura 1.

Respecto a la segunda actividad hubo mas complicaciones para saber de qué

IV |
.y . . .z 7
funcién se trataba. A los estudiantes que trabajaron con la progresion < )
2'(2°) -)
aritmética no se les dificultd operar con ella y en consecuencia hallar la 1(2'J y
5
< - %2
funcion, en este caso la cuadrética, consideramos que esto en parte se debe a 2l) oy
Low N J Z
que, generalmente en la escuela se trabaja con ese tipo de progresiones | X = = net(gn
J
7 J
. . . . e{a)
cuando se tabula y grafica. Mientras tanto los estudiantes que trabajaron con s
/7-1) ) }
. sy .pe . v o] .
las progresiones geométricas presentaron dificultades para hallar la relacién E;_(,: é

gue existia en el crecimiento de cada variable, a pesar de ello un estudiante

Figura 2

logrod hacer un analisis muy interesante, como se describe a continuacion.,

Este estudiante inicié tomando valores en el eje de las x en

| X = __2”" -7 progresidn geométrica, logrando vincularlas a través de otro
3: 22"’ —1__ yf* crecimiento una progresién aritmética con la cual iba
- =1 8 3 T - obteniendo tanto los valores del dominio como los de la
- Zx=2" imagen, para después dejarlas en una sola funcién. Lo
Figura 3 interesante de este caso es que logra relacionar a la

progresion geométrica con otra, la cual se aproxima mucho a
una progresidon geométrica. Figura 2 y 3.
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ediferencia
o razén?

Respecto a la tercera actividad se percatd un cierto desequilibrio debido a que PR

en esta Ultima actividad los estudiantes eligieron libremente con que

progresion trabajar. Casi todos los estudiantes prefirieron la progresion

aritmética, pero a estos estudiantes no les ayudé mucho tomar esta progresion

ya que los valores obtenidos no presentaban algun patréon de crecimiento, por

5 -2l [ Men | O] 2|0

lo que solo se quedaron en la tabla de valores, no encontrando ninguna

relaciéon entre los valores de x y y. Presentandose asi uno de los obstaculos

previstos, debido a los diferentes patrones de crecimiento entre los tipos de

funciones. Figura 4.

En cuanto a los estudiantes que tomaron una progresién geométrica,
estos se sorprendieron al ver lo que les resultaba en las areas, ya que
obtuvieron una constante, teniendo asi una progresion aritmética en la
suma de areas. Percatdndose de que a diferencia de las otras funciones
las cuales se describian mejor con las progresiones aritméticas en este
caso era mas apropiado tomar una progresion geométrica en el eje de

las x y la cual traia como consecuencia una progresién aritmética en el

eje y, teniendo asi en juego dos progresiones distintas. Figura 5.

Figura 5

1
Varios de los estudiantes vincularon la integral de la funcién f(x) = — con el logaritmo, por ello
X

es que sabian que esa era la funcién que relacionaba a la x y y, pero algunos argumentaron que no

era facil saber la expresidn algebraica.

En general, los estudiantes argumentaron sorprenderse de los comportamientos entre las
funciones, mencionando que jamds las habian tratado de esa manera. Hubo un quiebre
importante en cuanto al tipo de progresiones que los estudiantes estaban acostumbrados a
manejar, es decir, percibir que tomar intervalos en progresiones aritméticas para calcular el area
bajo una curva no proporcionan mucha informacion para establecer la relacidn entre los patrones
de crecimiento de la funcion logaritmo. Los argumentos que lograron dar son muy interesantes,
aunque hubo algunas dificultades que fueron, desde la simbologia y organizacion de la tabla, hasta

dificultades de algunas nociones que nos interesaba que se enfatizaran mas, es decir, como la idea
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de darle explicitamente mayor importancia a las progresiones para determinar cada tipo de

funcién.

Reflexiones finales

Construir a las funciones desde esta perspectiva generé un ambiente rico, por un lado el uso del
software Cabri Il Plus, la participacion por parte de los estudiantes, ademds de mirar al logaritmo
como la cuadratura de una funcion, permitié a los estudiantes diferenciarla de las polinédmicas,
hallando a su vez otros argumentos para definirlas. Por los argumentos que se generaron en esta
experiencia, observamos que los estudiantes establecen estas diferencias y ademas ciertas
relaciones de los dos procesos de integral y derivada, haciendo inferencias para determinar la
funcién resultante, considerando a su vez que al resultado no solo lo estan contemplando como
un numero sino también como una funcion. A la par de realizar estas aproximaciones se percatan
de que éstas son mejores cuando las particiones que se toman en el eje x son mds pequeiias, tal
como lo apoya Robutti (2003), cuando nos menciona que este tipo de acercamientos atiende la
discontinuidad epistemoldgica, respecto al paso de finito al infinito, de discreto al continuo,
marcado por la definicion de la integral definida como el limite de sumas finitas. Tal como
mencionamos anteriormente, con estas actividades se genera un quiebre entre lo escolarmente
estd construido, es decir, el manejo de progresiones aritméticas y el ingreso de progresiones
geométricas, del cual se pretendia que a las primeras las asociaran al patrén de crecimiento que
les da mayor informacidn en las funciones polindmicas y que las segundas les provee de mds
argumentos para definir al logaritmo. Queremos recalcar que no pretendemos que se apropien del
concepto de todas las funciones en si, sino esto representa una parte de todo ese proceso, ya que
como nos menciona Sierpinska (1992, citado por Ferrari, 2001), para decir que se entiende algo,
debes establecer que es o que no es. En nuestro caso, se provee de algunos argumentos para decir

cuando una funcion es de cierto tipo.
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