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Resumen. La demostracion es uno de los ejes de la actividad matemdtica y muchos estudios
se refieren al tipo de problemas que pudieron dar origen a la evolucion de este concepto. Para
abordar la investigacion en torno a la utilizacion de procesos de demostracion por parte de los
estudiantes, se trabajé con un grupo de segundo afio de la carrera Profesorado en
Matemdtica de la Universidad Nacional de La Pampa, Argentina. Se presentaron a los
alumnos, dos problemas que requerian, aunque no explicitamente, plantear una conjetura y
demostrarla. Uno de los problemas se refiere a sucesiones y el otro plantea una situacion
geométrica. Tal como podia preverse, a raiz del andlisis histdrico, el problema asociado a una
formulacion geométrica desencadend procesos de demostracion que no surgieron en el
trabajo con el problema algebraico.
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Introduccion

La demostracion es uno de los ejes de la actividad matematica y, en los ultimos afios, la
ensefianza de la Demostracion ha ocupado un lugar muy importante en las investigaciones
de los especialistas en didactica de la matematica. Por otro lado, también se ha puesto
énfasis en la Resolucion de Problemas como motor de la ensefianza, no sélo de la
matematica, ya que éstos han estimulado la investigacidon y el progreso en muchas vy
variadas disciplinas.

Sin embargo, consideramos que llevar a cabo una tarea que refleje la actividad del cientifico y que
involucre actividades de argumentacién, prueba o demostracién implica un trabajo a largo plazo,
centrado en el planteo de problemas abiertos a través de los cuales el estudiante pueda no sélo

adquirir conocimientos sino especificamente entrenarse en una actitud reflexiva y dispuesta a

formular conjeturas y discutir su validez.
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Los términos Prueba, Demostracion, Justificacidon, generalmente se utilizan como sinénimos, sin
embargo, en el marco de distintas investigaciones, se detectan diferencias entre ellos que, de
alguna manera, ordenan la evolucién del rigor involucrado en tales procesos.

La demostracion, como contenido matematico, estd presente en las propuestas
curriculares del Ministerio de Educacién de la Provincia de La Pampa, Argentina, tal como
consta en varios paragrafos de tales documentos, sin embargo, su consideracién como
objeto de estudio presenta algunas dificultades. Para aportar a resolver el problema de su
ensefianza, creemos necesario analizar la génesis de la demostracidon dentro de la misma
matematica y pensar en la posibilidad de recrear en clase alguna de las condiciones que

dieron origen a ese desarrollo de la ciencia.

Arsac (1987) atribuye el origen de la demostracion, o mas aun la transformacién de las
matematicas en ciencia hipotético-deductiva, a la sociedad griega. Asocia estos procesos a
la resolucion del problema de la irracionalidad de la diagonal del cuadrado, sin embargo
no descarta la existencia de un trabajo previo en lo que Balacheff (2000) clasifica como
“pruebas”, en las matemadticas de Egipto o la India.

Como ya dijimos, es muy inverosimil que solo la percepcion del problema haya conducido
inmediatamente a su solucion. La elaboracion de la solucion definitiva debid ser precedida de muchos
tanteos, hacia el siglo V a.C. En la medida en que esos tanteos representan etapas en el camino del

rigor, nos interesan también. (Arsac 1987, p. 292)

La construccidn histérica de la demostracion y el andlisis didactico de dos experiencias a
partir de las cuales se desencadenan procesos de demostracién nos permitird proponer

actividades interesantes para trabajar en el aula tales procedimientos.
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Perspectiva Histdrica

En general, matemadticos e historiadores coinciden en ubicar el origen de la demostracion
en Grecia, en el siglo V antes de Cristo como consecuencia directa de la argumentacidn,

ampliamente practicada en los debates publicos y en la vida politica de la antigua Grecia.

Seguramente no fue por azar que la razdn surgid en Grecia como una consecuencia de esta
forma tan original de instituciones politicas que llamamos la ciudad. Con la ciudad, y por
primera vez en la historia del hombre, el grupo humano considera que sus asuntos
comunes no pueden decidirse sin un debate publico y contradictorio, abierto a todos y
donde los discursos argumentados se oponen unos a otros. Si el pensamiento racional
aparecio en las ciudades griegas de Asia menor como Mileto, es porque las reglas de juego
politicas en el marco de la ciudad -debate publico, argumentado, libremente
contradictorio- se habian convertido en las reglas del juego intelectual (Vernant 1979, en

Arsac 1987, p. 270)

La gran diferencia entre la matematica pre-helénica y la nueva matematica es una vision
totalizadora, en esta ultima dejan de reconocerse las validaciones no sistematizadas, a
partir de figuras u otro tipo de reconocimiento implicito y comienzan a exhibirse

claramente las hipotesis y las reglas de deduccion y a generalizarse los resultados.

En la geometria, en particular, dice Arsac: .en la historia como en la ensefianza, el
problema es el paso de un estadio en el que la figura sirve de herramienta de prueba a
aquel en el que la geometria se convierte en el arte de “razonamientos exactos sobre

figuras inexactas” (Arsac 1987, p. 278)

Desde el punto de vista didactico, se plantea la construccidn y asimilaciéon de un concepto
a partir de la necesidad de utilizacion del mismo como herramienta para solucionar un
problema. Ahora bien, qué tipo de problema pudo dar origen a la evoluciéon de una
técnica como la demostracién, ha sido motivo de variados estudios, principalmente en el

area de la epistemologia. La discusion se ha centrado en los problemas de irracionalidad e
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inconmensurabilidad, bdsicamente sobre las diagonales del cuadrado y del pentagono
regular, ya que se los considera problemas que pueden plantearse en términos de las
matematicas pitagdricas y cuya solucidn necesita de la existencia de un nuevo tipo de
numeros. En el marco de una geometria que sin duda todavia utiliza ampliamente la
referencia a la figura, el fendmeno de la irracionalidad puede ser descubierto empleando
una técnica relativamente simple; se manifiesta entonces, no como un descubrimiento
sorprendente, sino mds bien como un nudo de contradicciones, ya que el procedimiento
matemdtico lleva a “probar” la no existencia de ciertas relaciones entre segmentos,
contrariamente a las ideas recibidas y a la doctrina pitagdrica, y que este método de
“prueba” se apoya a su vez en la hipdtesis de la existencia universal de relaciones

racionales que lleva a negar. (Arsac 1987, p. 288)

Como para reforzar las ideas acerca de los origenes de las demostraciones formales, cabe
sefialar que el primer indicio de razonamientos por absurdo se da precisamente en el
trabajo sobre la diagonal del cuadrado vy, a partir de alli, es utilizado de manera incesante

en matemadtica, y muy especialmente por Euclides en sus Elementos.

Prueba y Demostracion

En algunos textos de matematica, y en muchas expresiones de la vida cotidiana, los verbos
explicar, probar y demostrar, se consideran sindnimos. Sin embargo, cada uno de ellos

apunta a un nivel de actividad diferente por parte de los alumnos.

Para clarificar el uso del vocabulario y enmarcar nuestras reflexiones en torno a la
evolucion histdrica y el tratamiento didactico de estos procesos consideramos la

clasificacion propuesta por Balacheff (2000).

La explicacién se ubica al nivel del locutor y se expresa en un discurso generalmente oral,
donde éste expone lo que, en su racionalidad, garantiza la validez de una proposicién

dada. En este discurso, el locutor pretende esclarecer los motivos que dan origen a su
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descubrimiento y convencer a los espectadores de la legitimidad de la proposicién que,

personalmente, ya ha adquirido.

En el momento en que una explicacion ha sido socialmente reconocida y aceptada, en la
clasificacion de referencia, se denomina prueba. En este caso, se considera la explicacién
despersonalizada y descontextualizada. E/ paso de la explicacion a la prueba hace
referencia a un proceso social por el cual un discurso que asegura la validez de una
proposicion cambia de posicion siendo aceptado por una comunidad. Esta posicion no es
definitiva; con el tiempo puede evolucionar simultdneamente con el avance de los saberes
en los cuales se apoya. Por otro lado, una prueba puede ser aceptada por una comunidad,

pero también puede ser rechazada por otra. (Balacheff 2000, p. 12)

Finalmente, se caracteriza el tipo particular de prueba utilizada habitualmente en
matematica, es decir al conjunto de enunciados légicamente encadenados de acuerdo a
reglas bien definidas que llamamos demostracion. Lo que caracteriza a las demostraciones
como género del discurso es su forma estrictamente codificada. Ciertas etapas de la

demostracion pueden no estar explicitas; el descubrirlas depende del lector.

Por otro lado, se distingue también el término razonamiento ubicandolo en un plano
personal, como una actividad intelectual no completamente explicita del individuo que

manipula la informacién dada o adquirida, para producir una nueva informacion.

La Experiencia

Para abordar la investigacion en torno a la utilizacidon de procesos de demostracién por
parte de los estudiantes, se trabajé con un grupo de alumnos del Profesorado en
Matematica que cursan el segundo afio de la carrera en la Facultad de Ciencias Exactas y
Naturales de la UNLPam. Estos alumnos han aprobado asignaturas basicas en las cuales se
desarrollan distinto tipo de demostraciones, por ejemplo razonamientos por el absurdo,

demostraciones por induccidn, deducciones utilizando axiomas o resultados previos, etc.
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Se presentaron a los alumnos, en distintos momentos, dos problemas que requerian,
aunque no explicitamente, hallar y presentar una demostracién. En un primer momento,
se expresaron respuestas y opiniones, se formularon conjeturas pero no se intenté una
validacidon de las mismas. A partir de las intervenciones docentes, aparecio la necesidad de

hallar algun tipo de justificacién.

Primer Problema:

Se presentd la sucesion de Fibonacci a través de algunas situaciones concretas y a
continuacion se solicito:

a) Escriba por lo menos los treinta primeros términos de la sucesién de Fibonacci

b) ¢Cudles son pares?,

c) ¢Cuales son multiplos de 3?, ¢ Qué lugar ocupan en la sucesién?

d) Analice la sucesion de Fibonacci, busque e indique regularidades y propiedades de sus

términos.

En la resolucidon de este problema se detectaron aspectos diferentes, por un lado, los
estudiantes pudieron conjeturar acerca de algunas propiedades de la sucesién, sin
embargo no se involucraron en procesos de validacion de tales conjeturas. Por otro lado,
los estudiantes revelaron dificultades a la hora de expresar una conjetura en un lenguaje

simbdlico que les resultara familiar a la hora de intentar una demostracion.

Este inconveniente se manifesté claramente al trabajar conjuntamente con el docente,
puesto que, empujados por los requerimientos de éste, comenzaron a proponerse y
mejorarse expresiones algebraicas para los enunciados coloquiales. Asi, la proposicién “los
términos de la sucesion de Fibonacci cuyo orden es multiplo de tres son pares”, se pudo

expresar como: a;, =2-k con n,k € N,y su demostracion se pudo realizar por induccién

sobre n.
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Se suponia que la situacién propuesta se convertiria en el motor de desarrollo de procesos
de validacion implicitos en la resolucion del problema. Sin embargo, los estudiantes no
asumieron la necesidad de justificar sus conjeturas sino hasta que se algebrizd, en trabajo
conjunto con el docente, una de ellas y se notd la semejanza con algunos enunciados

demostrados por induccidn en un curso previo de algebra elemental.

Puestos en alerta los estudiantes acerca de la necesidad de justificar todas las conjeturas
gue surgen en una resolucién, los restantes items se transformaron inmediatamente en
ejercicios del tipo “demostrar que”, con lo cual se condicionaron las respuestas

producidas.

Segundo problema:

Consideremos dos hojas de papel del mismo tamano. Deslicemos una sobre otra como
muestra la figura 1. La parte oculta de la hoja de abajo, ées mas grande o mas chica que la

parte que se ve?
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Resoluciones de los estudiantes

1) X

M

Determinan el area oculta calculando la diferencia entre el area del rectangulo y el area de

los dos triangulos visibles. 4 = xy — x(yz— Z) - z(xz— W) .

Xy Xz zx IZw X
Desarrollando: A:xy——y+———+_:_y

zw .
+—, obtienen que “la parte oculta es la
2 2 2 2 2 2

mitad del rectdngulo mds algo positivo”. Ese conclusién los lleva a afirmar que es mayor la

porcion oculta que la que estd a la vista.

2)
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A partir del analisis de la figura y considerando la invariancia de areas por simetria,
afirmaron que: “Como el tridngulo 1 es congruente al 2 y el tridngulo 3 lo es al 4, resulta

evidente que el drea de la region oculta es mayor que el drea de la parte visible” .

4) g D C

En este caso el alumno realizé el siguiente razonamiento: los triangulos ABC y BCD son
congruentes puesto que ambos son rectangulos y tienen un cateto y la hipotenusa
congruentes. Los tridngulos ABO y CDO también lo son pues tienen todos los angulos y un
lado congruentes. Puesto que el segmento AB es mayor que el EB podemos afirmar que el

area del rectangulo BFCD es mayor que el area del rectangulo EBDG.

Como el drea del rectangulo BFCD coincide con el drea de la region oculta queda probado

gue el area oculta es mayor que el drea visible.

Consideraciones Finales

Luego del analisis de los procesos de prueba y demostracién, desde la historia, se eligieron
los dos problemas pues nos parecieron adecuados para promover, en los estudiantes,
validaciones desde diferentes marcos y utilizando las herramientas convenientes en cada

Caso.

A priori el equipo de investigacion anticipaba que la resolucidon del primer problema

planteado generaria el desarrollo de procesos de validacion en un marco algebraico-
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numérico. Sin embargo, los alumnos no logran bosquejar el comienzo de una prueba y la
produccion obtenida luego de las intervenciones docentes, parece indicar que las

demostraciones surgen, principalmente, como requerimiento del enunciado.

Resultd evidente que los estudiantes producen fundamentalmente validaciones en un
registro geométrico y que la utilizacién de herramientas algebraicas no surge
espontdaneamente, aun cuando dichas herramientas hayan sido consideradas

explicitamente en asignaturas anteriores.
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