Categoria 2. Propuestas para la ensefianza de las matemdticas

UNA PRIMERA SECUENCIA DIDACTICA EXPLORATORIA: EL CAMBIO DE VARIABLE EN LA
TRANSFORMADA DE LAPLACE

Ramon Flores Hernandez

Instituto Tecnoldgico de Saltillo, Universidad Auténoma de Coahuila México
rnfloresh@hotmail.com
Campo de investigacion:  Pensamiento matematico avanzado Nivel: Superior

Resumen. Este reporte de investigacion presenta una primera secuencia diddctica
exploratoria sobre el cambio de variable (cv) en la Transformada de Laplace y bajo el contexto
de las Ecuaciones Diferenciales, conformada por tres actividades. La pregunta de investigacion
que motiva este trabajo es la siguiente: ¢Qué mecanismos de orden diddctico podemos
obtener para la ensefianza del cdlculo, al reconocer el cv como un objeto explicito? El marco
tedrico utilizado se sustenta en los aspectos epistemoldgico, cognitivo y diddctico del cambio
variable. La metodologia que utiliza esta investigacion es la de la Ingenieria Diddctica,
presentando ahora el inicio de la fase de “concepcion y andlisis a priori de las situaciones
diddcticas” (Artigue, 1995).
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Introduccion

Esta investigacidon surge directamente de la practica educativa en el Nivel Superior y bajo la
problematica del manejo de variables en diferentes contextos, esto debido a la necesidad de
solventar problemas y entender diversos temas de la matematica de la ingenieria que requieren

del cv.

El problema de investigacidn consiste en hacer explicito el cv a través de generar un instrumento
gue permita indicar en qué medida se puede ensefiar el cv; es decir, observar en que medida el cv
al desempefiar el papel de herramienta implicita en la soluciéon de un problema, deviene en
objeto, de tal forma que pueda ser utilizado eficazmente en los temas de ingenieria (Douady,

1995).

Esta investigacion esta siendo guiada por las siguientes preguntas:
1) éCémo vive actualmente el cv en la ensefianza?

2) éQué significados posee el cv dentro del sistema didactico?

3) éQué papel juega el cv en la comprension del calculo? 821
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4) éQué mecanismos cognitivos subyacen al surgimiento de una variable adicional que permita

minimizar la dificultad de un proceso?
5) ¢Qué es lo que posibilita la epistemologia del cv?
6) ¢Qué obstaculos estan asociados al cv?

7) éQué elementos de orden didactico podemos obtener para la ensefianza del calculo al

reconocer el cv como un proceso explicito?

Las primeras seis preguntas deberan permitir abordar la pregunta siete que sera tomada como el
objetivo general. Ademas, estas interrogantes permitieron estructuras el marco tedrico, ya que sus
dominios cubren los componentes del sistema didactico: el profesor, el estudiante y el saber

ensefiado.

Asi por ejemplo: las preguntas 1 y 2 caen en el ambito de la transposicién Didactica, ya que se
quiere observar en qué medida el cv a sufrido ajustes didacticos y cudles son, y cuales actualmente

Ill

encontramos en el “saber ensefiado” (Chevallard, 1991). Las preguntas 3 y 4 se ubican dentro de la
cognicién y seran tratadas con base en la actividad cognitiva de conversion de las
representaciones semioticas de un registro a otro bajo la nocién de no-congruencia de las
representaciones (Duval, 1995; 1998). Aunado a esto, el aspecto cognitivo se apoyara en la
dialéctica herramienta-objeto, la cual permitira validar si el cv evoluciona en objeto y asi poder

lograr su comunicacion o mejor dicho su ensefianza de manera explicita (Douady, 1995).

Las preguntas 5 y 6 se ubican en la dimensidn epistemoldgica, elemento primordial en las
investigaciones en matematica educativa, ya que nos permite estudiar el conocimiento; de hecho,
nuestro trabajo docente es indudablemente un problema epistemoldgico debido a que siempre
tiene que ver con el conocimiento matematico. Asi pues, la componente epistemoldgica nos
permite conocer el origen y desarrollo del conocimiento del cv, asi como su funcionamiento y sus
diversas formulaciones (Cauchy, 1981; Collette, 1986; Edwards, 1979; Newton, 2001; Ribnikov,
1987).

Respecto al aspecto metodoldgico, se utilizara la metodologia de la Ingenieria Diddctica en la que
se distinguen cuatro fases: Analisis Preliminar, Concepcion y Andlisis a Priori de las Situaciones
Diddacticas, la Experimentacion y por ultimo, el Andlisis a Posteriori y Evaluacion (Artigue, 1995). En

esta metodologia resalta la Teoria de las Situaciones Didacticas, la que debe conducir a los
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estudiantes a situaciones de accidn, situaciones de formulacidon y a situaciones de validacién.
Mientras la actividad del profesor es primordial en la fase de institucionalizacion del nuevo saber

adquirido (Brousseau, 1998).

Sobre el cambio de variable (cv)

Con base en la fase del Analisis Preliminar de la Ingenieria Didactica, se rescata entre otras cosas,
una premisa fundamental: el cv no es un proceso trivial, ya que se estd trabajando con la
conversion de registros de representaciéon bajo el fendmeno de no-congruencia. A manera de

ilustracion:

Bajo el contexto de las ecuaciones diferenciales se tiene la siguiente ecuacién diferencial

dy _ 1
dx  xcosy+senly’

al resolverla se obtiene la expresién
x= ese"y[2je_se”yseny cosy dy+c]

La integral que se muestra se resuelve utilizando un cv, solo que no hay una regla o férmula
preestablecida que nos diga cémo cambiar la variable ). La estrategia que se aplica es la de
inventar una relacién funcional que permita dicho cambio, por ejemplo se puede utilizar la

relacion z =seny yenconsecuencia dz =cosydy, quedando la integral anterior como
x=e" }’[ZIe_ZZdZ +c],

la cual es facil de integrar; es decir, se ha efectuado un cambio de registro, donde ahora se
efectuaran tratamientos totalmente diferentes a los que se hubieran dado a la representacion
inicial. Esta integral es un nuevo registro donde no hay una correspondencia término a término
entre las unidades significantes sobre todo en cuanto a sus significados. Asi que estamos ante un

caso de no-congruencia de las representaciones.

Este caso del cv de tomar el cambio mas adecuado de la expresidon dada, es una de las actividades

mas complicadas para el estudiante de ingenieria (Flores, 2007).
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Otras formas del cv son las siguientes, segun el Analisis Preliminar:

a) Inventar una formula que permita solventar el problema inicial de una manera facil, por

ejemplo; en el tema de las ecuaciones paramétricas caemos en este caso. Si escribimos la ecuacién
2 sy . . . P .z
y3 = x" en forma paramétrica, debemos introducir un parametro de tal forma que la ecuacién

dada se pueda escribir en funcion de éste y de las variables dadas inicialmente; en otras palabras,

debemos inventar dos relaciones funcionales, que para este caso pueden ser:

Ill

b) Un cambio verbal de variable. Esto puede ocurrir en la etapa del “saber ensefiado”, cuando el
profesor explica, por ejemplo, el tema de la derivada del producto. El profesor habla en términos
de las variables u y v que componen la formula del producto, y escribe sus valores o sus

derivadas en términos de la variable x.

¢) Tomar una funcion dada como medio para realizar el cv. Esto lo podemos ver en el caso

siguiente:

Transformar x* +(y—2)> +z> =4 a coordenadas esféricas: Aqui el cv es dado por las férmulas:

x=pcos@senp, y=psenf senp, z= pcosep

d) Un cv en cuanto a su significado. Esto lo podemos ver en la transformada de Laplace,
transformada de Fourier, derivadas parciales e integrales multiples. Por ejemplo en la
transformada de Laplace se cambia la variable 7, tiempo, por la variable s, que representa la

frecuencia compleja.

e) Un cv yuxtalineal. Este cambio significa que se hace el cambio de una variable por otra

directamente, por ejemplo en las integrales definidas.

Vemos por todo lo anterior que el cv de la matematica de la Ingenieria no es llevar a cabo un
reemplazo de una variable por nimeros o funciones como lo ven (Morales & Diaz, 2007). En el cv
hay otros aspectos cognitivos como los vistos anteriormente, de mayor orden que el de ejecutar

un conjunto de reemplazo en una variable.

Por todo lo anterior, el cv lo miraremos en este trabajo como un proceso que manipula variables

localizadas en funciones, utilizando algebra y/o célculo. O mejor dicho, es un proceso que permite
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cambiar funciones y sus variables al interactuar con ellas a través del algebra y/o célculo, y puede
ser un proceso estable o inestable. Es estable cuando genera férmulas que funcionan para todos
los casos que contienen una estructura matematica bien definida. Y es un proceso inestable,
cuando la expresion candidata a ser cambiada, contiene una estructura matematica fuera de los

estandares comunes para su transformacion.

El cv es estable en los siguientes casos: al hacer un cambio verbal de variable, al tomar una funcidn
dada como medio para hacer un cv, al hacer un cv en cuanto a su significado y al hacer un cv

yuxtalineal.

El cv es un proceso inestable cuando: se inventa la relaciéon funcional y al tomar el cv de la

expresion dada.

Otro aspecto que es importante tomar en cuenta acerca del cv es el tocante a su uso. Asi pues, en

cuanto al uso que se le da al cv, puede tomar la siguiente clasificacion:

a) Una herramienta indispensable para llevar a cabo un proceso

Por ejemplo en las ecuaciones diferenciales homogéneas, donde el cv es primordial.
b) Una herramienta intrinseca a un proceso

Por ejemplo en la ecuacién diferencial de Bernoulli, o en algunas demostraciones, como en el caso
del Segundo Teorema de Traslacién de la Transformada de Laplace. En estos casos el cv conforma
una pequefia parte de un proceso global, sin embargo asume un papel indispensable y por lo tanto

importante.
c) Una herramienta para economizar el tratamiento

Bajo este aspecto el cv no es indispensable, solo es opcional. Por ejemplo, esto ocurre en algunas

ecuaciones diferenciales, en algunas integrales y en algunas derivadas.

Acerca de la concepcion y analisis a priori de las situaciones didacticas

Del Andlisis Preliminar se pudo observar que el cv es una herramienta que es utilizada en los libros
o , 825
y por lo tanto por los profesores de manera implicita en la mayoria de los casos donde se

presenta. Asi mismo, el cv es un tema que esta fuera de los programas de estudio y por lo tanto de
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su ensefianza explicita, solo se maneja cuando surge con claridad en los temas de la ingenieria, y

cuando no sucede esto, se manipula pero no se le identifica como un cv.

Su importancia radica en que permite aplicar métodos, hacer demostraciones y resolver
problemas. Esta es su epistemologia de origen. Pero por otro lado, para el estudiante es un tema
dificil, que no le toma mucha importancia, aspecto heredado por el profesor. Cuando lo utiliza no
lo ve como un cv; es decir, cuando aplica esta herramienta no es conciente de esta actividad
matematica. Y la dificultad se agudiza cuando se trata de inventar una funcién que relacione la

variable original con la variable nueva y que permita una transformacion de registros.

Este hecho permite identificar un obstaculo, localizado en la relacién funcional entre variables;
mas especificamente: la relacion entre la variable dada y la nueva variable, es una funcién, pero
este hecho de ser una funcién, donde hay una variable independiente y una variable dependiente,
fijas, por la propia naturaleza del concepto de funcién, evita que en la concepcion de funcién que
se usa en el cv, se intercambien los papeles de las variables, por la concepcidn operacional que ya

han interiorizado de una funcidn. También influye en un grado menor que se use la variable x ¢

y con la nueva variable. Por lo que un obstaculo localizado es el aspecto operacional de una

funcion.
También se observa que no se ha dado una transposicion didactica, especificamente para el cv.

Todos los aspectos anteriores son restricciones localizadas para el cv y que permitiran diseiar

situaciones didacticas.

Otro aspecto importante en esta fase de la investigacion “concepcion y analisis a priori de las
situaciones didacticas”, es el concerniente a las variables didacticas: las variables didacticas son
variables de control ligadas a toda situacion de ensefianza, ya que estas condicionan y organizan
los aprendizajes de los estudiantes o lo que se quiera indagar de ellos. Una caracteristica de las
variables didacticas es que pueden ser modificadas por el profesor, conllevando a la afectacién de
la jerarquia de las estrategias de solucion que pone en funcionamiento el estudiante al aceptar la
devolucion de la situacién (Brousseau, 1998). En cuanto a este trabajo, las variables didacticas que
se tomaran bajo esta primera mirada a la fase de investigacion que nos ocupa, tomaremos como
variables didacticas las siguientes: el tema matematico y los casos de presentacidn del cv (inventar

el cv, tomar el cv de la expresion dada, etc.).
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La secuencia didactica

Se disefidé una primera secuencia didactica exploratoria, compuesta por tres actividades utilizando
el tema de la Transformada de Laplace bajo el contexto de las Ecuaciones Diferenciales. Donde la
Actividad 1 contiene aspectos iniciales sobre las ecuaciones diferenciales y el cv. La Actividad 2
contiene la Transformada de Laplace en las Ecuaciones Diferenciales y el cv. La Actividad 3

contiene la Transformada Inversa de Laplace en las Ecuaciones Diferenciales y el cv.
Se pretende los siguientes objetivos:

a) Observar el comportamiento del estudiante ante el proceso del cv

b) Indagar si es capaz de localizar el cv en las diferentes actividades.

¢) Mostrar la importancia del cv en la resolucién de las actividades planteadas.

Estos objetivos se presentan de forma intrinseca al objetivo general de las tres actividades, que es
el de ensefiarle al estudiante la resolucidon de ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes

constantes a través de la Transformada de Laplace.

También, esta primera aplicacion de la secuencia didactica permitird enriquecerla segin lo que se

observe en la fase de Experimentacion.

Actividad 1

.z . . 2 -2 . . . e e .
La ecuacion diferencial vy +4y +4y=te”, sujeta a las condiciones iniciales

y(0)=0, y’(0)=0, puede ser resuelta por los métodos de “coeficientes indeterminados” &

“variacion de parametros”

a) ¢Puedes identificar en el método de “coeficientes indeterminados” en qué parte se introduce

un cambio de variable? Si es necesario resuelve la ecuacion por este método.

b) Al aplicar el método de “Variacidon de pardmetros”, indica en qué parte se presenta un cambio

de variable. Si no lo identificas, resuelve la ecuacién por este método.
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Actividad 2

Cuando se tiene una ecuacion diferencial donde las variables han sido separadas, por ejemplo

(3x*> + x)dx = e”dy, el siguiente paso es aplicar la integral en ambos miembros de la igualdad,

quedando '[(3x2 + X)dx = '[eydy :
a) Sinos ubicamos en la ecuacién diferencial y” +4y +4y =t’e™ sujetaa

v(0)=0, »’(0)=0 vyleaplicamos en ambos miembros de la ecuacién la
Transformada de Laplace, icdmo quedaria?
b) La Propiedad de Linealidad para la Transformada de Laplace indica que:
Si la Transformada de Laplace de f(¢) y g(t) existe; y a,b son constantes, entonces
Liaf (1) +b g(t)} = aL{f (1)} +bLig (D)} .
Aplica la Propiedad de Linealidad en L{2y” —3y}.

c) Encuentra las dos Transformadas de Laplace que surgen en el inciso b, aplicando la

transformada de la derivada y simplificando totalmente el resultado, sabiendo que p(0)=1 vy
y°(0) =0, de tal manera que solo se tenga un solo término que contenga la Transformada de
Laplace. Recuerda que L{y (1)} =sL{y(t)} — y(0) y
L{y" ()} = L{y"} = s> L{y(0)} = s1(0) = » (0).

d) Si L{2y" —1} =s; basandote en los incisos b y c encuentra el valor de L{y}, sabiendo que

»(0)=0.

e) Aplica los procesos realizados en los incisos b y ¢ a la ecuacion diferencial planteada en el inciso

a. Ademas, encuentra el valor de L{y} tal como ocurrié en el inciso d.
f) éEn que parte del inciso e detectas que hay un cambio de variable?

g) ¢En que medida influye el cambio de variable para encontrar L{y}? iDiscutelo con tus

compafieros de equipo!
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Actividad 3

Consideremos ahora la pregunta: Dada F(s) équé funcion f(¢) hace que L{f(¢)} = F(s)? Por

1
ejemplo, si L{y(¢)} =— ¢Cudl es el valor de y(#)? En el lenguaje matematico esto cae en la
s

1
categoria de un inverso, donde se dice que y(¢) es la Transformada Inversa de Laplace de — yse
s

1
escribe ()= L" {—), por lo que el valor de la funcién buscada y(¢) es: y(f)=t¢, donde se
s

tiene de nuevo la variable original ¢.

a) Bajo esta idea, encuentra la Transformada Inversa de Laplace de la Actividad 2, inciso e; es

decir, encuentra el valor de y(?).

b) Con referencia al inciso a, ¢qué puedes decir acerca del comportamiento de las variables

involucradas? jdescribelo!

c) Sea la ecuacién diferencial lineal no homogénea de orden 2 ay”(¢)+by (t)+cy(t)= f(t) y

condiciones iniciales y(0) =m, y’(0) = n. Resuelve esta ecuacion siguiendo los procesos de la

Actividad 2, incisos a y e; y de esta Actividad 3, inciso a.

d) Indica en qué partes de la resolucién de la ecuacién del inciso ¢ se estad haciendo un cambio de

variable.
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