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Resumen. En este articulo reportamos algunos usos de la relacion entre una funcidon y sus
derivadas en un escenario periddico. A lo largo de la investigacion realizada (Orddiiez, 2007)
observamos elementos de resignificacion en un contexto de variacion y desde una perspectiva
de las prdcticas sociales. Estudiamos algunos usos de dicha relacion en contextos de
ingenieria, donde dan cuenta de marcos de referencia mds amplios que los considerados en el
discurso matemdtico escolar. Y encontramos que es a partir del ejercicio intencional de las
prdcticas como, predecir, modelar, los comportamientos periddicos adquieren significados en
el quehacer cientifico.
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Introduccion

Investigaciones en Socioepistemologia han dando evidencia de que el desarrollo de estrategias del
pensamiento y lenguaje variacional genera bases de significacion para diferentes conceptos de
calculo y precalculo, entre ellos la derivada (Cantoral, 2004; Dolores, et al 2002; Gonzalez, 1999).
El analizar qué es lo que varia y cémo varia en fenémenos de cambio permite dar de un significado
a la derivada alejado del manejo de férmulas de derivacidén y del concepto de limite que es a lo
gue se suele acotar su ensefianza, de tal manera que la utilizacién de mecanismos de andlisis de
las variables y de sus variaciones sustentan la propuesta de que el manejo simultdneo vy
coordinado de las derivadas sucesivas es una condicion para la construccién de la idea de derivada

(Cantoral y Farfan, 1998; Gonzalez, 1999).

Esta investigacién nace en la Socioepistemologia, aproximacién tedrica sistémica que da cuenta de
la construccién social del conocimiento matematico a través de su naturaleza epistemoldgica, su
dimensidén sociocultural, los planos de lo cognitivo y los modos de transmisidon via la ensefanza
(Cantoral, 2004). Esta visidon nos permitié aproximarnos al analisis de una funcion y sus derivadas
en un escenario periédico desde sus usos en distintas areas del conocimiento (en este reporte
presentamos dichos usos en el contexto de la ingenieria) y dar cuenta de las herramientas y

argumentos variacionales que se ponen en juego.
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La hipdtesis a seguir en este trabajo es que en un escenario que involucra fendmenos periddicos,
el uso de argumentos y herramientas variacionales permite resignificar la relacion entre una

funcién y sus derivadas.

La Problematica

Estudios sobre la derivada y su primitiva en el marco de la matematica educativa reportan que los
estudiantes son capaces de derivar una funcién pero no pueden reconocer en cierto problema la
necesidad de una derivacidén o de reconocer la derivada de una funcién como otra nueva funcién
y, por lo tanto, susceptible de volver a derivar (Cantoral, 1997). Una de las dificultades radica en el
dominante uso del contexto algebraico en el razonamiento de los problemas que se manejan en

calculo.

También encontramos que en el discurso matematico escolar, la relacién entre una funcién y sus
derivadas para las funciones periddicas resulta ser poco significativa por el privilegio de los
aspectos analiticos asociados. Buendia (2006) ha dado cuenta de que en el discurso matematico
escolar la periodicidad, especialmente para el caso de las funciones, no esta siendo usada como
una propiedad que califica a un cierto comportamiento, sino que se limita a calificar a una
determinada funcién, la trigonométrica. De ahi que el marco de referencia para analizar la
veracidad o falsedad de la implicacidn -f es periddica < f es periddica- sélo considera como
posibilidad de funcién periddica a alguna trigonométrica, como podemos ver en la siguiente

ilustracion.
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Respuesta de un profesor de ingenieria civil ante el cuestionamiento de la

veracidad o falsedad de la doble implicacidn f es periddica < f’ es periodica
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Spivak (1980) presenta a la periodicidad como una propiedad de las funciones en general y no
como una propiedad de las funciones trigonométricas como en la mayoria de los libros de texto;
Aborda esta propiedad en ejercicios propuestos en un contexto analitico para analizar qué sucede

al derivar o integrar funciones periédicas.

a) Supdngase que f es diferenciable y periddica, con periodo a (es decir, f(x) = f (x+a)

para todo x). Pruebe que f’ es también periddica.

b+a

b) Si f es periddica con periodo a e integrable en [0, a], muestre que jf = If para
0 b

todo b.
c) Hallar una funcidn f tal que f no sea periddica, pero f’si.

d) Suponga que f’ es periddica con periodo a. Pruebe que f es periddica siy sélosif(a) =f

(0).

Esta presentacion de la propiedad periddica en el discurso matematico nos llevo a estudiar la
relacion entre una funcién y sus derivadas para funciones con comportamientos peridédicos en
distintos contextos, para poder encontrar argumentos y herramientas situacionales que la

resignifican.

La relacién entre una funcion y sus derivadas

En la linea de investigacion sobre pensamiento y lenguaje variacional se ha sefalado que es
factible construir una relacién significativa entre una funcién y sus derivadas cuando se favorece
un transito entre las variaciones sucesivas, es decir cuando se puede establecer un uso simultaneo
entre la funcién y sus derivadas de tal manera que se pueda reconocer en todas ellas la forma de
estudiar los cambios sucesivos y de esta manera romper con la idea de iteracién (Gonzélez, 1999;

Dolores, et al 2002).

Con el objetivo de dar significados a la relacion entre una funcidn y sus derivadas, este estudio se
ha valido también del uso de graficas en donde éstas representan una forma de argumentacién
que favorece la construccion del conocimiento matematico. Sudrez (2008) propone al uso de las

graficas para resignificar especialmente situaciones que tengan que ver con la variacién vy el
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cambio pues la graficacién, al seno de la modelacién, es un medio que soporta el desarrollo del

razonamiento y la argumentacion.

Socioepistemologia de lo periddico

Al reconocer el caracter social de la matematica, la socioepistemologia centra su atencién en el
papel de las practicas sociales para la construccién del conocimiento matematico y las reconoce
como normativas de la actividad humana, aquello que hace que los individuos o grupos hagan lo
gue hacen (Covian, 2005). Una de sus tareas es la formulacion de epistemologias de practicas las
cuales permiten conformar bases de significados para el conocimiento y para su introduccion,
significativa y articulada- al sistema didactico (Buendia y Cordero, 2005). En la socioepistemologia
de lo periddico propuesta por Buendia (2004, 2006) sefiala a la prediccion como una practica
asociada al reconocimiento significativo de dicha propiedad, reconoce a lo periédico como una
construcciéon social en la que los aspectos analiticos de la periodicidad se nutren de otros de

caracter cultural, histérico e institucional.

La préctica de predecir se fundamenta en la idea de describir el estado posterior de un fenémeno
dada una cierta informacién del estado actual y su ejercicio intencional al seno de una situacion
provoca una distincidn entre la repeticién que presenta el fendmeno y cémo ésta se presenta. Con
ello se favorece una reconstruccién de significados acerca de lo que es una grafica o movimiento
repetitivos por medio de una distincion del tipo de repeticion que presentan. Dicha resignificacién
es inducida por la actividad de predecir ya que cualquier método de prediccién se basara en el
comportamiento presente en la grafica correspondiente. El predecir hard posible distinguir
significativamente entre el se repite y el cdmo se repite lo cual es necesario para el

reconocimiento de la naturaleza misma de la propiedad y no del objeto al cual se aplica.

Usos de la relacion f-f’ en un escenario periédico

La aproximacion socioepistemoldgica propone una revision, una busqueda de caracter
epistemoldégico que permita dar cuenta de por qué ocurre lo que ocurre. Ello involucra diferentes
fuentes vy tipos revisiones desde aquéllas que tienen que ver con el desarrollo histérico de la

propiedad periédica (Buendia, 2006; Vazquez, 2008), hasta como la que mostramos en esta
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investigacion sobre la busqueda del uso de dicha propiedad en contextos particulares como la

ingenieria.

Presentamos a continuacién un ejemplo a través de una tabla con datos resumidos sobre la

referencia de quien realiza determinada actividad en la cual hace uso de la relacién f — "' en

determinado contexto y el tipo de argumentos o herramientas variacionales que consideramos
entran en juego. Para una muestra mas extensa de algunos usos de dicha relacién ver Ordodiiez
(2007) donde realizd una busqueda de los usos de una funcidn y sus derivadas en escenarios
periddicos con la finalidad de determinar el papel que juegan las herramientas y argumentos de

corte variacional.
Ejemplo 1

...Cuando las levas giran a bajas velocidades, los cambios de
. . L fuerza que generan los cambios en la aceleracion pueden
Miranda (2003) trabaja en el disefio de quee P

o o despreciarse. Sin embargo, a altas velocidades, estos cambios se
levas y es especialista en el disefio de

s - , convertiran en fuerzas que actuaran en el seguidor. Por esta
andlisis mecdnico asi como en la

. . . razén es importante revisar que los perfiles de las levas de alta
implementacion de sistemas de

. o velocidad no presenten cambios bruscos de pendiente o
ingenieria asistida por computadora.
discontinuidades en las graficas de velocidad y aceleracion.
Existen movimientos que permiten asegurar derivadas “suaves"

como el movimiento armonico y el movimiento cicloidal.

La derivada es una medida de la rapidez con la que cambia el
movimiento de la leva, ésta ayudarda a controlar que el
movimiento del seguidor sea suave. La segunda derivada
presenta una relacion para el radio de curvatura de la leva en

varios puntos a lo largo de su perfil. Ya que la relacion es
inversa, conforme y” crezca, el radio de curvatura se hard mas
pequefio. La tercera derivada puede utilizarse como una medida

de la rapidez de cambio de "'.

965
En este escenario de disefio de levas, un elemento mecdnico que sirve para empujar a otro, el

analisis del cambio es fundamental a tratar debido a que el autor menciona que cuando las levas
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giran a bajas velocidades, los cambios de fuerza que generan los cambios en la aceleracién pueden
despreciarse. En cambio, a altas velocidades, estos cambios se convertirdn en fuerzas que
actuaran en el seguidor, por ello se requiere que el movimiento de la leva no cambie de forma
brusca. Esto lleva a considerar que el movimiento tenga derivadas —cambios en los valores de las
pendientes de las tangentes- suaves; es decir, que no presente cambios bruscos en el
comportamiento de la velocidad y aceleracién. También propone significados para la segunda y

tercera derivada, estdn en términos de dar cuenta acerca de las variaciones que califican.

El autor presenta el disefio de levas mediante un método grafico y analitico de tal forma que
analiza frecuentemente a las graficas del desplazamiento, velocidad y aceleracién asi como a las
expresiones analiticas correspondientes a fin de dar sustento a la importancia de la derivada (ver
tabla siguiente). Esto favorece un transito entre los contextos grafico, fisico y analitico en el que
las graficas estan siendo una herramienta para explicar como seran las caracteristicas del
movimiento de la leva disefiada. De esta manera podemos observar la razén por la cual descarta el
movimiento parabdlico para levas de alta velocidad ya que si bien en apariencia es “suave", sus
derivadas no lo son. Y propone, para el tipo de levas de altas velocidades que el movimiento del
seguidor sea armoénico o cicloidal debido a que no presentan cambios bruscos en el
comportamiento de la velocidad y aceleracion ademas de asegurar que estos movimientos
presentan derivadas suaves y no tienen puntos donde la pendiente cambie bruscamente (como
podemos ver en las graficas del movimiento y en sus expresiones analiticas). Estas propiedades

hacen de estas curvas una opciéon comun para las levas de alta velocidad.

La seguridad de usar este tipo de movimientos para las levas de altas velocidades se debe a que las
funciones que modelan los movimientos armdnico o cicloidal tienen comportamientos periédicos
que al ser derivados se conservan, es decir, si la funcidon de desplazamiento no es periédica como
en el caso de una leva que presenta un movimiento de ir y venir ascendente, su comportamiento
sobre las abscisas si tiene una repeticion propia de lo periddico. Al derivar este crecimiento, dicha
variaciéon se mantiene y en consecuencia la velocidad y aceleracion son periddicas. Asi, no es
suficiente considerar Unicamente que el movimiento sea suave; hay que considerar cémo sera la
variacién de este movimiento para que no haya fuerzas que dafien al sistema. El transito entre los
contextos parece estar fundamentado en la problematizacién del cambio presente: écdmo tiene

gue cambiar para que el sistema funcione? Los conceptos matematicos de derivadas sucesivas y
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los fisicos de velocidad y aceleracidon tienen una base de significacion fundamentada en la

matematizacion de la variacion.

Movimiento Cicloidal

Movimiento
Armonico

Movimiento parabdlico
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Desplazamiento, velocidad y aceleracidn y expresiones analiticas de los movimientos
parabdlico, armodnico y cicloidal usados en el disefio de levas

Comentarios finales

En esta investigacion encontramos aspectos socioepistemoldgicos que resignifican el
conocimiento matematico referente a la relacidn funcion-derivadas en fenémenos de cambio en
escenarios periddicos fortaleciendo de esta manera la socioepistemologia de lo periddico. Lo
periddico es visto como una propiedad que califica a un comportamiento y no a una funcién. Los
comportamientos periddicos en las variaciones de las funciones adquieren significacién en el
guehacer no exclusivo de la matematica, sino en otros campos del conocimiento. De esta manera
damos cuenta que un contexto puramente analitico no basta para estudiar la relaciéon f — f' en
un escenario periddico, debido que a través de los usos de la relacidon es posible transitar de

manera natural y articulada en los contextos analitico, grafico y fisico, como vemos en el ejemplo

967



Acta Latinoamericana de Matemdtica Educativa 22

mostrado, el disefio de levas se basa en métodos analiticos y gréficos para explicar y predecir las

caracteristicas del movimiento de la misma.
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