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Resumen. Con frecuencia los estudiantes confunden los conceptos de “sucesion” y “serie” y
presentan serias dificultades en su aprendizaje. Si bien una serie estd definida por una
sucesion, los alumnos no distinguen su diferencia y es preciso recurrir a la estrategia de los
aprendizajes significativos, identificando los conceptos previos, para luego asociar los nuevos
e incorporarlos a su estructura cognitiva. En este trabajo se realiza un vasto estudio de las
series alternadas, enunciando los teoremas apropiados que justifican las razones de su
tratamiento y exponiendo el propdsito de su ensefianza. En las demostraciones formales se
realizan, ademds interpretaciones y grdficas. También, se intenta mostrar las similitudes y
diferencias, cuando existen, entre las sumas finitas y las “sumas de infinitos términos”,
respondiendo las preguntas: {qué ocurre con un cambio en el orden de los términos de una
serie?; ¢se altera la suma de las series convergentes? Un concepto es asimilado por el alumno
cuando puede establecer relaciones Idgicas entre lo que pertenece y no pertenece a dicho
concepto.
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Introduccion

Las series fueron introducidas al Calculo en relacién con las paradojas de Zendn y la
representacion decimal de los numeros. Su importancia surgié de la idea de Newton de

representar funciones como series, especialmente para el calculo de ciertas areas.

Las palabras o términos “sucesién” y “serie” son utilizados en el lenguaje comun con significados
casi idénticos, pero sus significados matematicos son completamente distintos. Ademas, es muy
importante conocer los conceptos bdsicos de convergencia de sucesiones y de series. Es frecuente
que los estudiantes confundan estos conceptos y son temas en los que presentan mayores
dificultades de aprendizaje. Si bien una serie estd definida por una sucesion, es notorio que los
alumnos no distinguen la diferencia entre uno y otro. Como docentes debemos hacer hincapié

continuamente en la diferencia entre ambos conceptos.

Aunque se puede ensefar a los estudiantes a analizar la naturaleza de una serie, existen grandes
dificultades para lograr una comprensiéon del concepto. Por ejemplo, muchos estudiantes son
capaces de aplicar, en forma correcta, las pruebas de convergencia para series y, sin embargo,

muestran dificultades en la interpretacién del concepto. Consideramos que se logra una
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comprension completa del concepto cuando se reconocen y se reconstruyen las ideas de sucesion,

convergencia, monotonia y acotacion en diferentes contextos.

En este trabajo se realiza un vasto estudio de las series alternadas, enunciando y demostrando los
teoremas apropiados que justifican las razones de su tratamiento y exponiendo el propésito de la

ensefianza de estas series alternantes.

Marco Teorico

Para la ensefianza de series alternadas es fundamental recurrir a la estrategia de los aprendizajes
significativos, identificando los conceptos previos, para luego asociar los nuevos e incorporarlos a
su estructura cognitiva. También, es importante que dentro de las demostraciones formales se
realicen interpretaciones graficas que, sin duda, son de gran utilidad para el aprendizaje de los

estudiantes.

Segln los referentes tedricos que sefalan las distintas formas de conocer un concepto y la forma
en que se construye el conocimiento, parece comun a todas las teorias y caracteriza al
pensamiento matematico avanzado, es concebir la construcciéon de la comprensidon de una nocién
matematica a través de la metafora de la construccién de un objeto, que se puede emplear en si
mismo, a partir de un proceso que generalmente se realiza paso a paso; Meel, D. E. (2003).
Aunque esta idea de construccién de la comprensidn ha generado algunas criticas, creo que
proporciona recursos conceptuales (la nocidn de esquema, nociones matematicas como acciones,

procesos u objetos) que explicarian el desarrollo de la comprension del concepto de series.

Un esquema organizado representa lo que puede repetirse y generalizarse en una accidn
determinada, en circunstancias iguales. Es decir, el esquema es aquello que poseen en comun las
acciones. Un esquema es una actividad operacional que se repite (al principio de manera refleja) y
se universaliza de tal modo que otros estimulos previos no significativos se vuelven capaces de
suscitarla. La teoria de Piaget (1983) trata en primer lugar los esquemas, cuyo desarrollo es un
proceso dindmico y cambiante. Con su desarrollo surgen nuevos esquemas y los ya existentes se
reorganizan de diversos modos. Esos cambios ocurren en una secuencia determinada y pasan por

tres niveles o fases. El mecanismo por el cual el sujeto transita de un nivel a otro es denominado
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abstraccién reflexiva. Estos niveles se encuentran siempre cuando se analiza el desarrollo de un

esquema de cualquier nocién matematica.

Baker, Cooley y Trigueros (2000) sefialan que “la teoria del desarrollo de un esquema puede
explicar por qué los estudiantes tienen dificultades con diferentes partes de un tema y pueden
tener problemas diferentes incluso con la misma situacién en distintos casos”. Una persona
demuestra la coherencia del esquema al discernir cuando la nocidon es aplicable o no. También,
sabemos que hay que centrar la atencidon en el “tipo de relaciones” que los estudiantes son
capaces de establecer entre los “elementos matematicos” del concepto, comprendidos de alguna
manera determinada (como una accion, un proceso o un objeto) cuando resuelven situaciones

problematicas.

Aqui se pretende mostrar tedricamente las similitudes y diferencias, cuando existen, entre las
sumas finitas y las “sumas de infinitos términos”. Para ello, se intenta responder las preguntas:
équé ocurre con un cambio en el orden de los términos de una serie?; ise altera el valor de la
suma de las series convergentes? Uno de los objetivos del tratamiento de las series alternadas es
que permite analizar su comportamiento cuando se realiza un reordenamiento o un
reagrupamiento de sus términos. Otro factor que influye en el aprendizaje es conocer las razones
del tratamiento de un tema, que responde al cuestionamiento frecuente de los alumnos “épara

qué sirve?”.

Desarrollo

Las sumas finitas tienen la propiedad de que es posible cambiar el orden de sus términos, o sea
reordenar a voluntad los términos, sin que por ello cambie el valor de su suma, por lo que se
pueden sumar sus términos comenzando con el ultimo. Esto no es posible en las sumas infinitas,
pues no existe un Ultimo término. Desde este planteamiento se intenta ver el comportamiento de

las series frente a un reordenamiento de sus términos.

De acuerdo a su definicidn, una serie es una sucesion {S,} que se obtiene de otra sucesion {a,}
dada, segln un procedimiento especial que se establecié antes. Otros conceptos previos para el
aprendizaje de series alternadas son: convergencia de series, suma de una serie, identificacién de

series particulares y los criterios de convergencia de series con términos positivos.
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Definicion de Series Alternadas

Son las series numéricas cuyos términos sucesivos tienen signos alternados y se simbolizan

(—l)nflan=a]—a2+a3—a4+---+(—1)n71an+--- donde a,>0 VneN
=1

n
Existen distintas razones para estudiar estas series.

Una razon es que toda serie alternada converge si sus términos en valor absoluto conforman una

sucesion {a,} decreciente o no creciente con limite 0 (cero).
Otra razon es que si una serie de este tipo converge, siempre es posible estimar su suma.

La combinacién de estas razones, la convergencia asegurada y la facil estimacion de su suma,

permite conocer el comportamiento de una gran variedad de series.

Teorema de Leibniz o Criterio de Convergencia de Series Alternadas

Si una serie alternada Z:(—l)IH a,=a, —a,+a,—a,+-- cona >0 VneN

n=l

satisface las condiciones: a) a_, <a, VneN

n+l —

b) lim a, 6 =0, entonces la serie es convergente.

n—oo

Como recurso de aprendizaje se recurre al siguiente grafico.
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Figura 1. Comportamiento de los Términos de una Serie Alternada
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Se grafica S;=a; en una recta numérica. Para encontrar S, se resta a,, asi S, se encuentra ubicado a

laizquierda de S,. Luego, para encontrar S; se suma as, asi resulta S; a la derecha de S,.

Pero, como as < a,, S;estadalaizquierda de S;. Continuando de esta manera, se ve que las sumas
parciales oscilan hacia atras y hacia delante. Ademds, a, —0, entonces, los pasos sucesivos se

vuelven cada vez mas pequefios.

Por lo tanto, las sumas parciales de subindices pares S,, Ss, S, .. son crecientes (0 no
decrecientes) y las sumas parciales de subindices impares S, S;, Ss, ... son decrecientes (o no
crecientes) y es razonable pensar que ambas sucesiones convergen a algun numero S. En la

demostracidén se consideran, por separado, las sumas parciales de indices pares e impares.

Las sumas parciales de indices pares:

S,=a,—-a, =0 pues a,<a,
S,=S,+(a;—a,)>8, pues a,<a,
S, =S, +(a;—a,)>S, pues a,<a,

SZn:SZH72+(a2nfl_a2n)ZS2n72 VneN pues a, <a,

Asi, 0<S,<S,<S,<---<S, <--- VneN vy

n

Son =a;—(ap —a3)—(ag—as)—-—(agn_o—as,_1)-as, =8, <a, VneN

{S,n} es no decreciente y acotada superiormente .. {S,.} es convergente y si llamamos S a su

limite, resulta  limS, =S.

n—eo

Para las sumas con subindices impares: lim S,,,; = lim (SZn + a2n+1): S.
n—oo n—oo

Como ambas sucesiones convergena s: limS, =S = Z(— 1)"a_  converge.
n=e n=1 927
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No es sencillo encontrar la suma S de una serie convergente. Con frecuencia se usa la suma
parcial S, como una aproximacion a la suma total S de una serie convergente, pero esto no es
muy Util, a menos que sea posible estimar la exactitud de la aproximacion. El error en que se

incurrealusar S=S, es |S-S,|.

La otra razdn del tratamiento de las series alternadas es que, en las series que satisfacen el
Teorema de Leibniz, el error es menor que a,,; que es el primer término eliminado.
Teorema de Estimacidon

. -1 . . . .
Si S= Z(—l)" a, eslasuma de una serie alternada que satisface las condiciones del

Teorema de Leibniz, entonces |S—Sn| <a,,.

S_Sn = (_ 1)" an+l +(_ 1)““ an+2 +(_1)“+2 an+3 T = (_ 1)" [an+l _an+2 +a’n+3 - a'n+4 +- ]
= |S - Sn = (an+1 - an+2)+ (an+3 - an+4)+ = an+1 - (an+2 - an+3 )_ (an+4 - an+5)_ o
Todos los paréntesisson =0 = |S— S,|<a,,, VneN

Dada cualquier serie, se puede considerar la serie cuyos términos son los valores absolutos de los

términos de la serie original.

Con el fin de mostrar otro objetivo del estudio de las series alternadas, que es analizar su

comportamiento cuando se realiza un reordenamiento de sus términos, son necesarios:

Convergencia Absoluta y Condicional

Una serie Z a, se dice absolutamente convergente si la serie de los valores absolutos z |an|

n=1 n=l
es convergente. Una serie Z a, se dice condicionalmente convergente si es convergente pero
n=l

no es absolutamente convergente.
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Teorema: Toda serie Z a, absolutamente convergente es convergente.

n=1

Comoan=i|an|:>—|an|SanS|an| V n;ysumando |a,| = OSan+|an|S2|an| Vn.

Z a, es absolutamente convergente = Z |]a | es convergente = Z 2|a, | es convergente

n=l n=I n=1

y, por el criterio de comparacion, la serie no negativa Z( a, +la |) converge.

n=l

De laidentidad a,=a,, +|an| -

a,| Vn se puede escribir

)_i E i a, esconvergente.

n=I n=1 n=l1 n=1 n=1

El enunciado reciproco es falso, pues la convergencia depende de la presencia de infinitos

términos positivos y negativos dispuestos en un orden particular. Lo corrobora el siguiente

Teorema: Una serie es absolutamente convergente si y sélo si la serie formada con sus términos

positivos y la serie formada con sus términos negativos son convergentes.

De estos teoremas se puede afirmar que toda serie convergente de términos positivos puede
utilizarse para obtener una infinidad de series convergentes, sencillamente poniendo signos
menos al azar. Sin embargo, no todas las series convergentes pueden obtenerse de esta manera,

tales series serian las condicionalmente convergentes.

Un herramental importante para analizar la naturaleza de una serie son los Criterios, quedando en

claro que éstos no dan la suma de una serie convergente, sélo dan naturaleza.

Si tenemos una serie que es absolutamente o condicionalmente convergente, nos preguntamos si

esta suma infinita se comporta como una suma finita. La respuesta es no, porque la suma de una

serie se define como un limite, que es el limS, . Surge la pregunta de si un reordenamiento de
n—oo

ella conserva la independencia del orden de sus términos. 979
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Reordenamiento o Reagrupamiento de Términos

Se entiende por reordenamiento de una serie Zan a toda serie que tiene los mismos sumandos

n=l

pero en distinto orden. Si Zan es una serie absolutamente convergente con suma S, cualquier

n=l

reordenamiento de Zan tiene la misma suma S que la serie original.

n=l1

Se podria pensar que todas las series convergentes tienen esta caracteristica, pero cualquier serie

condicionalmente convergente se puede reordenar para dar una suma diferente.

La serie armodnica alternada se usa con frecuencia para poner de manifiesto una propiedad que
comparten todas las series condicionalmente convergentes: Un reordenamiento de la serie puede

cambiar su suma.

= (1) 1 1 1.1 1.1 1.1
S 1o 4o —f——— o —e. =S (1)
n 2 4 6 7 8 9

n=1

+ + + S
2 4 6 8 10 12 14 16 2

0+l+0—l+0+l+0—l+0+i+0—i+---=ls (2)
2 4 6 8 10 12 2
sumando (1) y (2) 1+0+l—l+l+0+l—l+0---=és.
3 25 7 4 2

Esta ultima serie tiene los mismos términos que la primera de suma S, pero ubicados los términos
de manera que uno negativo esté luego de dos positivos. No obstante, las sumas de estas series no
son iguales. Esto pone de relieve el hecho de que una serie no es tan sélo la suma de un conjunto
infinito de nimeros, sino un par de sucesiones relacionadas entre si. En el ejemplo se ve que las
dos series son completamente diferentes, que tienen sucesiones de términos totalmente distintas
y por lo tanto no debe sorprender que converjan a sumas diferentes. También, es posible ver que
reordenaciones mds extremas pueden convertir la primera serie en una serie divergente o en una

serie que converja a cualquier suma deseada.
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De hecho, Riemann probé: Si Zan es una serie condicionalmente convergente y r es un numero

n=l

real cualquiera, entonces existe un reordenamiento de Zan con suma esigual ar.

n=l

Si la serie dada es divergente: Z:(—l)'”’1 = 1-1+1-1+1-1+... es divergente, mientras que

n=I

(1-1)+(1-1)+(1-1)+...convergea 0 y 1-(1-1)-(1-1)-(1-1)-... converge a 1.

Conclusiones

En este trabajo se intenté mostrar las similitudes y diferencias, cuando existen, entre las sumas
finitas y las “sumas de infinitos términos”. A las preguntas planteadas: ¢ qué ocurre con un cambio
en el orden de los términos de una serie?, é¢se modifica el valor de la suma de las series
convergentes?, puede responderse que las series absolutamente convergentes se comportan
mucho mejor que las series condicionalmente convergentes. Si una serie es absolutamente
convergente, su comportamiento es similar al de las sumas finitas, o sea, tiene suma, valen las
propiedades conmutativa, asociativa, etc., mientras que una serie condicionalmente convergente
puede ser reordenada para que converja a cualquier suma o incluso para que diverja. Con
respecto a la propiedad conmutativa para sumas finitas, que establece que una suma es
independiente del orden de sus términos y su valor no se altera, vimos que eso no ocurre con
cualquier serie convergente. Por ello es aconsejable sumar los términos de una serie convergente

en el orden dado originalmente.

Un concepto es asimilado por el alumno cuando puede establecer relaciones légicas entre lo que

pertenece y no pertenece a dicho concepto.

Esta propuesta para la enseiflanza de las series alternadas pretende que el alumno adquiera
dominio y habilidad en sus conceptos y practica, ya que son tdpicos precisos para encarar el

aprendizaje de otros temas como, por ejemplo, series de potencias.
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