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Resumen. La investigacion tiene el objetivo de reconstruir significados de las ecuaciones
diferenciales lineales con coeficientes constantes de la forma ay’ + by = F(x) a través de
situaciones grdficas de trasformacion, ésta consiste en identificar patrones de
comportamiento de la funcion F al variar los coeficientes a y b de la ecuacion diferencial e
interactuar con los contextos grdficos y algebraicos. Estudiantes de ingenieria fueron la fuente
para la obtencion de los datos. A partir del disefio de las secuencias los estudiantes construyen
argumentos de comportamientos grdficos y algebraicos que permiten identificar la solucion
y(x) con un comportamiento tendencial hacia la funcién F(x) (nocién de Prediccién) y describir
el comportamiento de la solucion al variar los coeficientes a y b (nocién de Simulacion). EI
resultado del estudio muestra que una relacion simbidtica entre las nociones de Prediccion y
Simulacion permite la reconstruccion de las ecuaciones diferenciales dotdndolas de nuevos
significados.
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Introduccion

En este estudio se establece una relacién simbidtica entre las nociones de Prediccion y Simulacidn
en el contexto de las ecuaciones diferenciales de la forma ay’+ by = F/(x) en un ambiente de
modelacién grafica. Si bien, la nocién de Prediccidon permite conocer la evolucién posterior de los
fendmenos de variacién continua cuantificando la relacion funcional entre variables a partir de las
condiciones iniciales y de las variaciones de las variables involucradas en el fenédmeno (Mufioz,
2000), esto es construir F(t); el control de estos fendmenos de variacidén estaria vinculado a la
nociéon de Simulacién, esto es, partir de F(t), construir y(¢) = AF(at+b)+ B vy analizar la
organizacion de los comportamientos de y(t) a través de la variacion de los parametros (A, a, By
b). La ciencia y la tecnologia se han desarrollado a través de estas dos cuestiones fundamentales:

la prediccion y el control de los fendmenos naturales.
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Los dispositivos tecnolégicos que nos permiten la manipulacion de gréficas de funciones, tales
como calculadoras con esa capacidad y aplicaciones de coémputo pueden ser utilizados para
favorecer las nociones de Prediccién y Simulacion disefiando para ello las secuencias adecuadas.
Considerando la hipétesis de que una relacion simbidtica entre las nociones de Prediccién y de
Simulacién sea el eje que resignifica el Calculo Integral escolar, reportamos algunos resultados de
nuestro trabajo con estudiantes universitarios. En particular en este documento damos cuenta de
los resultados de los andlisis a priori asi como el analisis a posteriori y la confrontacion del mismo,

cémo método de validacion del disefio de secuencias en una situacion de simulacién.

Antecedentes

Las operaciones aritméticas sobre la grafica de una funcion, y los efectos observados, con el auxilio
de calculadoras o computadoras que grafican, se usan frecuentemente, ahora, en los cursos de
calculo y precalculo, sin embargo, esta estrategia de ensefianza pareciera encaminarse tan sélo a
otro método de construir graficas, algo que se antoja inutil si consideramos que la computadora o
calculadora nos dibuja ya la grafica. En estudios reportados (Cordero & Solis, 2001; Cordero, 2001)
se da cuenta de una nocién que permite reconstruir significados en el sentido de la
socioepistemologia (Cordero, 2006), es el comportamiento tendencial de las funciones (CTF),
nocién sui generis del caracter funcional del conocimiento matematico cuya construccion esta en
relacion con la modelizacién y el uso de las herramientas matematicas, permitiendo formular
categorias del conocimiento matematico que a priori no se encuentran dentro de la estructura
matematica. La expresion algebraica y =a[f(bx+c)|+d se puede ver como un conjunto de
instrucciones que nos dice como debemos ir modificando (trasladarla, dilatarla o contraerla,
reflejarla) la grafica de f(x) para obtener la grafica de y. En ese sentido cualquier relacion funcional

es una instruccion que organiza comportamientos.

Mencién aparte merece el hecho que, en el discurso matematico escolar actual, estas
argumentaciones graficas se sitlan en el llamado precdlculo y se diluyen a medida que se avanza
en el curriculum, en el calculo se veran favorecidos los argumentos analiticos, en el analisis las

graficas habran casi desaparecido para favorecer una aritmetizacién de calculo. En las ecuaciones
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diferenciales se introducen nuevas formas de visualizacion grafica como, por ejemplo, los campos

de pendientes, que son propias de este contenido.
El CTF y las ecuaciones diferenciales

El estudiante novicio en ecuaciones diferenciales cuando se ve enfrentado a resolverlas, intentara
“despejar” a la funcidn y (ique justamente es la incognita del problemal!), accién que el profesor
considerard errdnea, e intentara que el estudiante construya la expresion y'(x) =F(x,y). La
natural estrategia del estudiante en cuestion es heredada del algebra y fue aprovechada para el

disefio (Solis, 2003) de secuencias para resignificar a las ecuaciones diferenciales de la forma
’

Y (x)+ y(x) = F(x).

El disefio consistidé en presentar a estudiantes de ingenieria de México las siguientes ecuaciones

diferenciales: y'(x)+y(x)=0, Y(X)+y(x)=k, Y@)+yx)=x y Y(@)+pyx)=x"y
preguntarles por la solucidn y. Situados en el marco funcional interpretamos las producciones de
los estudiantes a través de la nocién de CTF, en dénde los estudiantes identificaron el
comportamiento grafico de y con tendencia a la grafica de F, en palabras de los estudiantes: “la
grafica de y (a partir de ciertos valores de x) tiende a parecerse a la grafica de F”. Aqui lo

representaremos:
Y'(x)+y(x) = F(x), y(x)—5—F(x)

Estas secuencias favorecen la nocion de prediccion en el sentido de construir f(t) que modela
cierto fendmeno a partir de conocer su evolucion (variacién). En matematicas es encontrar la

funcién solucién y(x) a partir de su derivada.

Para favorecer la nocién de simulacién (control del fendmeno) recurrimos a la aritmética sobre
una grafica, ya comentada en parrafos anteriores, e intentamos relacionarla con las ecuaciones

diferenciales de la forma ay’(x)+by(x)=cF(x). Las actividades aqui son las de proponer

variaciones a los coeficientes de los términos de la ecuacion y observar los efectos en la grafica de
la solucion (Solis, 2002). En particular, se le pedia a los estudiantes hacer corresponder las

ecuaciones diferenciales con la grafica de su solucién en un arreglo tabular. Primero se presentaba

en una hoja dos columnas, la de la izquierda mostraban cuatro ecuaciones, 1(x)+ y(x) = x7,
2" (x)+ y(x)=x7; Y (x)+2y(x)=x>; y(x)+ y(x)=2x>, en la columna de la derecha se
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mostraban ocho graficas que eran dos de las soluciones para cada ecuacién, aqui se les pedia

relacionaran las dos columnas; enseguida se presentaba una hoja similar a la primera pero ahora

mostrando en la columna de la derecha ocho expresiones algebraicas que correspondian a dos de

las soluciones de cada ecuacién; en una tercera hoja se presentaba tres columnas, la de la

izquierda mostraba las ecuaciones, la del centro las ocho graficas y la de la derecha las ocho

expresiones algebraicas. En la tercera y segunda hoja también se les pedia relacionar las columnas.

Metodologia

El disefio y el analisis de las situaciones se hicieron usando la siguiente metodologia:

1.

Transformar un hecho a un fendmeno didactico. En nuestro caso, el hecho consiste en las
dificultades que tienen los estudiantes para interactuar (ir y venir) entre los contextos graficos
y algebraico. Este hecho ha sido ubicado en el fendmeno de las representaciones vy
transformado en el fendmeno didactico, el cual toma en cuenta las diferentes
representaciones, sus formas y niveles, los diferentes planos de representacion y los posibles
homomorfismos entre ellos. Y las coherencias locales de procedimientos operativos que son

derivados de esas representaciones.

Describir las dificultades especificas de las situaciones de ensefianza. Tomamos en cuenta la
descontextualizacién y recontextualizacion que conlleva a la rehabilitacién de significados y
sistemas simbdlicos, donde descontextualizacién significa que el contexto original fue perdido

y recontextualizacion significa la busqueda de un contexto tal vez distinto al original.

Establecer un marco tedrico que explique las dificultades. El marco, hasta ahora, se compone
de los siguientes elementos: abstraccién reflexiva y categorias del conocimiento matematico;
acciones, procesos, objetos y esquemas; representaciones y procedimientos; niveles de

desarrollo.

Usar el marco tedrico para disefiar situaciones diddcticas. Se disefian situaciones sobre una

base socio-epistemoldgica.
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5. Considerar los resultados de 3 y 4 en la implementacién e iteracién. Las actividades de las
entrevistas para cada situacion seran disefiadas e implementadas en concordancia con la

metodologia.

Andlisis

Para el analisis se procede, primeramente, a plantear hipotéticamente lo que los estudiantes
hardn con la secuencia, esto guia al investigador en el disefio de la actividad, este analisis
hipotético le llamaremos andlisis a priori. Después de aplicada la secuencia se realiza un analisis a
posteriori de las producciones de los estudiantes, lo que realmente hicieron, el disefio se valida
con la confrontacién entre lo hipotético y las producciones. Presentamos un ejemplo del andlisis a

priori para una de las actividades

1. En la columna de la izquierda aparecen escritas cuatro ecuaciones en términos de x,

¥(x) y ¥'(x), enla columna de la derecha estén graficadas ocho funciones y(x).

Relaciona la ecuacion con la grafica o graficas que creas que la satisfagan.

La intencidn de invertir el orden convencional (esto es primero la derivada y luego la funcion) para
escribir las ecuaciones de este tipo puede favorecer a que el estudiante privilegie el término y(x)
del lado izquierdo de la ecuacion y lo relacione con el término F(x) del lado derecho,
estableciendo asi a relacion buscada. Con el conocimiento previo del patrén y(x)—=— F(x),

los estudiantes centraran la atencidn en estos dos elementos y a partir de las operaciones graficas

, . 2 , . e s
con parabolas (en particular ( Ax~ ) establecerdan las relaciones grafica — ecuacion.

Aunque ya han trabajado con la solucién de y(x)+ »’(x) = x" (analitica y grafica) la actividad
dificultard discriminar entre las graficas soluciones de esta ecuacion y las graficas soluciones de la

ecuacion  y(x)+2)’(x)=x>, ya que en ambas se puede establecer y(x)TNCZ. Las

relaciones entre grafica y ecuacién quedarian asi.
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vty =x

y+2y =x°

En esta experiencia pudimos observar como los estudiantes trasladan las propiedades geométricas
de una curva conocida que han trabajado en el precalculo al contexto de las ecuaciones
diferenciales. Sus argumentos estan relacionados a los comportamientos graficos, en general a los
de cardcter global, como comportamientos asintéticos, comportamientos al infinito, curvas que en
una ventana “ampliada” de su calculadora se “parecen”. Sin embargo algunos estudiantes también
ponen atencion a los comportamientos de cardcter local, como interseccion con los ejes, vértices.
A continuacion, a manera de resumen, enlisto algunos hechos que hemos observado a partir de

estas actividades:

e las calculadoras y aplicaciones de computo que grafican funciones hace que los estudiantes
fijen su atencion a formas globales de las grafica, favoreciendo argumentos graficos que

responden a comportamientos tendenciales de las funciones.

e El argumento de comportamiento tendencial surge en la actividad de sumar una funcién con
una “recta” cuando la pregunta se hace a partir del contexto grafico en que ocurre, lo que

hemos llamado una aritmética grafica.

e las propiedades graficas de las funciones sumandos, de la actividad descrita en el parrafo
anterior, son heredadas a la funcion suma, estableciendo argumentos graficos que tienen que
ver con estrategias locales (tangencia en un punto) y estrategias globales (reconocimiento de

formas geométricas completas) 784

Comité Latinoamericano de Matematica Educativa A. C.



Categoria 2. Propuestas para la ensefianza de las matemdticas

e Se conservan en la variacion de parametros (coeficientes) de una ecuacién diferencial lo que
los estudiantes han experimentado en el precalculo. Aunque sélo las dos ecuaciones en las
que el término cF(x) de la ecuacién ay’+ by = cF(x) es afectado, c=1y ¢ =2, pudieron
ser relacionadas con su solucién, los argumentos usados estdn anclados en que la solucién
debe parecerse al término F'(x) y que los efectos en esta parabola ( F'(x) = x?, en este caso),

deben ser parecidos a los efectos en la situacion, pudiendo establecer la correcta relacidon con

solo la observacién de la concavidad de la parabola.

Reflexiones finales

A partir del disefio de las secuencias los estudiantes construyen argumentos de comportamientos
graficos y algebraicos que permiten identificar a la solucion y(x) con un comportamiento
tendencial hacia la funcién F(x) (nocion de prediccion) y describir el comportamiento de la

solucién al variar los coeficientes a y b (nocién de simulacion). El resultado del estudio muestra
qgque una relaciéon simbidtica entre las nociones de prediccion y simulacion permite la

reconstruccion de las ecuaciones diferenciales dotandolas de nuevos significados.

Este estudio socioepistemolégico de la ecuacién diferencial lineal con coeficientes constantes, es
para establecer un método del disefio de situacién y la lectura de datos con el propésito de lograr
un alcance de reproduccién en el sistema educativo e ir propiciando el redisefio del discurso

matematico escolar.

Partimos de la epistemologia de la ecuacién diferencial lineal con coeficientes constantes, la cual

consiste de los siguientes aspectos:
e Lla ecuacién ay’+y= fes un modelo del comportamiento tendencial de la funcién y:

yT>f,X—>°°

e La situacion de la ecuacion ay’+y = f es la relacion simbidtica entre la prediccién vy la
simulacion, cuyo argumento es el comportamiento tendencial de y con respecto a f:

y—/f-
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e El argumento de la situacion se desarrolla a través de las resignificaciones (patrones de
comportamiento de la funcién y la grafica), de los procedimientos (variacion de parametros de
la ecuacién diferencial) y las diferentes experiencias cognitivas (los procesos y objetos de

funcién como una instruccidn que organiza comportamientos).

Situarse en un marco funcional permitié encontrar un argumento grafico, implicito algunas veces y
explicito en otras, en las explicaciones de los estudiantes. Surge en un ambiente grafico favorecido
por los dispositivos tecnoldgicos que grafican funciones y que permiten concebir a una funcién
globalmente. Este argumento atiende las tendencias de las graficas, ya sea en una suma de
funciones, en la variacién de los pardmetros o en la forma de la grafica de la solucion de las
ecuaciones diferenciales. Habilitado a partir de las explicaciones, éste argumento, al que hemos
llamado comportamiento tendencial de las funciones, se convierte ahora en un programa que
organiza contenidos del cdlculo, de ahi que adquiera un estatus epistemoldgico y puede

considerarse como una categoria del célculo.
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