[.1. CONTEXTO ADMINISTRATIVO:

[.1.1. La Universidad en Espafia:

El marco general en el que se sitlia esta memoria quiere tener en cuenta los
cambios producidos en la Sociedad y en la Universidad espafiolas en los ultimos afios,
cuya solucion se aborda en el marco legal de la Ley de Reforma Universitaria de 25 de
agosto de 1983, pero cuya realizacion tiene ain un largo camino por delante, para dar
satisfaccion a las necesidades crecientes de desarrollo cientifico-técnico derivadas de la

incorporacion de Espafia a las sociedades industriales avanzadas.

La universidad de nuestros dias es una institucion al servicio del desarrollo social y
econémico de la sociedad a la que pertenece,“el desarrollo cientifico, la formacion
profesional y la extension de la cultura son las tres funciones bdsicas que de cara al siglo
XXI debe cumplir esa vieja y hoy renovada institucion social que es la Universidad
espaniola” (LRU, 1983).

Concebimos, de acuerdo con nuestro marco legal, que la educacion (todo el sistema
educativo, del cual la educacion superior es parte inseparable) es un servicio social y
publico de primera magnitud, cuya organizacion y finalidades deben responder a las
necesidades actuales de la sociedad espafiola, mediante el ejercicio de las funciones

universitarias de docencia, investigacion y difusion.

La institucidon universitaria debe adaptarse, en el ejercicio de sus funciones, a los
retos que plantea una sociedad en la que se han producido fuertes cambios, como es el
caso de la sociedad espafola. Entre los cambios destacables podemos sefialar, siguiendo el
informe del ICED de 1987, los cambios politicos, demograficos, econémicos y los

derivados de la integracion de Espafia en las Comunidades Europeas.



Entre los cambios politicos, derivados de la puesta en practica e integracion en los

hébitos y costumbres sociales de la Constitucion de 1977, destacan:

“una prensa libre y critica, partidos politicos independientes y
elecciones libres: la tutela efectiva de los derechos humanos y de un
poder judicial independiente; la libertad de pensamiento, religion y
expresion de todos los ciudadanos; la libertad de asociacion incluyendo
sindicatos independientes; la reintegracion de importantes poderes
politicos a los gobiernos regionales y, lo que es igualmente importante,
la reafirmacion constitucional de la autonomia de las Universidades y

del derecho a la educacion de todos y cada uno de los ciudadanos.”

Entre los cambios demograficos que se han producido en las ultimas décadas, y que
han tenido y continuan teniendo repercusiones importantes sobre el sistema educativo
espafiol, podemos sefialar los siguientes: primero, el cambio en la tasa de natalidad, que se
produce en Espafia con cierto retraso respecto de los paises europeos, con una tasa bruta
de natalidad que alcanza su méaximo en 1964, y va disminuyendo de forma
progresivamente acelerada hasta llegar a reducirse casi a su mitad, con las consiguientes
repercusiones en el aumento de inscripciones en educacion superior, cuyo estancamiento
ain no ha comenzado; en segundo lugar, la desigual distribucion geografica de la
poblacion espaiola, que ha pasado a lo largo de este siglo de tener un 30% de poblacion
urbana al, aproximadamente, 80% actual; un tercer cambio importante ha sido la
incorporacion masiva de la mujer al mercado de trabajo, con el fuerte aumento del numero
de mujeres matriculadas en la Universidad, que ha pasado en los ultimos quince afios de
un 37% a las condiciones de igualdad actuales con los varones, con tendencia a
sobrepasarlos; un cuarto cambio ha sido la practica desaparicion de la emigracion masiva
de trabajadores espafioles a otros paises en busca de empleo; finalmente, y como
consecuencia del descenso de la tasa de natalidad y del aumento de las expectativas de

vida, la poblacion espafiola esta experimentando un progresivo envejecimiento.

! International Council for Educational Development (1987), en: La Reforma Universitaria
Espafiola. Evaluacion e Informe. Consejo de Universidades. Ministerio de Educaciéon y Ciencia.



También se han producido cambios en la economia espafiola, que ha realizado
modificaciones estructurales basicas durante las ultimas décadas, transformandose en una
economia recientemente industrializada y de servicios. En un plazo de tiempo
relativamente corto, Espafia ha pasado de la categoria de pais en vias de desarrollo a la de
pais desarrollado. Aun asi, hay tres problemas serios que la economia espafiola debe
controlar. Nos referimos a una baja tasa de crecimiento anual del Producto Nacional
Bruto, a una tasa de inflaccion superior a la de los paises de la OCDE y a una tasa

persistente de paro y desempleo:

“Seria mds correcto decir que Esparia posee en el momento actual una
economia dual, un sector que posee todos los rasgos o caracteristicas
de una economia moderna altamente desarrollada, mientras que en
otro sector sigue conservando muchas caracteristicas de los paises aiin
no desarrollados, incluyendo una pobreza generalizada y una
agricultura de subsistencia, asi como unos niveles educativos
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relativamente bajos.”

Estos cambios afectan en particular a la Universidad puesto que , por un lado, han
modificado el entorno operativo y ético del sistema educativo, colocando a las
Universidades frente a nuevas oportunidades, desafios y obligaciones importantes, entre
los que la participacion y la toma colegiada de decisiones, junto con la responsabilidad por
el propio trabajo, la competitividad y eficacia en los resultados y un fuerte espiritu critico,

son algunos de los factores mas destacables.

Los factores demograficos impulsan cambios en la planificaciéon de la Universidad
como servicio publico. Dado que las Universidades se encuentran situadas en grandes
centros urbanos hay que abordar el problema de facilitar la educacion superior a las
personas que viven a grandes distancias de esos centros. También hay que reorientar la
tendencia de los estudiantes a concentrarse en determinados estudios, favoreciendo las
carreras de ciclo corto y aquellas carreras técnicas que demanda el desarrollo de la

sociedad. Igualmente, habrd que tener en cuenta que van a aumentar las demandas de

% ICED (1987). Op. c.



educacion de adultos, incluyendo el nivel universitario. Por otra parte, la Universidad debe
atender a la formacion de especialistas y técnicos cualificados que cubran las necesidades
derivadas de la economia espafiola y de las areas rurales relativamente atrasadas, asi como

a la preparacion de los jovenes para el trabajo por cuenta propia.

No cabe duda que ha sido la integracion de Espana en la CEE la que ha permitido

concretar algunos de los retos o desafios mas importantes a sus Universidades:

“El primero es el de afiadir una fuerte dimension internacional a
sus planes de estudios, hasta ahora relativamente provincianos, como
parte integral de la educacion general de todos y cada uno de los
estudiantes. El segundo reto o desafio es el de ofrecer una mejor
orientacion profesional y tipos mds adecuados de conocimientos,
habilidades y experiencias prdcticas que permitan a los estudiantes
adaptarse con mayor facilidad a unos mercados laborales en
constante proceso de cambio. El reto o desafio planteado en las
Universidades es el de aprovechar la importante oportunidad ofrecida
por la pertenencia a la CEE para reforzar sus actividades de
investigacion cientifica y técnica.” }

Ante esta situacion, en la que la Universidad debe trabajar con nuevos datos y

gestionar los nuevos cambios, se le atribuyen las siguientes funciones:

Articulo 1°.1. El servicio puiblico de la educacion superior corresponde
a la Universidad, que lo realiza mediante la docencia, el estudio y la
investigacion.
2. Son funciones de la Universidad al servicio de la

sociedad:

a) La creacion, desarrollo, transmision y critica de la

ciencia, de la técnica y de la cultura.

b) La preparacion para el ejercicio de actividades

profesionales que exijan la aplicacion de conocimientos y

3 ICED (1987). Op. c.



métodos cientificos o para la creacion artistica.

c) El apoyo cientifico y técnico al desarrollo cultural,
social y economico, tanto nacional como de las
Comunidades Autonomas.
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d) La extension de la cultura universitaria.

Pero la LRU no es mas que un instrumento de trabajo que el Gobierno propone al
Parlamento, y que éste concede a las Universidades para posibilitar la organizacion,
planificacion, ejecucion y control de su trabajo, entre cuyas caracteristicas esenciales
cuenta, en este caso, con que estd basado en la capacidad y en la actuacion de los
participantes de la propia comunidad universitaria. La pregunta clave en todo caso es la

siguiente:

“;qué clase de sociedad desea ser Espaiia dentro de una o dos
generaciones?. ;Desea ser una economia industrial de nivel medio, que
proporcione bienes y servicios intermedios a sociedades poco
industriales y paises en vias de desarrollo, o aspira a convertirse en
una “economia de informacion” postindustrial, en las que las
tecnologias mds avanzadas de comunicacion desempeiien un papel
bdsico? (...) Si Espaiia decide avanzar en esta direccion las
implicaciones para todos los niveles educativos, pero especialmente
para las Universidades, son realmente enormes. Significa que la propia
educacion debe llevar finalmente a cabo su propia revolucion
tecnologica y en el campo de los planes de estudio para seguir el ritmo
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marcado por los paises de su misma drea.”

Vemos que, con planteamientos diferentes, el debate sobre la mision de la
Universidad realizado por Ortega sigue teniendo en cuenta las mismas dimensiones: la

formacion de profesionales altamente cualificados, la investigacion cientifica,

4 Ley Organica 11/1983, de 25 de Agosto, de Reforma Universitaria. BOE n° 209 (1-1X-83).
Madrid.
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proporcionar cultura general adecuada al cientifico y al humanista y lograr una presencia
efectiva de la Universidad en la vida publica. Las cuestiones y problemas sefialados por
Ortega en su momento, igual que con anterioridad por Giner de los Rios y muchos otros,
siguen aun abiertos y pendientes de solucion, pero no cabe duda que en el momento actual
se dan las condiciones econdmicas, sociales, culturales y cientificas que pueden convertir

a la Universidad en un factor real de progreso en nuestro pais.

Un dato actual importante es la nueva autonomia de las Universidades, que permite
controlar el propio presupuesto y los asuntos internos. Cada Universidad puede establecer
sus necesidades y prioridades para realizar los gastos; puede trasladar a los profesores de
centro y seleccionar sus propios profesores; puede establecer programas dirigidos a la
obtencion de titulos propios y organizar cursos especializados. El programa para el
desarrollo de esta autonomia pasa por fijar objetivos claros y principios para la toma de
decisiones en la mejora y modernizacion de la formacion que proporciona cada
universidad; dar satisfaccion al complejo de necesidades sociales que comporta la
igualdad de oportunidades educativas; conseguir una articulacion efectiva con la
ensefianza secundaria, ya que es parte del mismo sistema y se condicionan mutuamente;
disefiar las necesidades de profesorado para el futuro, las necesarias reconversiones y las
dimensiones de las plantillas, junto con los problemas ain no resueltos de movilidad,
competencia y calidad del profesorado; conseguir un balance ajustado entre los costes, la
financiacion y la eficiencia del servicio; adaptar la estructura en tres ciclos de la educacion
universitaria a una mayor diversidad de oferta, ampliando la gama de opciones mediante
un disefio adecuado del sistema de planes de estudios y titulaciones, dando respuesta a las
necesidades mas diversificadas cada vez de la sociedad y la economia espanolas;
establecer un sistema de prioridades nacionales en investigacion, orientando los
programas de doctorado a estos objetivos y promoviendo la difusion, critica y evaluacion

de los trabajos realizados.

Esta larga lista de cuestiones no es exhaustiva ya que el campo de trabajo de la
Universidad es amplio y complejo, pero si nos parece que marca alguna de las lineas
prioritarias de reflexion y esfuerzo en la tarea actual de nuestra Universidad. Queda claro
que la Universidad tiene que tomar parte activa ante los grandes desafios de la sociedad
de nuestro tiempo, entre los que los temas educativos ocupan un lugar destacado. En esta

importante tarea constructiva encontrard también la mejor solucidon a sus propios



problemas.

Las consideraciones anteriores delimitan los datos claves del papel que debe
desempeifiar la Universidad en la sociedad espafiola actual. Aunque de forma resumida y
abreviada, hemos querido plantear estas cuestiones generales al comienzo de esta memoria
porque, no cabe duda, la mayor parte de los temas que aqui se planteen y desarrollen
adquieren su pleno significado al analizar los condicionantes y orientaciones que hoy dia
presenta el marco social e institucional en el que tiene lugar nuestro trabajo.

[.1.2. Organizacidén universitaria en Areas de Conocimiento
y Departamentos:

Para desarrollar el doble “objetivo docente e investigador, se potencia la estructura
departamental de las Universidad espaiiolas, lo que debe permitir no soélo la formacion
de equipos coherentes de investigacion, sino también una notable flexibilizacion de los
curricula que pueden ser ofertados, si bien se evita imponer reglamentariamente dicha
estructura, facultando a las Universidades para que adapten progresivamente la actual
organizacion facultativa a la nueva organizacion departamental; serdn, pues, ellas
mismas quienes decidirdn, en ultima instancia, su propia composicion por
departamentos, asi como el grado de implantacion real de este principio de
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organizacion.”

Uno de los objetivos basicos de la Ley de Reforma Universitaria es el de convertir
unos Departamentos fuertes en los bloques organizativos basicos de las Universidades,
cada uno de ellos especializado en un 4rea de conocimiento determinada o varias, y
capaces de satisfacer de modo eficaz y competente las necesidades de todas las

Facultades afectadas por ese area. Por ello, en su parte dispositiva, la ley establece:

“Articulo 8°.1. Los Departamentos son los organos bdsicos encargados
de organizar y desarrollar la investigacion y las enseiianzas propias de
su respectiva drea de conocimiento en una o varias Facultades,

Escuelas Técnicas Superiores, Escuelas Universitarias y, en su caso, en

® L R.U. (1983). Op. c.



aquellos otros Centros que se hayan creado al amparo de lo previsto en
la ley.

2. Los Departamentos se constituirdn por dreas de conoci-
miento cientifico, técnico o artistico, y agrupardn a todos los docentes e
investigadores cuyas especialidades se correspondan con tales dreas.

3. Asimismo, corresponde a los Departamentos la
articulacion y coordinacion de las enseiianzas y de las actividades
investigadoras de las Universidades.

4. La creacion, modificacion y supresion de
Departamentos corresponderd a la Universidad respectiva conforme a
sus estatutos y de
acuerdo con las normas bdsicas aprobadas por el Gobierno a propuesta

del Consejo de Universidades.” ’

Desarrollando el articulo anterior, los estatutos de la Universidad de Granada

determinan:

“Articulo 10. Los Departamentos se constituirdn por una o varias
dreas de conocimientos cientificos, técnicos o artisticos en los términos
previstos en estos Estatutos, y de acuerdo con las disposiciones legales
correspondientes.

Los Departamentos serdn unicos por drea o dreas de conocimiento y
agrupan a todos los docentes e investigadores cuyas especialidades se
corresponden con tales dreas. A estos efectos se consideran dreas las
aprobadas por el Consejo de Universidades.

La denominacion de los Departamentos serd la del drea de
conocimiento correspondiente.

Articulo 12. La creacion, modificacion y supresion de Departamentos
que habrd de efectuarse de acuerdo con la legislacion general,
corresponde a la Junta de Gobierno de la Universidad, cuyos acuerdos

deberdn ser remitidos al Claustro Universitario para su aprobacion.

7 LR.U. (1983). Op. c.



Articulo 16. Son funciones del Departamento:
a) Organizar y desarrollar la docencia de acuerdo
con las exigencias de los distintos planes de estudio,
que incluyan disciplinas propias del mismo, y con las
directrices generales dictadas por las Facultades y
Escuelas de la Universidad.
b) Organizar y desarrollar la investigacion relativa
al drea o dreas de conocimiento de su competencia.
c) Organizar y desarrollar los estudios de Doctorado
en el drea o dreas de su competencia, asi como
coordinar la elaboracion de Tesis Doctorales
realizadas en su seno.
d) Promover la realizacion de trabajos de caracter
cientifico, técnico o artistico, y el desarrollo de
cursos de especializacion.
e) Impulsar la renovacion cientifica y pedagogica de
sus miembros.
f) Fomentar las relaciones con otros Centros de la
Universidad de Granada y cualesquiera otras
Universidades y Centros espariioles y extranjeros.
g) Participar en los organos de Gobierno de la
Universidad de Granada en los términos previstos en
estos Estatutos.
h) Intervenir en la elaboracion de los planes de
estudio correspondientes a las Facultades y Escuelas
en que imparten sus ensefianzas.
i) Cualesquiera otras funciones y tareas que

especificamente le atribuyan estos Estatutos.” *

En estos articulos se recogen las obligaciones bésicas, el modo de organizacion

¥ Estatutos de la Universidad de Granada (1985).Decreto 162/1987 de 17 de Julio,
BOJA n° 74 de 26 de Julio de 1985. Sevilla.



y las condiciones para la constitucion de Departamentos e, igualmente, las funciones que
les corresponden. Con ello se intenta dotar de un nuevo dinamismo a la estructura y
funcionamiento de las Universidades, excesivamente centradas en los aspectos
corporativos que se derivaban de la exclusiva organizacién anterior en Facultades,

Escuelas Técnicas Superiores y Escuelas Universitarias.

Con esta nueva estructura se quiere promover que, desde la Universidad, se
emprenda el andlisis y la busqueda de soluciones a diversos problemas sociales
sumamente complejos (incluyendo los educativos) y efectuar avances significativos en los
campos de la ciencia y la tecnologia mediante un enfoque interdisciplinar. Se pretende
evitar que la organizacion tradicional en especialidades académicas y profesionales,
totalmente separadas unas de otras, se convierta en un obstaculo grave para el progreso

intelectual, social, cultural y cientifico.

Los especialistas han sido los primeros en reconocer esta necesidad de combinar las
disciplinas o materias tradicionales con el fin de crear nuevos campos cientificos. Una
opciodn ha consistido en diversificar el campo clasico de las disciplinas tradicionales en el
nuevo catdlogo de Areas de Conocimiento, mas adaptado al desarrollo actual de las

ciencias y mas acorde con las necesidades sociales y problemas que se plantean.

En el momento actual, el Catalogo de Areas de Conocimiento, establecido por el
Consejo de Universidades, comprende un total de 172 Areas de Conocimiento
diferenciadas, mediante las que se organizan un total de 62 estudios universitarios

distintos. °

Segun los datos editados por el Consejo de Universidades, aparecidos en la Guia de
Departamentos Universitarios'° habia en el total de las Universidades espaiolas 1651

Departamentos Universitarios.

® Anuario Estadistica Universitaria (1990). Consejo de Universidades. Ministerio de Educacion
y Ciencia. Madrid.

1% Guia de Departamentos Universitarios (1990). Consejo de Universidades. Ministerio de
Educacién y Ciencia. Madrid.
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Aunque algunos de estos datos estan en proceso de cambio debido, entre otras cosas,
a las modificaciones de los planes de estudio y a la aparicion de nuevas titulaciones, son
ilustrativos para indicar el grado de desarrollo que ha alcanzado la nueva estructura

universitaria en estos ultimos anos.

El Area de Conocimiento de Didactica de la Matematica viene establecida por el
Real Decreto 1888/84 de 26 de Septiembre (BOE 26-X-84), por primera vez en nuestro
pais, y en la actualidad son 187 los Profesores numerarios adscritos en este Area en las
Universidades espafiolas'' . Estos profesores son funcionarios de las 27 Universidades
publicas existentes en ese mismo afio'” . Su adscripcion a Departamentos se ha hecho en
funcién de las condiciones particulares de cada Universidad, que han dependido del
nimero de profesores del Area en la Universidad y de su mayor o menor conexién con los
profesores de otras areas de matematicas o de didactica. Se han producido, en términos
generales, dos modelos distintos en la adscripcion de los profesores del Area de Didactica

de la Matematica en los Departamentos Universitarios.

El primer modelo consiste en la incorporacion a Departamentos de Matematicas y
en ¢l encontramos tres variantes, que se producen por el tamafio de la Universidad, las
titulaciones que imparten y la tradicion previa de integracion y colaboracion de los
profesores de Didéctica de la Matemadtica con sus compafieros de otras disciplinas. Asi,
encontramos Departamentos de Matematicas, formados por profesores de practicamente
todas las areas de conocimiento comprendidas bajo esta denominacion: Algebra, Analisis
Matematico, Estadistica e Investigacion Operativa, Geometria, y Matematica Aplicada,
incluyendo en algunos casos también a profesores de Economia Aplicada o de Ciencias de
la Computacion, segiin universidades. En este caso se encuentran las Universidades de
Alcala de Henares, Autonoma de Madrid, Cantabria, Islas Baleares, Leon, Oviedo,

Navarra y Zaragoza.

i Anuario de Estadistica Universitaria. (1990). Op. c.

12 Guia de Departamentos Universitarios (1990). Op. c.
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Una segunda variante, similar a la anterior, se produce en Universidades mas jovenes,
que no incluyen estudios especificos de matematicas puras, sino solamente los de
matematicas aplicadas, necesarios para carreras técnicas. En este caso tenemos igualmente
Departamentos de Matemadticas que incluyen profesores de Didéctica de la Matematica y
de Matematica Aplicada, en cuya situacion estan las Universidades de Castilla-La
Mancha, Cordoba y Las Palmas. Similar a este caso es el de la Universidade de Alicante,
en la que los Profesores de Didactica se encuentran en el Departamento de Economia
Aplicada. Una tltima variante de esta integracion de los profesores de Didactica en
Departamentos, conjuntamente con profesores de otras areas de Matematicas, se presenta
en La Laguna y Valladolid, cuyos profesores de Didactica pertenecen al Departamento de

Analisis Matematico .

El segundo modelo se produce cuando los profesores del area de Didactica de la
Matematica constituyen Departamento junto con profesores de otras areas de Didacticas
especiales. Igualmente se producen aqui tres variantes. La variante mds comun es la
constitucion de un Departamento conjunto con los Profesores de Didactica de las Ciencias
Experimentales, situacion que se produce en las Universidades Autonoma de Barcelona,
Barcelona, Extremadura, Pais Vasco, Salamanca, Santiago y Sevilla; esta solucion parece

natural ya que se forma un Departamento general de Didéctica de las Ciencias.

Una segunda variante es la de un gran Departamento que incluya a la totalidad o la
mayoria de las areas didécticas, pedagdgicas y psicologicas. En esta situacion solamente
esta la Universidad de Cadiz con un macrodepartamento de Formacion del Profesorado, en
el que se encuentran los profesores de nuestra area. La Universidad de Malaga esta a
caballo entre las dos variantes presentadas ya que tiene un Departamento de Didactica de
las Matemadticas, Ciencias Sociales y Experimentales. Caso aparte es también la
Universidad de Murcia, en donde el Departamento es de Didactica de las Matematicas y

de las Ciencias Sociales.
Finalmente, la tercera variante, que consiste en un Departamento de Didactica de la
Matematica, exclusivamente, so6lo la encontramos en las Universidades Complutense,

Granada y Valencia.

Esta claro que todas estas situaciones se han producido en funcién de las relaciones
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internas y del nimero de profesores del Area de cada Universidad, en ejercicio legitimo de
la autonomia correspondiente, también en funcion de la existencia o no del titulo de
licenciado en matematicas y de la vinculacion mayor o menor entre las diferentes areas de
matematicas. Igualmente, los trabajos e investigaciones desarrollados con anterioridad a la
LRU han pesado en la constitucion de Departamentos especificos de Didactica. Esto
mismo explica que sélo unos pocos de los Departamentos mencionados desarrollen una
actividad docente e investigadora plena, con produccidon propia e influencia real en el
desarrollo de la Didactica de la Matematica como disciplina universitaria en nuestro pais y
con posibilidad de contacto y colaboracion con centros de investigacion y universidades

extranjeros

En el cuadro aparece un resumen de las situaciones y universidades que se
encuentran en cada caso. Parece claro que, con el proceso actual de division de las
Universidades que superan un determinado tamafio, sera mas dificil conseguir
Departamentos exclusivos en Didactica de la Matematica, y cabe prever para el futuro
inmediato que la Didéctica de la Matematica alcanzard un desarrollo completo en solo

unas pocas Universidades.
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I. 1. 3. El Departamento de Didéctica de la Matemética en la
Universidad de Granada. Competencias y estructura. Funciones
que desempefia:

El 25 de Noviembre de 1985 se celebra sesion extraordinaria para firmar el Acta que
inicia el proceso de constitucion del Departamento de Didéctica de la Matematica, segun
la normativa elaborada por el Rectorado de la Universidad de Granada, para dar
cumplimiento a lo establecido en el Articulo 12 de los Estatutos de la Universidad. A este
acto, presidido por el Vicerrector Dr. Fernandez Palomares, se invita a los Directores de
los Departamentos de Algebra, Andlisis Matematico, Estadistica e Investigacion
Operativa, Geometria, Matematica Aplicada, Pedagogia y Psicologia Evolutiva y ante
ellos se hace una declaracion explicita de cuales van a ser las lineas de trabajo que va a
desarrollar el Departamento de Didactica de la Matematica, de cuyas ideas principales

hacemos un resumen:

“La mayor parte de vosotros sabéis por experiencia que la
investigacion en Matemdticas, en cualquiera de sus ramas, es una
tarea especialmente costosa y delicada, que requiere esfuerzos
intensos y continuados que no siempre se ven coronados por el éxito.
También sabéis que la tradicion cientifica en nuestro pais ha sido muy
pobre, prdcticamente inexistente, y que el crear las bases de una
investigacion seria en Matemdticas - en todas sus ramas- es una tarea
lenta y dificil, que va a requerir el trabajo continuo de toda nuestra
generacion y debe prolongarse en las proximas generaciones si
queremos remontar definitivamente nuestro atraso e ignorancia en el

conocimiento e investigacion cientificas.

Por eso se ha observado con recelo todo lo relativo a la
Diddctica, ya que ésta ha aparecido muchas veces como una variante
de retorica, un modo de aparentar que se trabaja, un razonamiento
estéril y pretencioso que queria hacernos pasar por auténtico
conocimiento cientifico lo que solo eran, en el mejor de los casos,

buenas cualidades personales y sentido comiin.
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Creo que esta critica ha tenido fundamento durante algiin tiempo, a
la vista de lo que se ha trabajado en el campo de la Diddctica en
nuestro pais. El juicio, aunque duro, responde a realidades y
comportamientos concretos que hay que asumir, pero que no reflejan

el fondo de la cuestion.

La pobreza de resultados en Diddctica de la Matemdtica en
nuestro pais es un indice mds de nuestro atraso cientifico, quizds el
que hoy mds destaque dentro de la Matemdtica. Mientras que en el
resto de las disciplinas hay equipos que vienen trabajando con
seriedad y hay equipos concretos que publican en revistas
internacionales de prestigio, participan en Simposios y Congresos
fuera de nuestras fronteras y ofrecen una imagen digna de la
investigacion matemdtica espafniola, sin embargo en Diddctica aiin no

ha ocurrido.

Discutir si la Diddctica de la Matemdtica es o no una disciplina
cientifica queda totalmente fuera de lugar. No tiene sentido plantearse
esta pregunta. La Educacion es hoy dia uno de los campos mds
fecundos de investigacion a escala internacional; los problemas
planteados en torno a la formacion de los conceptos matemadticos, la
adquisicion y transmision de los mismos, el disefio de estrategias, la
elaboracion de materiales y recursos; el cultivo de la creatividad, las
distintas vias de elaborar y ejecutar un razonamiento, son solamente

algunos de los campos mds destacados dentro de la Diddctica.

En los paises de nuestra drea geogrdfica y cultural hay
Departamentos de Diddctica de la Matemdtica funcionando desde
hace afios; asi ocurre en Estados Unidos, Reino Unido y Alemania; en
otros paises una estructura administrativa similar a nuestros ICEs es
la encargada de canalizar y desarrollar estas investigaciones (...) Sin
embargo, nuestro nivel en este campo concreto es uno de los mds

bajos dentro de los paises culturalmente avanzados.
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Por ello, la Diddctica hoy dia no es - no va a ser - una coartada
para nadie. Bien al contrario, a poco que nos descuidemos, va a ser
uno de nuestros flancos mds débiles. Porque no basta con tener
ingenio y redactar bien, sino que habrd que trabajar duro e investigar
en serio, para situarse en un nivel digno dentro de la comunidad

internacional que trabaja en este campo.

Para ello hacen falta medios y ayudas. Medios en cuanto a
fondos bibliogrdficos, revistas especializadas, profesores invitados,
conferencias y congresos y, en general, todo tipo de material cientifico
y pedagogico. Ayudas en forma de becas, ayudas para publicaciones,
direccion de tesis y tesinas, desplazamientos a centros extrajeros, y un
largo etcétera costoso pero imprescindible para llevar adelante
cualquier proyecto de investigacion. Creemos que este camino se

puede recorrer.

El hecho de que se establezca la Diddctica de la Matemdtica
como un Area de Conocimiento dentro del organigrama de la
Universidad es un paso importante. Quiere decir que la Universidad
va a poner al sercicio de este campo los mismos medios
institucionales, las mismas ayudas economicas y administrativas y , en
definitiva, el mismo aparato juridico que pone para el resto de las
disciplinas universitarias. Por ello nos parece importante este
momento, no solo para nosotros, sino también para toda la comunidad
universitaria y, en especial, para los que trabajen en los campos de la
Matemdtica y la Educacion. Por esto mismo os hemos querido invitar

a este acto en calidad de testigos.

La Universidad de Granada va a ser una de las primeras en
poner en marcha este servicio en nuestro pais, y esto nos compromete
a todos. El grupo de veintitrés profesores, en cuyo nombre os hablo,
lleva algiin tiempo trabajando en este campo y va a continuar en esta

drea con seriedad y dedicacion. Para ello os pedimos vuestro apoyo y
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vuestro respeto. Os pedimos que nos ayudeis en la medida de vuestros
conocimientos y que, al mismo tiempo, seais criticos y exigentes con el
rendimiento de nuestro trabajo, que nos demandeis la altura y calidad
que son exigibles a toda investigacion, y que veais en la Diddctica un
campo mds del esfuerzo solidario que todos los profesionales de las
matemdticas venimos haciendo por elevar el nivel cientifico y cultural
de nuestro pais, e integrarnos en la comunidad cientifica

internacional.

Este es el compromiso que asumimos hoy. Con la firma de este
acta queremos dar comienzo a una etapa en la consideracion de la
Diddctica de la Matemdtica ya que debemos conseguir que sea

realmente un Area de Conocimiento dentro de nuestra Universidad.”
13

Con esta larga cita queda explicito cual era el punto de partida y también cuél
era el programa de actuacion con el que se constituy6 el Departamento de Didéctica de la
Matematica en la Universidad de Granada. Algunos de los objetivos se han cubierto ya,
otros estan en vias de consecucion, mientras que los mas de ellos son actualmente vias de
trabajo y estudio cuya realizacion hay que contemplar a largo plazo. Veamos cudl es la
situacion actual de nuestro Departamento y, cuando proceda, cudl era el punto de partida.
En el momento de su constitucion el Departamento estaba formado por 23 profesores, en

las siguientes situaciones administrativas:

B Rico L. (1985). Discurso en la constitucion del Departamento de Didactica de la Matematica
de la Universidad de Granada, (Inédito).
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En la actualidad la situacion es la siguiente:

El Departamento esta formado por “fodos los docentes e investigadores de la
Universidad de Granada adscritos al Area de Diddctica de la Matemditica, los alumnos
que reciben sus ensefianzas, el Personal de Administracion y Servicios y los Becarios de

. .. 14
Investigacion.”

El Departamento consta de cinco Secciones Departamentales, que corresponden a las

localidades de Almeria, Ceuta, Granada, Jaén y Melilla.

Los organos de Gobierno del Departamento se atienen a lo establecido por los
Estatutos de la Universidad de Granada, Articulos 44, 64, 65, 66, 67, 68, 69, 70y 71,y
son de dos: tipos colegiados y personales. Los drganos personales son el Director del
Departamento, el Secretario y los Directores de las Secciones Departamentales, cuyas
funciones y competencias estan establecidas por los Estatutos de la Universidad y el

Reglamento de Régimen Interno del Departamento.

El Consejo de Departamento es el o6rgano superior de gobierno del mismo; esta
presidido por el Director e integrado por todos sus profesores e investigadores y una
representacion de los alumnos y del personal de administracion y servicios. El Consejo de
Departamento se reune, al menos, una vez por trimestre. La Junta de Direccion esta

integrada por el Director, Secretario, dos profesores y un alumno; asesora al Director y

14 Reglamento de Régimen interno, Departamento Didactica de la Matematica ( 1987). Aprobado en Sesion del
Claustro Universitario de 20-XI-87, Boletin Informativo n® 25. Universidad de Granada.
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prepara las reuniones del Consejo.

El Departamento de Didactica de la Matemadtica tiene tres comisiones, Docencia,
Econdmica e Investigacion, que tramitan el funcionamiento cotidiano de las cuestiones
correspondientes, estudian los temas especificos y preparan informes para el Consejo del

Departamento.

El Departamento de Didactica de la Matematica desarrolla docencia en las Escuelas
Universitarias de Formacion del Profesorado de EGB de Almeria, Ceuta, Granada, Jaén y
Melilla; en la Licenciatura de Matematicas de la Facultad de Ciencias e imparte un

Programa de Tercer Ciclo.

Las asignaturas de Primer Ciclo que se imparten corresponden a las distintas

especialidades de la Diplomatura de E.G.B. y son:

* Matematicas 1°, comtn a todas las Especialidades.

* Matematicas 2°, Especialidad de Ciencias.

* Didactica de las Matematicas, Especialidad de Ciencias.

* Matematicas 3°, Especialidad de Ciencias.

* Area Logico-Matematica, Especialidad Preescolar.

* Didactica de las Matematicas Ciclos Inicial y Medio, todas
las Especialidades.

* Didactica de la Matematica I, optativa.

* Didactica de la Geometria, optativa.

* Estadistica y su Didactica, optativa.

* Informatica aplicada a la Educacion, optativa.

Las asignaturas de Segundo Ciclo que se imparten son:

* Didactica de la Matematica en el Bachillerato.

* Practicas de Ensenanza en Institutos.
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,ambas de 5° Curso de la Licenciatura de Matematicas, especialidad de Metodologia.

Las asignaturas de Tercer Ciclo que se imparten en el Programa de Doctorado son:

* Teoria de la Educacion Matematica.

* Disefio, Desarrollo y Evaluacion del Curriculo de
Matematicas.

* Seminario de Didactica de la Matematical y II.

* Disefio de Investigacion en Educacion Matematica.

* Métodos y Técnicas de observacion, encuesta y medida en
Educacion Matematica.

* Ordenadores y Educacion Matematica.

* Psicologia y Educacion Matematica.

* Escuela Francesa de Didactica de la Matematica: cuadro
conceptual y métodos.

* Seminario de Analisis de Datos Iy II.

* Agenda de Investigacion en la Formacion de Profesores de
Matematicas.

* Pensamiento Numérico.

* Formal and intuitive reasoning in Mathematics Education.

* Didactica de la Probabilidad y la Estadistica.

* Epistemologia y Didactica de la Geometria.

* La Investigacion histoérica en Educacion Matematica.

* Epistemologia y Didactica del Algebra.

Mas adelante, se comentara en detalle el Disefio y Objetivos del Programa de

Doctorado.

En coordinacion con el Departamento de didactica de las Ciencias Experimentales,
nuestro Departamento ha puesto en marcha un Curso de Formacion Permanente
denominado “Master de Ingenieria en Diddctica de las Matemdticas y las Ciencias

Experimentales”, dentro de los Programas del Fondo Social Europeo.
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El Departamento de Didactica de la Matematica desarrolla las siguientes lineas de

Investigacion:

* Disefio, Desarrollo y Evaluacion del Curriculo de
* Pensamiento Numérico.
* Ordenadores y Educacion Matematica.

* Didactica de la Estadistica y la Probabilidad.

que tienen concedidas ayudas y becas con cargo a los Planes Andaluz y Nacional de
Investigacion. El siguiente cuadro resume la organizacion y competencias del

Departamento:
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En los ultimos afios han impartido docencia en nuestro Departamento los

siguientes Profesores visitantes:

* Prof. Dra. M. Artigue (U. Paris VII). (1988, 1989).

* Prof. Dr. A. Bell (U. Nothingham). (1989).

* Prof. Dr. G. Brousseau (U. Bourdeaux). (1987,1988,1990,1992).
* Prof. D. Y. Chevallard (U. Marsella). (1990, 1992).

* Prof. Dra. R. Douady (U. Paris VII). (1989, 1990).

* Prof. D. D. Fielker (Chelsea College. London). (1989).
* Prof. Dr. E. Fischbein (U. Tel Aviv). (1991).

* Prof. Dr. M. de Guzmén (U. Complutense). (1991).

* Prof. Dr. A. Hoffer (U. Boston). (1990).

* Prof. Dr. J. Kilpatrick (U. Georgia). (1989, 1991).

* Prof. Dr. S. Llinares (U. Sevilla). (1991).

* Prof. Dr. A. Rouchier (U. Orleans). (1989, 1991).

* Prof. Dr. H. Steiner (U. Bielefeld). (1992).

* Prof. Dr. G. Vergnaud (CRNS. Paris). (1991).

Igualmente, el Departamento ha promovido la firma de convenios con las
Universidades de Bourdeaux (Francia), Valencia, Los Andes (Colombia) y la Universidad

Nacional Auténoma de México.

Las visitas de los Profesores a centros de investigacion y universidades extranjeras
comienzan a hacerse frecuentes dentro del Programa Erasmus, asi como la participacion

en Simposios, Encuentros y Congresos nacionales e internacionales.

La politica de dotacion de fondos bibliograficos ha continuado y va a continuar, hasta
lograr disponer de los fondos de documentacion necesarios para un centro de
investigacion, docencia y extension universitaria en Educacion Matematica como el que

debe y quiere ser nuestro Departamento.

Mas adelante se desarrollardn con mayor detalle otros resultados y proyectos del

Departamento. Quede este apartado como un balance parcial de lo realizado por el
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Departamento de Didéctica de la Matematica de la Universidad de Granada durante sus

siete afos de existencia.

Quizas el logro mas importante haya sido el convertir nuestro Departamento en uno
de los motores de empuje para la innovacion y el desarrollo de la docencia e investigacion
sobre Didactica de la Matematica en nuestro pais, en coordinacidn con nuestros
compafieros de otras universidades, principalmente Auténoma de Barcelona, Valencia,

Sevilla y Salamanca.

En resumen, nuestro Departamento desempefia las siguientes funciones:

1. Funciones docentes:

* Formacion inicial del Profesorado de Educacion Primaria, en las Escuelas del Profesorado de EGB
del Distrito.

* Formacion inicial de Profesorado de Educacién Secundaria, en la Facultad de Ciencias.

* Formacion Permanente de Profesorado de Educacion Primaria y Secundaria, en los Programas del
Fondo Social Europeo.

* Formacion Permanente de Profesorado de Educacion Primaria y Secundaria, en los cursos del ICE
de la Universidad de Granada, Centros de Profesores de la Comunidad Auténoma Andaluza y

Cursos especializados de la Consejeria de Educacion.

2. Funciones investigadoras:

* Programa de Tercer Ciclo para el Doctorado en Didactica de la
Matematica.

* Direccion y Realizacion de Memorias de Tercer Ciclo y Tesis
Doctorales.

* Desarrollo de Proyectos de Investigacion.

* Direccion a Becarios del Plan Nacional de Investigacion.

* Presentacion de Ponencias, Comunicaciones y Posters en Congresos.

* Publicacion de memorias y resultados de investigacion.

* Mantenimiento de biblioteca y hemeroteca especializadas en

Didactica de la Matematica.
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* Constitucion y mantenimiento de equipos de investigacion
interniveles.

* Visitas de trabajo a Centros de investigacion extranjeros.

3. Extension Universitaria:

* Publicacion de libros y articulos de divulgacion.

* Publicacion de libros y manuales para escolares y profesores.

* Participacion en cursos y conferencias.

* Participacion en Consejos asesores y de redaccion de revistas
profesionales.

* Participacion en Sociedades de Profesores de Matematicas.

* Colaboracion en la organizacion de Congresos y Jornadas sobre
Educacion Matematica.

* Mantenimiento de ludoteca matematica y materiales didacticos.

* Mantenimiento de un fondo de peliculas y videos sobre

Educacién Matematica.

4. Participacion institucional:

El Profesorado de nuestro Departamento se encuentra comprometido
en los diversos organos de Gobierno de nuestra Universidad. En el

momento actual hay:

* 5 Profesores miembros del Claustro de la Universidad.

* 2 Profesores miembros de la Junta de Gobierno de la Universidad.

* 1 Profesora miembro de la Junta de Personal de la Universidad.

* 1 Profesor Director de la Escuela Universitaria de EGB de Jaén.

* 1 Profesor miembro del Equipo de Gobierno de la
Universidad.

* 1 Profesor subdirector de la Escuela Universitaria de EGB de
Almeria.

* 1 Profesor secretario de la Escuela Universitaria de EGB de Granada.

* 1 Profesor secretario de la Escuela Universitaria de EGB de Melilla.
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Ademas, todos los profesores numerarios son miembros de las
respectivas Juntas de Centro y participan en el Gobierno de los mismos

mediante su pertenencia a las Comisiones que existen en cada uno de ellos.
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[.2. MARCO ACADEMICO:

[.2.1. Plan de Estudios de la Licenciatura de Matemdticas de la
Universidad de Granada:

La presente Memoria es para concursar a una plaza de Catedratico de Universidad
cuya competencia docente viene referida a las asignaturas del Area de Didactica de la
Matematica correspondientes al Plan de estudios vigente en la Licenciatura de
Matematicas. Por ello resulta pertinente hacer una presentacion y analisis comentado tanto

del plan como de sus especialidades y las asignaturas de nuestra area.

Conviene recordar que este Plan de estudios es muy anterior a la LRU y, por tanto, a
la existencia institucional del Area de Conocimiento Didactica de la Matematica y del
correspondiente Departamento. El Plan de estudios del Titulo de Licenciado en Ciencias
Matematicas se estructura en dos Ciclos, el primero de materias comunes y tres cursos de
duracion, cuya regulacion aparece en el BOE de 17-XI-1973, segtn el cuadro que sigue;

en el que se expresa la carga docente semanal:
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Este Primer Ciclo es de formacién comun y se estructura sobre cuatro materias
fundamentales: Andlisis Matematico, Geometria, Algebra y Célculo de Probabilidades y
Estadistica ( donde las dos primeras tienen mayor peso), y otras tres materias

complementarias: Topologia, Fisica General y Calculo Numérico.

El Segundo Ciclo se organiza en dos cursos y ofrece tres especialidades diferentes:
Especialidad de Estadistica e Investigacion Operativa, Especialidad de Matematica
Fundamental y Especialidad de Medodologia. La regulacion de este Segundo Ciclo y de
sus especialidades aparece en el BOE de 15-VII-1977 y se resume en los siguientes

cuadros:
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En resumen, tenemos:

Se observa una oferta de dos opciones, una de caracter mas teérico y otra de caracter
mas aplicado. Se produce un aumento en la opcionalidad de asignaturas, con la posibilidad
de que un alumno puede elaborar su propio curriculum; la relacion entre las asignaturas

que hay que elegir y la oferta que se hace es de 1 a 3.
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En resumen tenemos:

Al igual que en la especialidad Estadistica, la opcionalidad supone un 25%, tanto del
numero de asignaturas como del numero de horas. La diferencia radica en que, en este
caso, hay menos asignaturas y menos horas, por tanto hay menos tiempo lectivo en

general, incluida la opcionalidad, que aparece solamente en Quinto Curso.
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Observamos que no hay asignaturas optativas, ni tampoco aparecen opciones.

La estructura del Plan para la especialidad de Metodologia es totalmente rigida, sin
posibilidad de opcién y con un nlimero de asignaturas maximo. Mas aun, se se compara
con el Plan de Matematicas Fundamentales se observa que todas las asignaturas
obligatorias de esa especialidad son también obligatorias para Metodologia, constituyendo
el 62% de su horario. Se configura asi la especialidad de Metodologia, como una variante
de Fundamentales, en la que su opcionalidad queda resuelta con un cupo fijo de
asignaturas de orientacion Didactica. A diferencia de la Especialidad de Estadistica e
Investigaciéon Operativa, que desarrolla plenamente sus materias ofertando distintas
opciones y materias optativas, y en la que las materias basicas de matematicas tienen s6lo
un papel subsidiario, en la Especialidad de Metodologia no se ha seguido este criterio y el

bloque de las asignaturas de especialidad resulta disperso y con poco peso.

Creemos que la época en que fue elaborado este Plan de Estudios, junto con la
inexistencia otrora del Departamento de Didactica de la Matematica, justifican en cierto
modo las desigualdades observadas y esa falta de vision global sobre las materias y
contenidos especificos que deben dominar los Profesores de Matematicas durante el

periodo de su formacion.

Para concluir queremos sefialar que, con ligeras variantes, la especialidad de
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Metodologia existe en el Plan de Estudios de la Licenciatura de Matemadticas, y se
imparte, en las Universidades Autéonoma de Barcelona, Complutense de Madrid, y la
Laguna. En todas estas Universidades hay una asignatura que se denomina Didactica de la
Matematica en el Bachillerato, aunque s6lo en la Universidad de la Laguna es impartida

por profesores del Area de Didactica de la Matematica.
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[.2.2. Programa de Doctorado en Didédctica de la
Matemaética:

Como ya hemos sefialado al describir las competencias del Departamento de
Didactica de la Matematica de la Universidad de Granada nuestra docencia no se agota en
el Segundo Ciclo sino que se amplia con un Programa de Tercer Ciclo. Por su caracter
pionero en nuestro pais y por su innegable interés para el desarrollo del Area de
Conocimiento, nos parece importante hacer una presentacion y comentarios a este

Programa.

En el Real Decreto que regula el Tercer Ciclo de Estudios Universitarios,

encontramos:

“El Tercer Ciclo, y como demuestra la experiencia comparada,
constituye condicion esencial para el progreso cientifico y, por ello,
para el progreso social y econémico de una comunidad por cuanto de
la profundidad de sus contenidos y la seriedad en su planteamiento

depende la formacion de los investigadores.

Por lo demds, el Doctorado tiene una consecuencia adicional de
extremada importancia: en él se inicia la formacion del Profesorado
Universitario. Si se toma en consideracion que en la Universidad,
docencia e investigacion son dimensiones inescindibles, se comprende
la importancia que el aprendizaje de ciencias y técnicas especializadas
presenta para el Profesorado y, por tanto, para el futuro de los

estudiantes universitarios y de la Universidad misma.

Por ello, la Ley de Reforma Universitaria considera el Tercer Ciclo
decisivo para promover la calidad de la ensefianza y para potenciar la
investigacion. Cualquier reforma universitaria debe considerarlo no
como el apéndice burocrdtico de los dos primeros, sino como un
periodo clave en el que tiene lugar la articulacion entre docencia e

investigacion, y se forman tanto los investigadores como los futuros

34



docentes universitarios. No en vano su superacion permite acceder al
titulo de mayor relieve académico.
A estos efectos, la Ley de Reforma Universitaria se plantea cuatro

grandes objetivos en el campo de los estudios de postgrado:

* Disponer de un marco adecuado para la consecucion y transmision
de los avances cientificos;

* Formar a los nuevos investigadores y preparar equipos de
investigacion que puedan afrontar con éxito el reto que suponen las
nuevas ciencias, técnicas y metodologias;

* Impulsar la formacion de nuevo profesorado;

* Perfeccionar el desarrollo Profesional, cientifico y artistico de los

. : 15
titulados superiores.”

Queda claro, desde estos supuestos y consideraciones, que el desarrollo de un Area
de Conocimiento pasa, necesariamente, por el mantenimiento continuado de un Programa
de Tercer Ciclo mediante el que se realicen y logren los anteriores objetivos. Pero en
nuestro caso concreto se da un interés anadido: la necesaria promocion de la mayor
parte del Profesorado del Departamento, que no tiene el titulo de Doctor. Durante toda su
carrera profesional los docentes del Area de Diddctica de la matematica han visto
bloqueadas sus legitimas aspiraciones de lograr el grado académico maximo mediante la
realizacion de un trabajo de investigacion en el Area. Hasta el momento, la unica
oportunidad ha consistido en abandonar transitoriamente su trabajo profesional y sus
propios intereses como investigadores (al menos con caracter prioritario) e integrarse en
equipos de investigadores de otras disciplinas. La mayor parte de los que han seguido
esta opcion han concluido una Tesis Doctoral en una de las disciplinas matematicas que,
si bien les ha permitido mejorar la profundidad y calidad de sus conocimientos en
Algebra, Andalisis, Estadistica o Geometria, no cabe duda que también ha supuesto una
interrupcion en el estudio e investigacion dentro de la propia darea.

Mas recientemente, una mayor flexibilidad en la normativa ha permitido realizar

15 Real Decreto 185/1985 de 23 de Enero, regulador del Tecer Ciclo de Estudios Universitarios.
BOE n° 41 de 16 de Febrero de 1985. Madrid.
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Tesis Doctorales cuyo contenido es de Diddactica de la Matematica, en Departamentos de
Pedagogia, Psicologia o Didactica General. Podemos sefialar esta etapa como de
transicion, y aunque el contenido de los trabajos y parte de la metodologia resultan mds
proximos a la Didactica de la Matematica, también es cierto que cada disciplina tiene sus
propios intereses e imprime su propia logica, con las consiguientes desviaciones de los
propios objetos de estudio y los trabajos complementarios que se deben realizar para
alcanzar un grado aceptable de compromiso con los profesionales del Area en la que,

formalmente, se realiza la tesis.

Todos estos motivos, junto con las oportunidades que ofrecia el nuevo marco legal,
llevaron en el anio 1987 al Departamento de Diddctica de la Matemdtica de la
Universidad de Granada a plantearse como objetivo prioritario el establecimiento de un

Programa de Tercer Ciclo en el Area.

Un primer problema a resolver era la carencia de Profesorado propio para impartir
la docencia. Con este fin se emprendieron dos medidas: adscripcion provisional de la
Profa. Dra. C. Batanero, del Area de Estadistica e Investigacion Oparativa, al
Departamento de Diddctica de la Matemdtica, en virtud del Articulo 15 de los Estatutos
de la Universidad de Granada; y la firma de un Convenio de colaboracion con la
Universidad de Bourdeaux I (Francia), mediante el cual se regulaba la participacion de
los Profesores M. Artigue, G. Brousseau, Y. Chevallard, R. Douady y A. Rouchier en los
Cursos del Programa.

De este modo se pudo dar cumplimiento a lo establecido en el Decreto que regula el

Tercer Ciclo:

“Articulo 3°. Contenido de los Programas de Doctorado:

1. Los Programas de Doctorado deberan comprender:

a) Cursos o Seminarios relacionados con la metodologia y formacion
en técnicas de investigacion.

b) Cursos o Seminarios sobre los contenidos fundamentales de los
campos cientifico, técnico o artistico a los que esté dedicado el
Programa de Doctorado Correspondiente.

c) Cursos o Seminarios relacionados con campos afines al del

Programa y que sean de interés para el proyecto de tésis doctoral del
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16
doctorando.”

El Programa de Doctorado disehado, aprobado por el Consejo de Departamento en
enero de 1988, y por la Comisiéon de Doctorado de la Universidad en mayo de 1988,

comprende cursos de las tres clases previstas, mencionadas anteriormente; en concreto:

a) Dos cursos de caracter metodologico y formacion en técnicas de investigacion.
b) Ocho cursos y dos seminarios sobre contenidos fundamentales del Area
Didactica de la Matematica.

c¢) Cinco cursos sobre campos afines al Programa.

Los cursos completos que abarcd el Primer Programa de Doctorado fueron los

siguientes:

Curso 1988-89

- Variables criticas en la Educacion Matematica.

- Disefio de investigaciones educativas.

- Los ordenadores en el curriculum de matematicas.

- Didactica de la probabilidad y de la estadistica en la ensefianza obligatoria.

- Epistémologie et didactique de 1’analyse. Cadre conceptuel et méthodes (I).

- Epistémologie et didactique des décimaux et des réeles (I).

- Epistémologie et didactique de: I’informatique, du volume, de la fonction lineaire.
Cadre conceptuel (I).

- Didactique et épistémologie experimentale des rationnels. Concepts fondamentaux.
M¢éthodologie (I).

- Logica e Historia de la Matematica.

- Procesos cognitivos.

- Teoria de semigrupos. Rudimentos y técnicas.

16 Real Decreto 185/1985. c.
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Curso 1989-90

- Métodos cuantitativos en Educacion Matematica.

- Pensamiento numérico.

- Integracion de la Informatica en la ensefianza obligatoria.

- Epistémologie et didactique de I’ Analyse. Cadre conceptuel et méthodes (II).

- Epistémologie et didactique de I’ Algebre. Cadre conceptuel et méthodes (I).

- Epistémologie et didactique des décimaux et des réeles (II).

- Epistémologie et didactique de: I’informatique, du volume, de la fonction lineaire.
Cadre conceptuel (II).

- Didactique et épistémologie experimentale des rationnels. Concepts fondamentaux.
Mg¢thodologie (II).

- Epistémologie et didactique de 1’ Algebre. Cadre conceptuel et méthodes (II).

- Resolucion de Problemas.

El numero de créditos asignado a los cursos impartidos por los profesores franceses

fue de uno y los restantes oscilaron entre 3 y 4.

El alumno inscrito en los estudios de doctorado deberd obtener en el plazo de dos
afios un total de 32 créditos mediante la aprobacion de cursos y seminarios incluidos en el
programa, de los cuales s6lo dos tienen caracter obligatorio, asi como con créditos

obtenidos por la realizacion de un trabajo de investigacion, hasta un méaximo de 9 créditos.

Los alumnos han de presentar en el Departamento, antes de terminar el Programa, un
proyecto de tesis doctoral avalado por el que vaya a ser su director o directores. La tesis
debera terminarse en el plazo de cinco afios desde la fecha de inicio de los estudios,

ampliables por otros dos afios a juicio de la Comision de Doctorado.

Para ser admitido como alumno de tercer ciclo en este programa el Consejo de
Departamento establecidé como condiciones: estar en posesion de la Licenciatura en
ciencias (Seccion de Matematicas), asi como conocimiento de inglés y/o francés a nivel de

traduccion.
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El nimero de plazas disponibles en esta convocatoria estuvo limitado. En el caso de
que el nimero de aspirantes hubiese sido superior al niimero de plazas disponibles, el
Departamento hubiese seleccionado a los aspirantes en funcion de los méritos enumerados
en el Articulo 7 de las Normas Reguladoras de los Estudios de Tercer Ciclo de la

Universidad de Granada, que son los siguientes:

a) Expediente académico del aspirante.
b) Calificaciones obtenidas durante la licenciatura en las asignaturas relacionadas con
el
Programa.
c) Trabajos y seminarios realizados.
d) Cualesquiera otros méritos que pueda alegar el aspirante relacionados con el
Programa de

Doctorado.

El Programa de Doctorado de Didactica de la Matematica quedé incluido dentro del
organigrama organizativo de los estudios de Doctorado de la Universidad de Granada en
la Subcomision Asesora 4, que comprende los tipos de Doctorado en Fisica, Geologia,
Ingenieria de Caminos, Informatica, Matemadticas y Quimica. Forma parte de la

mencionada Subcomision el Coordinador del Programa.

Concluido el Programa del primer bienio el Consejo de Departamento aprobd un
nuevo Programa para el cuatrienio 90-94, cuya relacion de Cursos aparece en la

descripcion de asignaturas que se ha hecho en el apartado 1.1.3 de esta memoria.

Durante el primer bienio se matricularon 16 alumnos en el Programa, de los que 12
han recibido ya el reconocimiento de suficiencia para el desarrollo de tareas de
investigacion, y cuyas Tesis Doctorales se encuentran en estado de progreso. En el bienio

en curso 90-92 hay matriculados 14 alumnos, seleccionados entre 21 solicitantes.

La instauracion del Programa de Doctorado con el énfasis necesario puesto en la
investigacion; el diseno, desarrollo, discusion, ejecucion, redaccion, presentacion y
defensa de los trabajos de investigacion realizados hasta el momento; la preparacion de las

Memorias de Licenciatura y Proyectos de Tesis; el intercambio de informacion con los
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Profesores invitados y la asistencia a Congresos y reuniones de investigadores, han
supuesto un cambio radical en las prioridades de trabajo y la dindmica del Departamento.
Podemos afirmar que la mayor parte y lo mejor de nuestras energias se encuentran
absorbidas por la necesidad de concluir en un plazo razonable un grupo de Tesis
Doctorales de calidad, homologables en la comunidad internacional de investigadores y

que consoliden las lineas de investigacion del Departamento.

[.2.3. Situacidén Académica de la Didéctica de la Matematica

en otros paises:

La preocupacion por la enseflanza y aprendizaje de las matematicas fuera de
nuestras fronteras y su institucionalizacién académica no son recientes. Sin necesidad de
buscar antecedentes historicos muy lejanos, podemos sefialar la segunda mitad del siglo
XIX y comienzos del XX, cuando ya se han consolidado las disciplinas matematicas
dentro de la Universidad, como el comienzo de un estudio sistematico sobre los problemas
que se derivan de la educacién matematica. Las primeras aproximaciones se hacen con

participacion universitaria.

Asi, en el Reino Unido se funda en 1871 la “Association for the Improvement on
Geometrical Teaching (A.1. G.T.)” ala que pertenecian maestros y en la que colaboraban
Profesores Universitarios, que pretendia considerar otro enfoque para la Geometria

distinto del de Euclides; con el tiempo la A..G.T. se interes6 por otras ramas de las

40



Matematicas y cambio6 su nombre a “The Mathematical Association”. En 1894 publican el
primer nimero de “Mathematical Gazzete” una revista que contenia articulos para
mejorar la ensefianza de las Matematicas; esta revista se continia publicando hasta

7 1
nuestros dias.!”

Siguiendo el ejemplo de la A.LLG.T. aparecen asociaciones profesionales en otros
paises; en los Estados Unidos de América hay que senalar el N.C.T.M. (“National
Council of Teachers of Mathematics”), fundado en 1928; su publicacion periodica “The
Mathematics Teacher”, continia hasta la fecha. Ademas, E.H. Moore, destacado
matematico, aboga por una reforma, D. E. Smith pregona el establecimiento de una
disciplina de educacion matematica y Halsted escribe un tratado de geometria elemental
basada no en los Elementos de Euclides sino en los Grundlagen der Geometrie de Hilbert.
En 1922, Thorndike publica su “Psycologie of Arithmetic”, en la que desarrolla los

instrumentos de la teoria conductista para el aprendizaje de las matematicas.

En Italia, a finales del siglo pasado, la ensefianza de las Matematicas habia decaido al
pasar a formar parte de las materias consideradas de segundo orden. Ante este estado de
cosas, en 1895, los profesores de Matematicas reaccionaron creando la asociacion
“Mathesis”, con el propdsito de defender la ensefianza de las Matematicas; a comienzos de
siglo, gracias a la intervencion de esta asociacion se transformaron los programas en Italia.
A esta transformacion ayudaron también las opiniones de tres grandes matematicos,
Volterra, Enriques y Castelnuovo, en el sentido de que se deberia reflexionar sobre qué
fines de la ensefianza de las Matematicas debian proponerse para formar las nuevas
generaciones, en contraposicion a las directrices ministeriales, segun las cuales las
Matematicas no deben considerarse en si como conocimiento aplicable a la vida, sino
como un medio cultural intelectual, como un gimnasia del pensamiento.

Podemos sefialar que, a comienzos de siglo, se produce una considerable expansion
de los sistemas educativos en la mayor parte de los paises europeos y en USA, con la
consiguiente complejificacion derivada del disefio y gestion en relacion con la

comunicacion, desarrollo, adquisiciéon y valoracion de conocimiento matematico para

7 Howson G. (1984). Seventy five years of the International Commision on Mathematical
Instruction. Educational Studies in Mathematics. Vol. 15, pagg. 75-93.
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grandes masas escolares. La aparicion de nuevas tecnologias, y el consiguiente
planteamiento de innovaciones educativas son otros factores considerables en esta época
para la creciente importancia de la educacion matematica. Pero es el esfuerzo de algunos
profesores universitarios, comprometidos a fondo con la reforma de la ensehanza de las
matematicas, el que lleva a un trabajo sistematico en este campo. Por su caracter
destacado, y la influencia posterior que han ejercido, hay que nombrar a los profesores
Klein (Alemania) y Perry (Reino Unido). Junto con otros profesores universitarios fundan
en 1908 la Comission Internationale de L’Enseignement Mathématique que desarrolla un
activa labor hasta la I Guerra Mundial, (I.C.M.I. en sus siglas actuales). Ya desde sus
comienzos, se plantean una serie de cuestiones, que van a orientar el trabajo de la
Didactica de la Matematica y, lo que es mas interesante, van sefialando la necesidad de un
trabajo solido y sistematico, desde la institucion universitaria, para la resolucion de estas

cuestiones.

En la primera conferencia del ICMI, Roma en 1908, D. E. Smith planted las

siguientes cuestiones:

* “;Cudles han sido los resultados de los intentos de romper la barrera
que separan temas de dlgebra y geometria, o de enseiiar ambas
simultaneamente?. ;Se han preparado recomendaciones en esta
materia?”.

* “;Qué posicion se debe tomar en la enseiianza Secundaria sobre la
naturaleza de las aplicaciones y la relacion entre matemdtica pura y
aplicada?”.

* “Como deben ser los cursos en la escuela secundaria para aquellos
que no quieren ingresar en la Universidad?, ;y para los que si quieren

ingresar?”.
Los temas de interés continuan en las siguientes reuniones:
- En Milan (1911): Matematicas que se deben ensefiar a los estudiantes de Ciencias

Fisicas y Naturales. Lugar del rigor en la ensefianza de las Matematicas. Integracion de

las diferentes ramas de las Matematicas en la ensefianza secundaria.
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- En Cambridge (1912): La preparacion matematica de los fisicos en la Universidad,

intuicidén y experimentacion en la ensefianza de las Matematicas en el secundario.

- En Paris (1914): Los resultados obtenidos en la introduccion del calculo diferencial e
integral en el secundario superior. La preparacion matematica de los ingenieros en los
diferentes paises.

De este modo se va tomando conciencia de la necesidad de un tratamiento especifico

para los problemas didacticos.

La Universidad alemana fue pionera no solo en la adaptacion del contenido a la
formacion del profesorado y en los estudios especificos sobre educacion matematica, con
cursos impartidos en varias universidades, sino también con la consecucion del Primer
Doctorado en Educacion Matematica, realizado en Gottingen en 1911 por Rudolf
Schimmack, bajo la direccién de F. Klein'® .

Desde sus comienzos, podemos sefialar dos disciplinas que han tenido una
considerable influencia en la educacion matematica. La primera es la de las propias
matematicas; desde que la educacion matematica comienza a desarrollarse en la
universidad tiende a interesar a profesores cuyo campo de trabajo estaba en las
matematicas y que se consideran a si mismos como matematicos. Estos educadores
matematicos dirigen estudios historicos y filosoficos, informes y algun tipo de
investigacion empirico. La segunda influencia importante sobre educacion matematica es
la de la psicologia. Desde el desarrollo de la psicologia como disciplina y su implicacion
creciente en la educacién, la matematica tomd importancia en los estudios e
investigaciones sobre aprendizaje, seguramente debido a su papel destacado en el

curriculo escolar.

El periodo entre las dos guerras mundiales es de consolidacion en educacion
matematica, y es en esta época cuando comienzan los primeros estudios experimentales

sobre aprendizaje de conceptos y destrezas, muy en relacion con equipos universitarios de

18 Kilpatrick J. (1991). A History of Research in Mathematics Education, en D.A. Grows (Ed.).
Handbook of Research on mathematics teaching and learning. MacMillan. New York.
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investigadores en psicologia. La consolidacion de la Psicologia cognitiva como paradigma
fundamental, debido al trabajo continuo de distintos investigadores, entre los que cabe
destacar a Piaget y Bruner, tuvo una influencia innegable sobre la educacion matematica.
La recesion econdmica hizo poco viables las politicas de expansion educativa e
innovacion en este periodo; sin embargo, es en las universidades europeas y americanas

donde se mantiene el esfuerzo e interés por nuestro campo de trabajo.

A finales de la década de los cincuenta comienzan a surgir proyectos de reforma
curricular en varios paises y en los mas avanzados la Universidad asume definitiva y
sistematicamente la Educacion Matematica como una disciplina cuyas competencias
organiza y desarrolla. El interés por los problemas de la ensefianza-aprendizaje de las
matematicas en esta época fue tan amplio, con tantas y tan variadas ayudas y recibio
impulsos institucionales de las autoridades politicas y administrativas tan sefalados, que
llevé a la comunidad académica universitaria a disefiar y desarrollar amplios proyectos de
investigacion, que comprometieron a un numero considerable de profesores e
investigadores procedentes de diversas disciplinas y que permitieron consolidar equipos
amplios y competitivos en muchas universidades importantes. De este modo, la educacion
matematica comenz6 a ser una disciplina universitaria en un niimero considerable de
paises, dedicada a satisfacer las necesidades de una mayor profesionalizacion en la
ensefianza y se inicid el desarrollo de diversas materias en los curriculos y programas que
ofrecen estas instituciones. Mas adelante, dentro de esta Memoria, se desarrollara con mas

extension la actividad en este periodo.

La evolucion en los ultimos afios ha sido muy rdpida y el grado de desarrollo y
complejidad alcanzados, creciente. La situacion actual es de consolidacion e

institucionalizacién como disciplina universitaria y campo de investigacion.

Veamos algunos ejemplos, que nos permiten resumir el momento actual, obtenidos
por el Prof. Diaz mediante una encuesta remitida a diversas universidades de Canada,
Reino Unido y USA en octubre del 85, solicitando informacion relativa a la formacion de

profesores de matematicas, y que versaba sobre los siguientes apartados:

- Nivel de los estudios.

- Requisitos exigidos para iniciar los estudios.
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- Numero de afios y/o créditos necesarios para el grado
correspondiente.

- Contenidos matematicos impartidos.

- Contenidos de Didactica de las Matematicas.

- Formacion de tipo profesional y practicas de ensefianza.

- Caracteristicas de la investigacion, cuando se exige defensa de una tesis.

De entre los datos obtenidos en este trabajo, y a titulo de ejemplo, destacamos los
relativos a los Certificados de Profesores de la Universidad de Boston (USA) y el Diploma

de Educacion Matematica de la Universidad de Leeds.

“I.- Universidad de Boston:

El programa para Profesores de Matemdticas, Grado 1-6 incluye un

total de 140 créditos, distribuidos del siguiente modo:

A) Cursos por un total de 44 créditos exigidos para ingreso en la
School, sobre Humanidades, Ciencias Sociales y Ciencias, impartidos

por el College of Liberal Arts.

B) Cursos, impartidos por el College of Liberal Arts (Matemdticas),
que suponen un total de 36 créditos, y comprenden: Cdlculo (8
créditos), Estadistica (4), Informdtica (4), Algebra Lineal (4),
Introduccion a la Teoria de Nimeros (4), Introduccion a la Geometria

Moderna (4), Matemdicas optativas (8 créditos).

C) Cursos, por un total de 60 créditos, impartidos en la School of

Education, entre los que se incluyen:

- Métodos de instruccion elemental (12 créditos).
- Métodos de enseiianza de las matemdticas, grados 1-6 (4
créditos).

- Prdcticas de ensefianza (12 créditos).
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Los restantes créditos, hasta el total de 140, corresponden a cursos

sobre Fundamentos de Educacion y Psicologia.

El programa para Profesores de Matemdticas nivel 5-9 es similar al
anterior, pero incluye cambios relativos a las Prdcticas y Métodos de
ensefianza e instruccion, que en este caso se refieren al nivel

correspondiente.

Teniendo en cuenta que una asignatura de 3 a 4 créditos equivale a
una de nuestras asignaturas cuatrimestrales, la duracion prevista de

los estudios es de 4 aiios.

2.- University of Leeds:

Otra universidad que otorga un Diploma de Educacion Matemdtica
para profesores de niiios en edades comprendidas entre 8 y 13 afios es
la University of Leeds (School of Education) del Reino Unido. Para su
ingreso se requiere una experiencia previa de al menos tres aiios y su
finalidad es actualizar los conocimientos, tanto en Matemdticas como
en Diddctica. El curso dura dos aiios académicos, a tiempo parcial

(una tarde cada semana) y se divide en tres partes:

PARTE I.- El propdsito de esta parte es presentar un vision integrada
de los estudios educacionales como base para un trabajo mds detallado
en la ensefianza de las matemdticas. Se realiza un estudio del alumno y
la naturaleza del aprendizaje. Asimismo, se estudia el contexto

nacional de la educacion.

PARTE Il.- Esta es la parte principal del curso, versando sobre

aspectos como los siguientes:

-Desarrollo del conocimiento y destrezas matemadticas del alumno.

-Estudio de la formacion de las ideas matemdticas en los nifios,
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incluyendo la de los conceptos numéricos y espaciales.

-Uso de distintos métodos y recursos en las clases.

PARTE IlI .- El alumno debe seguir dos o tres cursos breves. El
contenido de estos cursos se basa parcialmente en los propios intereses

de los estudiantes y surgen durante las Partes I y 11.” "’

Estos dos ejemplos, son una muestra de la situacion actual en Formacion de
Profesorado en las universidades europeas y americanas implicadas en programas de

Educacion.

De gran interés resulta también conocer la situacion relativa a Programas de
Doctorado y estudios de postgrado. En el informe “Formacion de Investigadores en
Educacion Matemadtica: una Encuesta Internacional”, presentado por H. Steiner y
colaboradores, encontramos algunos datos interesantes sobre programas de formacion de
investigadores en el campo de la Didactica de la Matematica a nivel internacional; los
datos se han obtenido mediante la preparacion de una encuesta que ha sido contestado por
35 universidades de todo el mundo. El cuestionario consta de 27 preguntas, agrupadas en
los siguientes apartados:

Un primer bloque de identificacion del programa: Universidad, pais, departamento
y/o centro que lo imparte y titulacion otorgada. Esta identificacion ha sido seguida de una
serie de cuestiones sobre las caracteristicas generales: si se requiere la realizacion de
cursos especificos, duracion, tiempo necesario para completarlos, fecha de inicio y
numero de estudiantes graduados hasta la fecha. El segundo aspecto estudiado ha sido el
profesorado a cargo del programa: preparacion académica (grado y area de estudio)

situacién académica y numero de profesores asi como de profesores visitantes.

A continuacion se ha intentado identificar el perfil del alumno que acude a estos
cursos de formaciéon : cudl es su formacidon inicial y numero de afios de estudios

universitarios exigidos para iniciar el programa. Se pregunta también si es precisa la

19 Diaz, J. (1988). La Formacion de Profesores de Matematicas y la investigacion en el Area de
Didactica de la Matematica en otros paises. Revista Educacion N° 2. Universidad de Granada.
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experiencia docente previa, y el porcentaje de alumnos que alcanzan la graduacion.

El cuarto aspecto es la composicion del programa. Se han dividido los posibles
cursos, segin su contenido, en: metodologicos, especificos de educaciéon matemadtica, de

contenido matematico, pedagdgicos, psicoldgicos y otros temas.

Finalmente se hacen preguntas acerca de la investigacion llevada a cabo en el
programa; si es o no necesaria la realizacion de una tesis 0 memoria de investigacion y
otros trabajos complementarios; se pregunta por las lineas especificas de investigacion del
departamento y las tesis realizadas en los ultimos cinco afios. Se termina pidiendo

cualquier otra informacidn que se considere oportuna.

Algunos datos de este estudio quedan resumidos en las siguientes tablas:
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“Los cursos de educacion matemdtica comprenden todos los aspectos
especificos de estudio del curriculo matemdtico. En algunos casos,
incluso hay la posibilidad de eleccion de topicos especificos segiin nivel
escolar.

También se incluyen cursos sobre resolucion de problemas en
matemdticas, el contexto cultural en la educacion matemdtica,
fundamentos de la educacion matemdtica. Tambien existen en este
grupo, especialmente en el caso de los programas de doctorado, cursos
relacionados con agendas especificas de investigacion, como pueden
ser: epistemologia y diddctica del algebra, del andlisis, diddctica de la
probabilidad y estadistica, pensamiento numérico.

En lo que concierne a la matemdtica es frecuente en los cursos de
maestria que el alumno complete su formacion con un niimero
importante de cursos de contenidos matemdticos (Algebra, Estadistica,
etc.) no cursados con anterioridad. Ademds, se ofrecen cursos

complementarios, como desarrollos recientes en matemadticas,
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modelizacion matemadtica, fenomenologia, etc.

Entre los cursos de cardcter pedagogico, se hallan cursos sobre
métodos especificos de ensefianza, andlisis de la prdctica de enseiianza,
técnicas de medicion en educacion, teoria curricular, historia de la
educacion, evaluacion y diagnostico, estrategias de gestion del aula,
educacion especial, etc. La mayor parte de cursos psicologicos tratan
del desarrollo de conceptos matemdticos en el niiio, aprendizaje y
cognicion, psicologia y educacion matemdtica, etc.

Otros cursos impartidos son los relacionados con historia de la
matemdtica, filosofia de la matemadtica, interdisciplinariedad,
informdtica y educacion matemdtica, historia de la educacion

. 20
matemdtica, etc.” ~ .

Observamos un desarrollo similar en los Programas de Doctorado y Master de las
Universidades que han proporcionado contestacion a este cuestionario. Se pone de
manifiesto que la situacion académica de la Didactica de la Matematica se esta
consolidando sobre dos ejes fundamentales: formacion de profesorado e investigacion
sobre educacion matemadtica; este asentamiento como disciplina universitaria se esta
realizando sobre unas bases similares de organizacion, tipo de formacion que se transmite,
caracteristicas de los alumnos que siguen estos estudios, metas que se quieren conseguir y

controles y titulaciones.

2% Steiner H. (1991). Formacion de Investigadores en Educacion Matematica: una Encuesta
Internacional. V. Theory of Mathematical Education conference. Proceedings.
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[.3. CONTEXTO SOCIAL:

[.3.1. Sistema Educativo Espafiol. Posicién de las Matemadticas
en el Sistema Escolar:

El Sistema Educativo Espafiol se encuentra implicado en un proceso de innovacion
y cambio debido, por un lado, a la necesidad de adaptarse en su estructura y
funcionamiento a las transformaciones politicas, sociales, econémicas y culturales que se
han producido en nuestro pais en los ultimos veinte afios y, por otro, homologarse en el

terreno de la educacion con el resto de los paises de las Comunidades Europeas.

Asi, en el Preambulo de la Ley de Ordenacion General del Sistema Educativo de 3
de Octubre de 1990, leemos:

“ La Constitucion ha atribuido a todos los espaiioles el derecho a la
educacion. Ha garantizado las libertades de ensefianza de cdtedra y de
creacion de Centros, asi como el derecho a recibir formacion religiosa
y moral de acuerdo con las propias convicciones. Ha reconocido la
participacion de padres, profesores y alumnos en el control y gestion de
los centros sostenidos con fondos piblicos. La Constitucion ha
encomendado a los poderes puiblicos que promuevan las condiciones y
remuevan los obstdculos para que el derecho a la educacion sea
disfrutado en condiciones de libertad e igualdad, ha establecido el
cardcter obligatorio y gratuito de la educacion bdsica y ha redistribuido
territorialmente el ejercicio de la competencia en esta materia. Todos
estos ejes, asi como la capacidad de responder a las aspiraciones
educativas de la sociedad han de conformar el nuevo sistema educativo.
La progresiva integracion de nuestra sociedad en el marco comunitario
nos sitia ante un horizonte de competitividad, movilidad y libre
circulacion, en una dimension formativa, que requiere que nuestros
estudios y titulaciones se atengan a referencias compartidas y sean
homologables en el dmbito de la Comunidad Europea, a fin de no

comprometer las posibilidades de nuestros ciudadanos actuales y
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futuros.

El dominio, en fin, del acelerado cambio de los conocimientos y de los
procesos culturales y productivos, requiere una formacion bdsica mds
prolongada, mds versdtil, capaz de adaptarse a nuevas situaciones
mediante un proceso de educacion permanente, capaz de responder a
las necesidades especificas de cada ciudadano con el objeto de que

7 . . » 21
pueda alcanzar el mdximo desarrollo posible.

La LOGSE da forma juridica a las propuestas de cambio y se convierte en un
instrumento esencial de la reforma. Para la articulacion de este proyecto de actuacion
individual y social se plantea varios objetivos sobre los cuales establece un marco legal

para la toma de decisiones.

En primer lugar, establece la ampliacién de la educacion bésica hasta los 16 afos,
haciendo coincidir el final de la escolarizacion con la edad minima legal de incorporacion

al trabajo; esta ampliacion se realiza con condiciones de gratuidad y obligatoriedad.

En segundo lugar, realiza una reordenacion del Sistema Educativo, estableciendo una
serie de etapas asi como las finalidades, organizacion, elementos curriculares, evaluacion,
promocion y titulacion que se derivan en cada caso, las ensefianzas minimas y la titulacion

requerida para ser profesor en cada etapa.
Las etapas establecidas son las siguientes:

* Educacién Infantil, de 0 a 6 afios, organizada en dos Ciclos.

* Educacién Primaria, desde los 6 a los 12 afios, organizada en tres Ciclos.

* Educacién Secundaria Obligatoria, desde los 12 a los 16 afos, organizada en dos Ciclos.

* Educacién Secundaria Postobligatoria, que se divide en un Bachillerato de dos cursos y con
cuatro modalidades opcionales, y una Formacion Profesional de Grado Medio.

21 Ley Organica 1/1990 de 3 de Octubre, de ordenacion General del Sistema Educativo.
B.O.E. de 4-X-90. Madrid.
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El Sistema Educativo se culmina con la Formacion Profesional de grado superior vy,

por otra parte, con los estudios universitarios, que no se regulan mediante esta ley.

La ley también contempla la regulacion de las Ensenanzas de Régimen Especial, que

comprende dos grandes ramas: las ensefianzas artisticas y las enseianzas de idiomas.

Ademas de dedicar un titulo a la reforma en profundidad de la formacion profesional,
se establece toda una normativa para la promocion de la calidad de la ensenanza y la
regulacion de las actividades pertinentes. Se atribuye al Gobierno la fijacion de las
enseflanzas minimas, que constituyen los aspectos basicos del curriculo. Las diferentes
Administraciones educativas, respetando tales ensefanzas minimas, estableceran el
curriculo de los distintos niveles, etapas, ciclos, grados y modalidades del Sistema
Educativo.

Como objetivos explicitos a los que se debe orientar la educacion se sefialan:

* Proporcionar una formacion plena para conformar la propia identidad; construir una
concepcion de la realidad que integre el conocimiento y la valoracion ética y moral
de la misma;

* Adquirir el respeto a los derechos y libertades fundamentales, hébitos de
convivencia democratica y respeto mutuo; integrar las dimensiones individual y
comunitaria;

* Adquirir hébitos intelectuales y técnicas de trabajo, asi como de conocimientos
cientificos, técnicos, humanisticos, historicos y estéticos.

* Capacitar para el ejercicio de actividades profesionales.

* Preparar para la participacion activa en la vidad social y cultural.
Tanto la Educacion Primaria como la Educacion Secundaria Obligatoria, que
comprenden conjuntamente el periodo de ensenanza general obligatoria, se organizan por
areas de conocimiento, entre las que aparece el drea de Matematicas como materia que

conforma el curriculo durante todo este periodo.

Se establecen cuatro modalidades de bachillerato, cuyas denominaciones son:
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- Artes.
- Ciencias de la Naturaleza y de la Salud.
- Humanidades y Ciencias Sociales.

- Tecnologia.

En las tres ltimas modalidades las matematicas aparecen dentro de las materias
propias, organizadas en dos cursos: obligatorio el primero y opcional el segundo; también
aparece una asignatura optativa en el Bachillerato de Artes denominada Matematicas de la

Forma.

Asi, la materia de matematicas continua desempefiando un papel fundamental en el
periodo de la formacion obligatoria, ya que se mantiene dentro de los conocimientos
basicos que forman parte del curriculo en dicho periodo. Tanto en el documento Disefio
Curricular Base, Educacion Primaria (MEC, 1989) como en el documento Disefo
Curricular Base, Educaciéon Secundaria Obligatoria (MEC, 1989), las matematicas
aparecen entre las disciplinas generales, cuyo desarrollo corresponde realizar a lo largo de
todos los cursos. Estos documentos desglosan los principios generales de la ley y entran

en el detalle del desarrollo curricular de las diversas materias.

Ambos documentos dedican un capitulo al Curriculo de Matematicas en el periodo

correspondiente, cuya estructura es muy similar y que se articula del siguiente modo:

1. Consideraciones generales sobre las matematicas escolares.
2. Matematicas en Primaria/ Secundaria:

1) Consideraciones generales.

i1) Objetivos generales.

iii) Bloques de contenidos, con su desarrollo.

iv) Orientaciones didacticas y para la evaluacion.

Es importante destacar que el primer apartado es comtin a ambos documentos, lo cual
pone de manifiesto que los fines generales de la formacion matematica son los mismos
durante toda la enseflanza obligatoria, y que esta formacion ha sido pensada como un todo
continuo, por encima de las divisiones administrativas que conlleva la organizacion en dos

etapas. Este planteamiento nos parece una modificacion sustancial respecto de planes
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anteriores ya que obliga a disefiar conjuntamente los curriculos de Matematicas de
Primaria y Secundaria, considerandolos como partes de un mismo plan y no como etapas

con objetivos distintos, e incluso con intereses contrapuestos.

Este apartado, denominado “Consideraciones generales de las matemdticas
escolares” , tiene una extension de 7 paginas y, a lo largo del mismo, se desarrollan las
ideas claves de cuales son las funciones y finalidades de las matematicas escolares. El
documento comienza reconociendo el papel destacado de las matematicas en el curriculo
de la Educacion Obligatoria; establece que pueden plantearse diferentes alternativas en el
enfoque para las matematicas escolares y destaca el papel que desempefian en el
desarrollo de los alumnos. A partir de ahi, la filosofia del documento se va explicitando en

los siguientes puntos:

1. Las matemadticas evolucionan continuamente, y estan relacionadas con otros
conocimientos. Esto implica que no convenga presentarlas como un producto cerrado
y el que los problemas de otras d4reas proporcionen terreno para nuevos
conocimientos matematicos. Las matematicas modelizan la realidad y validan los
modelos.

2. En la construcciéon de las matematicas se emplea el razonamiento empirico-
deductivo. La deduccion formal aparece en una fase posterior.

3. Siguiendo el Informe Cockroft (1984), establece que las matematicas son un
poderoso instrumento de comunicacion, conciso y sin ambigiiedades. Analiza el
papel de las notaciones simbolicas y sostiene que la formalizacion es solo el
producto final de un largo proceso.

4. Plantea claramente la distincion entre cdmo se presentan las matematicas y como se
transmiten y adquieren. Se afirma que la construccion del conocimiento matematico
es inseparable de la actividad sobre los objetos.

5. Se enfatiza el caracter constructivo del conocimiento matematico: “el conocimiento
matematico implica la construccién de relaciones elaboradas en y a partir de la
actividad sobre los objetos”. Por ello, hay que tener en cuenta el nivel de los
alumnos.

6. Se considera que las matematicas tienen una estructura interna, que relaciona y
organiza sus diferentes partes. Realiza un analisis mas cuidadoso distinguiendo una

componente vertical, que fundamenta unos conceptos en otros, lo que impone una
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secuencia temporal determinada en el aprendizaje que hace que algunos aspectos
sean obligatorios para poder tratar otros; al destacar la relacion entre sus diferentes
partes sefiala procedimientos generales de uso variado y que se pueden emplear en
diferentes campos; finalmente, recuerda la dualidad con la que permite contemplar
la realidad, exponiendo diversos ejemplos de esta dicotomia: discreto versus
continuo, finito versus infinito.

7. Establece la finalidad formativa del conocimiento matematico; habla de
competencias cognitivas para planificar el aprendizaje e insiste en que el desarrollo
de las capacidades cognitivas que proporcionan las matemadticas, también se puede
transferir a otros dominios. Concluye destacando la bondad general del aprendizaje
de las matematicas por la virtualidad de aplicacion a otros dominios.

8. Se desarrollan detalladamente las finalidades utilitarias del conocimiento
matematico, destacando entre ellas el que se puedan emplear como herramienta para
el trabajo en otras areas, que satisfagan las necesidades del sistema escolar, que
sirvan para cubrir las necesidades matematicas de la vida adulta y que permitan
atender las necesidades derivadas de las nuevas tecnologias; en cada uno de los
casos se dan ejemplos del interés de la ensefianza de las matematicas para atender
las diversas finalidades utilitarias.

9. Hay una reflexion interesante sobre la complementariedad entre las finalidades
formativas y las utilitarias en el desarrollo del curriculo de matematicas; se pretende
que en el periodo de la ensefianza obligatoria no haya supeditacion de unas a otras,
sino que, al contrario, unas apoyen y complementen a las otras.

10. Finalmente, se insiste que en los nuevos programas habra que dar un peso
considerable a la ensefianza y aprendizaje de conceptos y procedimientos de tipo

general, aplicables a una gran variedad de situaciones.

En el segundo apartado del documento que venimos comentando, en las
Consideraciones Generales, es de destacar la afirmacion: “la contribucion que hacen las
Matemdticas son decisivas para alcanzar los Objetivos Generales de la Educacion
Obligatoria™.

Manteniendo una tradicion secular de nuestro sistema escolar, las matematicas ocupan un

lugar preferente en la adquisicion de “capacidades cognitivas o intelectuales; motrices;
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afectivas; de relacion interpersonal; y de actuacion o insercion social” ** Mds
explicitamente: “podemos decir que la importancia educativa que le atribuimos viene de
entender que la Matemdtica, en sentido amplio, es sinonimo de capacidad para conocer
por cuanto la consideramos como un instrumento del pensamiento que permite aprender y
comprender lo real, bajo los aspectos cuantitativos y cualitativos, y su capacidad para

. , . 3 23
comunicar ésto a los demds” .

*2 Disefio Curricular Base. Educacion Secundaria Obligatoria, 1989, MEC. Madrid.

2 Disefio Curricular de Matematicas. E. Secundaria 12-16 (1989). Consejeria de
Educacién y Ciencia de la Junta de Andalucia. Sevilla.
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[.3.2. Educacién Matemadatica. Principales problemas que plantea:

Ya se han mencionado las transformaciones de la sociedad espafiola en los ultimos
veinte afios, y su relacion con las funciones que debe desempenar la Universidad. Pero

estas transformaciones afectan a todo el Sistema Educativo.

“Durante los afios sesenta y setenta el rasgo dominante de los sistemas
de enseiianza de la CEE ha sido la expansion cuantitativa en sus
diferentes aspectos: aumento de los gastos publicos y privados
dedicados a la educacion, prolongacion sistemdtica de la duracion de
la ensefianza obligatoria, cuasi-generalizacion de la escuela tinica o
integrada hasta los 14-16 aiios, simbolo de la democratizacion y el
igualitarismo, retraso en la edad media de acceder a la formacion
profesional, reclutamiento masivo de profesorado joven, y desarrollo y
relativo éxito de las teorias economicas de la educacion centradas en el
capital humano, es decir, en el potencial de la ensefianza como factor
clave del desarrollo.

En el caso concreto de Espaiia la expansion educativa en todas esas
dimensiones ha tenido lugar con algiin retraso. El aiio 1975 es el mds
indicado para marcar el punto de partida de la expansion del sistema
educativo espariiol, comparable con el de la mayoria de los paises de la
CEE.

La expansion del sistema educativo espariiol desde 1975 se ha reflejado
en tres dmbitos: la ampliacion del niimero de alumnos, el aumento
paralelo del profesorado y el crecimiento del gasto educativo.

La ampliacion del alumnado ha sido espectacular. En 1989 casi la
cuarta parte de los espaiioles estd matriculado en centros de ensefianza
reglada.

La ampliacion del profesorado ha sido avin mds rdpida. La ensefianza
se ha convertido en la primera empresa del pais, en estos momentos
mds de uno de cada cien esparioles consagra su vida a la ensefianza. El
Profesorado ha crecido en los ultimos afios a un ritmo del 3 por 100,

aproximadamente, sin embargo, la expansion del profesorado no ha
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conseguido ajustarse a la demanda real de profesores especializados”
24

Es dentro de este marco en el que la ensefianza y aprendizaje de las matemadticas
profundizan y desarrollan su dimension educativa, plantedndose nuevas metas y
prioridades que desbordan el papel clésico atribuido a esta disciplina, y por esto toma cada
vez mayor fuerza una nueva visidbn de las matematicas en el sistema escolar, que

denominamos Educacion Matematica.

Esta nueva vision pasa por una critica de las funciones que, hasta el momento, han

desempefiado las matematicas en el Sistema Educativo:

“La Matemadtica ha venido ostentando un papel selectivo,
independiente de la voluntad y el esfuerzo de los profesores, ya que los
objetivos y conocimientos considerados bdsicos no siempre son
conseguidos por la generalidad de los alumnos. Habitualmente se
atribuye dicho fracaso tanto al cardcter de la matemdtica misma, como
ciencia prestigiosa, exacta y llena de abstracciones, como al talante y
caracteres de los sujetos que han de aprenderla ( incapacidad para
aprender, falta de interés y rigor en el estudio, etc.). Dar un nuevo
enfoque al aprendizaje matemadtico e insertarlo en un planteamiento
educativo general, pasa por una redefinicion de este Area de trabajo,

caracterizando la funcion y finalidad educativa que le atribuimos” *

Las matematicas han pasado de desempefiar una funcién meramente instructiva, en la
que debian inculcar la memorizacion de hechos y la ejercitacion de destrezas, a una
funcion educativa mas amplia, en la que el conocimiento matematico no se considera

aislado del medio cultural ni de los intereses y la afectividad del nifio y del joven,

24 Gonzélez J. (1991). La ensefianza en Espafia: el desafio de los noventa,
en Vidal - Beneyto J. (Ed.). Espaifia a debate, tomo I1. Madrid: Tecnos.

* Disefio Curricular de Matemdticas, E. Secundaria 12-16. Op.c.
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ampliandose el campo del aprendizaje hasta integrar el dominio de las estructuras
conceptuales, ricas en relaciones, con procedimientos y estrategias que abren la puerta a la

creatividad, intuicién y pensamiento divergente de los alumnos.

También han cambiado las prioridades en educacion matematica, y éste es solo un
signo mas de que la consideracion de las matemadticas en Espafia se ha modificado, y se

estd modificando, profundamente en estos tltimos afios.

Esta transformacion se explica por el hecho de que las Matematicas estan
comenzando a ser uno de los elementos esenciales de la cultura de nuestra época en
nuestro pais. Esto ocurre porque se da prioridad a la consideracion de que se trata de una
de las formas basicas de expresidn, que permiten comunicar, interpretar, predecir y
conjeturar. Las matematicas no son so6lo una disciplina formal que se construye lejos de
nosotros y de nuestros intereses, antes bien aparecen en todas las formas de expresion

humana.

Nuestro pais se encuentra actualmente en la linea de las sociedades modernas y
avanzadas, y en este sentido es de especial importancia la integracion de valores, hébitos,
formas de expresion y razonamiento que provienen del campo de la ciencia, y en
particular de las matematicas. Por lo tanto, al considerar las matematicas como un
elemento de la cultura de nuestra sociedad, importante pero uno mas, debemos dejar de
concebir las matemadticas como un objeto ya construido que hay que dominar, y debemos
comenzar a considerarlas como una forma de pensamiento abierto con margen para la
creatividad, cuya ejercitacion hay que desarrollar, respetando la autonomia y ritmo en
cada persona.

Por otra parte, la extension a toda la poblacion de la ensefianza obligatoria hasta los
16 afios debe suponer un factor de homogeneizacién social y un aumento del nivel
cultural. Los problemas que se derivan de este nuevo marco legal son considerables ya
que las prioridades educativas deben dirigirse a aquellos alumnos que no alcancen unas

competencias determinadas.
Esto no pone en tela de juicio la necesidad de contar con minorias altamente

cualificadas en investigacion punta, y que la orientacion de esas minorias se comience a

considerar desde el sistema escolar, pero esas minorias no pueden estar divorciadas del
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medio social que las sostiene y que les da su razon profunda de existencia; por tanto, no
pueden contraponerse ambas formaciones y, menos aun, orientar el sistema educativo para
seleccionar a los integrantes de esas minorias con abandono de los intereses generales. La
difusion de valores democraticos, de integracion social y comunicacion y las necesidades
del mercado de trabajo son también elementos claves a tener en cuenta en la planificacion

y desarrollo de las matematicas escolares.

Hay que reconocer, definitivamente, que nuestra sociedad y nuestro sistema
educativo han cambiado, y deben adaptarse a ese cambio mediante modificaciones
profundas en los objetivos, contenidos, metodologia y evaluacion de las disciplinas
escolares y, en particular, de las matematicas. La situacion actual, de cierto desconcierto,
debe clarificarse de inmediato planteando el marco mas amplio de objetivos que se
quieran cubrir mediante la adquisicion de capacidades matematicas, no s6lo cognitivas. El
Profesor de matematicas debe tener claras cuales son las dimensiones de la nueva

situacion en la que debe trabajar.

“Los cambios afectan a varias de estas dimensiones, asi el Profesor de
matemdticas se encuentra con que se han producido cambios
importantes en lo que se considera conocimiento matemdtico al
destacarse las estrategias para la resolucion de problemas y el
conocimiento de procedimientos como aspectos con entidad propia;
todo ello lleva necesariamente a una revision y reorganizacion de los
contenidos. También se ha modificado el modo de trabajar en el aula;
desde las clases diseiiadas unicamente sobre lecciones magistrales
hasta llegar a la dindmica de grupos con énfasis en la participacion,
elaboracion de alternativas propias, discusion y toma de decisiones
razonadas, hay una gran distancia que se estd recorriendo en el
momento actual. Finalmente, y condicionado por los cambios
anteriores, estamos asistiendo a una revision a fondo sobre la
evaluacion del aprendizaje de los alumnos. La evaluacion debe ser
orientadora y formativa antes que sumativa y sancionadora, la
evaluacion debe tener en cuenta no solo el dominio de definiciones y
conceptos o la ejecucion de destrezas, sino que debe contemplar

competencias mds generales, incluyendo la actitud hacia la propia
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matemdtica. El modo de evaluacion, los instrumentos, las finalidades,
el modo de comunicar los juicios realizados y su empleo para
diagnosticar las dificultades en el aprendizaje, junto con las
consecuencias que pueden derivarse de las sucesivas evaluaciones
para la promocion de los escolares, son otras tantas cuestiones
abiertas aiin en el campo de la ensefianza de las matemdticas.

Estas modificaciones, que se derivan de las necesidades sociales,
economicas y cientificas de nuestro pais, nos obligan - obligan a la
comunidad de Profesores de Matemdticas- a tomar una perspectiva
mds amplia y profunda de qué son y para qué sirven las matemdticas y
qué papel deben desemperiar en la formacion de los jovenes. Si hasta el
momento han predominado los componentes instructivos del
conocimiento matemdtico, cada vez se aprecia con mayor fuerza la
insuficiencia de ese planteamiento y se va tomando conciencia de que
la formacion matemdtica es una dimension relevante de la educacion
de los nifios y adolescentes. De ahi que se hable de Educacion
Matemdtica, con una vision mds integradora de las capacidades
humanas que se desarrollan mediante los procesos de aprendizaje de
las matemdticas.

Superar el marco cldsico en el que se ha venido contemplando la
ensefianza de las matemdticas en nuestro pais es uno de los retos que
tiene planteados no sélo la comunidad actual de profesores de
matemdticas sino, principalmente la administracion educativa y, en
particular, la Universidad como responsable de la formacion inicial
del Profesorado. Solo una revision a fondo de las necesidades que se
derivan de una comprension amplia y profunda del papel cultural que
las matemdticas desemperian puede aportarnos el marco adecuado y
los elementos de juicio suficientes para llevar adelante esta tarea de
revision y reestructuracion de la educacion matemdtica en nuestro

pal’s 5 26

L. Rico y M. Sierra (1991). La comunidad de educadores matematicos,
en Gutiérrez A. (Ed.) El Area de Conocimiento Didactica de la Matematica.
Ed. Sintesis. Madrid.
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La articulacion de estas nuevas necesidades, con las adaptaciones correspondientes,
no solo de materiales y libros de texto, sino de un amplio abanico que comprende desde la
forma misma de conceptualizar las matematicas por parte de los profesores hasta las
relaciones de poder y disciplina que se establecen en el aula, va a requerir de un largo
esfuerzo de preparacion, ensayo y error y acomodacion no exento de serios problemas y
dificultades. Este va a ser uno de los campos de estudio e investigacion que mas interés
van a presentar para el futuro de la Didactica de la Matematica, y en el que la colaboracion

y trabajo conjunto entre profesores de distintos niveles va a resultar mas necesaria.
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[.3.3. Comunidad de Educadores Matemaéticos. Organizacién.

(Quién es educador matematico?. Tratar de contestar a esta cuestion supone sefialar
cudles deben ser los limites de la nueva situacion que venimos planteando sobre la
ensefianza y aprendizaje de las matematicas; y no resulta sencillo delimitarla por la
cantidad de polémica que genera, debido a los cambios profundos que su clarificacion

implica.

Si bien la aceptacion del predominio de los factores educativos que surgen de la
ensefianza de las matematicas sobre los meramente instructivos puede tener un origen y
fundamentacion ideoldgico, no cabe duda que también hay razones sociales, culturales y
econdmicas que avalan esta consideracion; igualmente hay una explicacion racional de la
mayor validez de este planteamiento, como hemos argumentado anteriormente. Por ello es
pertinente plantearse la cuestion de a quiénes afectan estas consideraciones, quiénes de los

profesores de matematicas deben considerar su profesion desde esta perspectiva.

Entendemos por educador matematico a toda persona que pretende formar o
instruir a otra, u otras, mediante las matematicas, es decir, considera las matematicas, en
todo o en parte, como objeto de educacion para las personas a cuya formacion y desarrollo

estd contribuyendo.

Con nuestro planteamiento, no exento de aspectos polémicos, puede considerarse
educador matematico a todo profesional de la ensefianza cuyo objetivo es transmitir
nuevos conocimientos matematicos a personas en formacion. Dentro de esta poblacion
estdn comprendidos los profesores universitarios, ain cuando la materia que transmitan
sea de alta especialidad e incluso esté en proceso de investigacion. También consideramos
educadores matematicos a los profesores de Secundaria, tanto en la etapa obligatoria como
en la postobligatoria; los profesores de matematicas de los actuales centros de
Bachillerato, Formacion Profesional y otras ensefianzas de segundo grado estan, por
derecho propio, dentro de nuestra poblacion. Igualmente, son educadores matematicos la
totalidad del profesorado de la Educacién Preescolar y Educacion General Bésica que
estén implicados en la formacién matematica de los nifios; en esta categoria incluimos

igualmente al profesorado correspondiente de la Educacion Permanente de Adultos y de
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Educacion Especial.

Las prioridades y necesidades formativas son muy distintas en cada una de las etapas
educativas contempladas. En el nivel universitario predomina la formacion en
profundidad, el conocimiento de la organizacion actual y los resultados avanzados mas
destacables en cada una de las ramas de las matemadticas, asi como los campos de
investigacion a los que los alumnos en formacion pueden dedicarse, pero todo ello no
excluye la dimensién humana y cultural de ese conocimiento sino que, mas bien, le sirve
de contrapunto critico y de marco de referencia, permitiendo que el matematico no se aleje
del medio social e intelectual en el que, necesariamente, tiene que trabajar y al cual se
debe.

En los niveles universitarios técnicos, escuelas técnicas, o bien en los dedicados a
estudios de economia y estadistica o, mas en general, en todos aquellos estudios en los que
las matematicas constituyen una herramienta imprescindible, incluidas algunas ramas de
Formacion Profesional, la formacién matematica que predomina es la que corresponde a
la matematica aplicada. En estos casos no tiene tanta importancia el desarrollo teodrico
especifico cuanto la capacidad para emplear los conceptos y procedimientos matematicos
en la modelizacion de fendmenos que pongan de manifiesto los elementos cuantitativos,
figurativos y logicos, asi como las relaciones que se pueden establecer entre ellos. Los
modelos permiten establecer inferencias y relaciones que llevan a determinadas
conclusiones sobre el modelo con lo que se puede predecir el comportamiento futuro del
fendémeno modelizado y, por tanto, conjeturar los cambios que se van a producir y las
regularidades que se van a mantener. En todo este proceso hay, igualmente, una dimension
educativa profunda con la que no s6lo se quiere mejorar la capacidad de pensamiento y el
desarrollo de la racionalidad en los estudiantes sino también la apreciacion y creacion de

belleza.

En la Educacion Preescolar, Primaria y Secundaria predomina el caracter formativo y
de desarrollo de capacidades humanas en el aprendizaje de las matematicas. La formacion
que han de lograr los alumnos de estos niveles y las competencias especificas que deben
adquirir han de ser parte de un conocimiento util y practico que no sélo contribuya al
desarrollo intelectual de los nifios y jovenes en formacion, sino que también les sirva
como factor de integracion en su medio social y cultural y como elemento de promocion

personal.
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El profesor de matematicas, en cualquiera de sus niveles, se encuentra con unas
componentes educativas relevantes que interesan por la dimension social del conocimiento
que estan transmitiendo y cuya consideracion es importante para la consecucion del
aprendizaje de sus alumnos, que es en definitiva la meta que se quiere alcanzar.
Seguramente muchos profesionales de la docencia, en cualquiera de sus niveles, pueden
tener serias reservas con bastantes de las afirmaciones que aqui hacemos en relacién con
las funciones que desempefian las matematicas dentro del periodo de la educacion
obligatoria y con el énfasis puesto en las caracteristicas formativas que tienen el estudio y
aprendizaje de las matematicas en las etapas no obligatorias del sistema docente. Sin
embargo, entendemos que todo profesional de la ensefianza de las matematicas, al
plantearse honestamente su trabajo de formacion y transmision de conocimientos, tiene en
cuenta y contempla su accidon como una actuacion profundamente educativa y, por ello,
debe quedar incluido en la comunidad de educadores matemdticos. Mdas aln, la
conceptualizacion de la Educacion Matemdatica no estara completa hasta que los
profesores de todos los niveles no contemplen de modo natural su trabajo como una parte

diferenciada de una gran tarea comun.

No es facil delimitar en las Estadisticas Oficiales cuantos docentes quedan
comprendidos en nuestra tipificaciéon del educador matematico y tampoco es sencillo
determinar en muchos casos si el contenido de la ensefianza se puede considerar o no
matematico. De todos modos, aun cuando no podamos cuantificar con precision a nuestra
poblacion, si hay unos datos de referencia que nos pueden servir para determinar su
tamaino aproximado.

Segtin la Estadistica de la ensefianza en Espaiia®’ los profesores de los niveles docentes de
Preescolar, General Bésica y Ensefianzas Medas, tanto de la ensefianza privada como publica,

fueron:

27 Estadistica de la Ensefianza en Espaiia. Niveles de Preescolar, General Basica y E.E. M.M. 1987/88.
(1991). Ministerio de Educacion y Ciencia. Madrid.
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Evidentemente, no todos los Profesores computados son educadores matematicos
ya que no contemplan las matematicas como area de formaciéon o conocimiento a cuya
transmision tengan que contribuir. Cada una de las poblaciones anteriores podemos
multiplicarla por un coeficiente de reduccion, estimado a la baja, que nos permita tener
una aproximacion del profesorado implicado en ensefianza de matemadticas desde los

niveles mas elementales hasta los superiores. Obtenemos asi la siguiente tabla:

Los datos estimados nos dicen que un 37% del Profesorado de los niveles no
universitarios contemplados tienen competencia en la educacion matematica de nuestros
nifios y jovenes, constituyendo una poblacion de, al menos, 143.034 personas. También es
ilustrativo conocer la poblacidon escolar a la que atendieron esos profesores, durante el
mencionado curso 85-86.
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Si dividimos el total de alumnos matriculados entre el total estimado de educadores
matematicos, tenemos un total de 62 educadores matematicos por cada 1.000 alumnos
como indice aproximado de atencidon a la Educacion Matematica por parte del Sistema

Escolar no Universitario en Espafia, durante el Curso 85-86.

Ademas de los datos de la Tabla 2 hay que considerar los correspondientes al
Profesorado univeristario, al menos el de aquellas Areas de Conocimiento que se
consideran propiamente matematicas. Segin el Anuario de Estadistica Universitaria de
1990 los profesores de Cuerpos Docentes Universitarios de las Areas de Matematicas

cran:

La globalidad de estos profesores supone un 6% del total de Profesores de los
Cuerpos Docentes Universitarios. Si sumamos los datos globales de las tablas 2 y 4,
aunque los datos se han obtenido de cursos diferentes, la cifra total sigue siendo un dato
de referencia como estimacion a la baja del total de Profesores que interviene en la
Educacion Matemadtica en nuestro pais. Desglosando esta cifra segun la titulacion minima

del profesorado tenemos:
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[.3.4. Los Departamentos de Didéctica de la Matemadtica en
relacién con la Educacién Matematica:

Las relaciones que existen entre los Departamentos de Didéctica con la Educacion
Matematica son amplias y complejas, implicitas més que explicitas en la mayor parte de
los casos, y necesitadas de un desarrollo mas sistematico y profundo. De la extension y
calado de estas relaciones depende que la Did4ctica de la Matematica sea una disciplina
viva y funcional, que interese y atraiga a los investigadores y que los resultados de sus

trabajos sean utiles a la comunidad educativa a la que debe servir.

Hay que tener en cuenta que la Educacion Matematica es una de las profesiones
basicas que se derivan de las matematicas y que, como ya se ha dicho, estd formada por el
colectivo de todos aquellos educadores que trabajan en el amplio campo de la ensefianza y
aprendizaje de las matematicas, en cualquiera de los niveles del Sistema Educativo. No es
la unica profesion para las que preparan las matemadticas. En términos generales, hay un
colectivo de investigadores que forman una comunidad cientifica en la que se crean y
construyen, se controlan y se confirman los resultados de la reflexion, estudio e

investigacion en las diversas disciplinas matematicas.

Hay un tercer grupo de profesionales, cuya formacion universitaria ha estado
constituida, en su mayor parte, por los conocimientos consolidados mas destacables de las
Ciencias Matematicas. Concluida su preparacion ponen los conocimientos adquiridos al
servicio de una multitud de campos diferentes: administracion, organizacion y gestion de

empresas, economias, informacion, ingenieria, robdtica y muchos otros.

La mejora y el avance de los servicios, del comercio, la industria y la investigacion
en nuestro pais son efecto y causa de la participacion de un numero creciente de
licenciados en matematicas, u otras titulaciones en las que las disciplinas matematicas
tienen un peso considerable. Estos campos en los que el matematico se incorpora como
profesional destacado son los que contribuyen al reconocimiento social de nuestros
estudios, por la especial cualificacion que proporcionan para el tratamiento y solucion de
los problemas més variados. Estos profesionales son hombres comprometidos con su

medio social, que aplican y utilizan las matemadticas destacando sus aspectos de
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conocimiento util, y que hacen una aportacion considerable al progreso, avance y

desarrollo de la comunidad a la que pertenecen.

“El téermino ” miusico”, en el habla corriente, puede referirse a un
compositor, un intérprete o un profesor de miisica, y las posibles
superposiciones de estas actividades. De la misma manera, el término
“matemdtico” puede designar a un profesor de matemdticas, un

. .. .. 28
usuario de las matemdticas o un matemdtico creador”

Tengamos en cuenta que los educadores matematicos son sélo una parte de los
profesionales cuya formacion se deriva de las matematicas, pero que no todos los
educadores matematicos han recibido su formacion inicial en una licenciatura de
Matematicas. Esto hace que muchas veces puedan darse puntos de vista contrapuestos
sobre lo que debe ser la Educacion Matematica y cudles sus dependencias e intereses en
relacion con las disciplinas matematicas. Aqui es donde encuentra la Didactica de la
Matematica una de las razones para su consolidacion. La Didéctica de la Matematica debe
realizar el estudio formal y desarrollar la investigacion para la descripcion, conocimiento,
prevision, control y valoracion de los fendmenos que se producen en la adquisicion,
desarrollo, consolidaciéon, comunicacion, transmisién y evaluaciéon del conocimiento

matematico.

La Didéctica estudia la ensenanza y aprendizaje de las matematicas, es decir, trabaja
sobre el nucleo de los problemas que afectan a la Educacion Matematica; su campo de
estudio e investigacion, son las multiples tareas que inciden en el trabajo o que realizan los
educadores matematicos. Por eso la red intrincada de relaciones que existe entre nuestra
disciplina y el trabajo que se realiza en las aulas, o que gira en torno a lo ejecutado o por
ejecutar en esas aulas, es sumamente compleja y delicada, merecedora de nuestro maximo

interés, estudio y dedicacion.

Los Departamentos de Didactica de la Matematica son también centros de

% Dieundonné J. (1989). En honor del espiritu humano. Madrid: Alianza Editorial.
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formacion; trabajan en formacion inicial de Profesorado. Seria excesivo atribuir todos los
desajustes del actual sistema educativo en relacion con el aprendizaje de las matematicas
por parte de nuestros escolares a la Didéactica de la Matematica. Mdas bien ocurre al
contrario; conforme se va conociendo con mayor precision el modo, las condiciones y
procesos en el aprendizaje de parcelas concretas del conocimiento matematico, mayores
posibilidades de una formacién adecuada del profesorado se van presentando. No obstante
los avances que recientemente se estdn produciendo, hay necesidades muy serias de
emprender una reforma en formacién inicial, complementaria de la Reforma que se ha
producido en el Sistema Educativo y, en particular, en la Educacion Secundaria
Obligatoria. Pretender abordar las nuevas necesidades que se plantean en Educacion en
base a la preparacion que estan recibiendo los futuros licenciados en matematicas es un
desproposito; ya hemos visto como el actual plan de estudios en la Universidad de
Granada ofrece unas oportunidades formativas reducidas e insuficientes. Y no es este el
unico problema. La educacion matematica de nuestros escolares la realizan también, como
se ha indicado, un considerable numero de profesores de los niveles de Preescolar y
Educacion Primaria. Mantener las grandes diferencias en la formacion psicopedagogica y
en el dominio de contenidos matematicos entre los Diplomados, profesores de EGB, y los
Licenciados es una actitud incongruente con los nuevos planteamientos del Sistema
Educativo en nuestro pais. Sin embargo, las soluciones no se improvisan ni aparecen por
generacion espontanea. La Didactica de la Matematica debe reflexionar y trabajar
profundamente en este campo de la formacion inicial del profesorado, ya que es aqui
donde surgen gran parte de los problemas que van a pesar luego en la formacion y

educacion de nifios y adolescentes.

Estas tareas no se pueden plantear como distintas y contrapuestas a la investigacion.
Los Departamentos de Didactica investigan sobre actuaciones de aprendizaje concretas de
alumnos concretos ante propuestas detalladas de ensefianza sobre conocimientos
matematicos especificos; también hacen estudios comparativos y longitudinales. Estas
investigaciones son de laboratorio, pero también también son en muchos casos - los mas
interesantes- experiencias que comprometen a profesores en ejercicio. La participacion
conjunta de especialistas en areas concretas y de profesores en la constitucion de equipos
de investigacion y el disefio y ejecucion de proyectos concretos es uno de los campos mas

fecundos, atn por explorar en Didactica de la Matematica.
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La Universidad debe asumir con todas sus consecuencias que una de sus funciones
esenciales es la Formacion Inicial del Profesorado, y que son los Departamentos
educativos, entre ellos el de Didactica de la Matemadtica, los encargados de liderar esta
tarea. Asumir seriamente esta responsabilidad pasa por racionalizar esa formacion, con la
elaboracién de un plan, la coordinacion y fusion de los distintos organismos en los que
aln se atomizan las competencias sobre este tema; pasa, igualmente, por establecer una
red de centros para las practicas de ensefianza, incentivando a los profesores tutores y
proporcionando la  infraestructura necesaria. Una coordinaciéon obligatoria
institucionalizada con las Administraciones educativas responsables de la formacion
permanente es, igualmente, un elemento indispensable en las relaciones entre los

Departamentos de Didéctica de la Matematica y la Educacion Matematica.

El campo de trabajo no se agota con esto. Como veremos mds adelante en esta
memoria son muchas las posibilidades de trabajo de los Profesores de Didactica de la
Matematica en Educacion Matemadtica. Su participacion activa en las Sociedades de
Profesores y Educadores Matematicos, en las revistas profesionales, en los movimientos
de reforma, en los Congresos y Jornadas, en la elaboracion de documentos y, en todos los
casos, su compromiso personal con la innovaciéon y mejora de la educacion, son
conexiones reales y cotidianas entre el trabajo académico y el educativo, tarea ésta que no

debe olvidar nunca el especialista en Didactica de la Matematica.

Muchas de éstas y otras cuestiones van a recibir un tratamiento mas detallado en los
apartados que siguen; para concluir, queremos mencionar el hecho, a veces olvidado, de
que nuestro especialista en Didactica también es, y fundamentalmente, un educador
matematico con todos los problemas y dificultades que, como vemos, ello conlleva. Con
esto queremos insistir una vez mas, que el campo de la Didéctica y su organizacién como
disciplina, no suponen la existencia de un nuevo universo platonico en el que se enuncian,
plantean y resuelven problemas que luego no tienen nada que ver con la realidad y

practica diarias.

[.2. MARCO ACADEMICO:

I

. Plan de Estudios de la Licenciatura de Mateméticas de la
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Universidad de Granada:

La presente Memoria es para concursar a una plaza de Catedratico de Universidad cuya
competencia docente viene referida a las asignaturas del Area de Didactica de la Matematica
correspondientes al Plan de estudios vigente en la Licenciatura de Matematicas. Por ello resulta
pertinente hacer una presentacion y analisis comentado tanto del plan como de sus especialidades

y las asignaturas de nuestra area.

Conviene recordar que este Plan de estudios es muy anterior a la LRU y, por tanto, a la
existencia institucional del Area de Conocimiento Didactica de la Matematica y del
correspondiente Departamento. El Plan de estudios del Titulo de Licenciado en Ciencias
Matematicas se estructura en dos Ciclos, el primero de materias comunes y tres cursos de
duracion, cuya regulacion aparece en el BOE de 17-XI-1973, seglin el cuadro que sigue; en el

que se expresa la carga docente semanal:
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Este Primer Ciclo es de formaciébn comin y se estructura sobre cuatro materias
fundamentales: Analisis Matematico, Geometria, Algebra y Calculo de Probabilidades y
Estadistica ( donde las dos primeras tienen mayor peso), y otras tres materias complementarias:

Topologia, Fisica General y Calculo Numérico.

El Segundo Ciclo se organiza en dos cursos y ofrece tres especialidades diferentes:
Especialidad de Estadistica e Investigacion Operativa, Especialidad de Matematica Fundamental
y Especialidad de Medodologia. La regulacion de este Segundo Ciclo y de sus especialidades

aparece en el BOE de 15-VII-1977 y se resume en los siguientes cuadros:
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En resumen, tenemos:

Se observa una oferta de dos opciones, una de cardcter mas tedrico y otra de caracter mas
aplicado. Se produce un aumento en la opcionalidad de asignaturas, con la posibilidad de que un
alumno puede elaborar su propio curriculum; la relacion entre las asignaturas que hay que elegir

y la oferta que se hace es de 1 a 3.
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En resumen tenemos:

Al igual que en la especialidad Estadistica, la opcionalidad supone un 25%, tanto del
numero de asignaturas como del nimero de horas. La diferencia radica en que, en este caso, hay
menos asignaturas y menos horas, por tanto hay menos tiempo lectivo en general, incluida la

opcionalidad, que aparece solamente en Quinto Curso.
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Observamos que no hay asignaturas optativas, ni tampoco aparecen opciones. La estructura
del Plan para la especialidad de Metodologia es totalmente rigida, sin posibilidad de opcion y
con un nimero de asignaturas maximo. Maés aun, se se compara con el Plan de Matematicas
Fundamentales se observa que todas las asignaturas obligatorias de esa especialidad son también
obligatorias para Metodologia, constituyendo el 62% de su horario. Se configura asi la
especialidad de Metodologia, como una variante de Fundamentales, en la que su opcionalidad
queda resuelta con un cupo fijo de asignaturas de orientacién Didéctica. A diferencia de la
Especialidad de Estadistica e Investigacion Operativa, que desarrolla plenamente sus materias
ofertando distintas opciones y materias optativas, y en la que las materias basicas de matematicas
tienen so6lo un papel subsidiario, en la Especialidad de Metodologia no se ha seguido este criterio

y el bloque de las asignaturas de especialidad resulta disperso y con poco peso.

Creemos que la época en que fue elaborado este Plan de Estudios, junto con la inexistencia
otrora del Departamento de Didactica de la Matemadtica, justifican en cierto modo las
desigualdades observadas y esa falta de vision global sobre las materias y contenidos especificos

que deben dominar los Profesores de Matematicas durante el periodo de su formacion.

Para concluir queremos sefialar que, con ligeras variantes, la especialidad de Metodologia
existe en el Plan de Estudios de la Licenciatura de Matematicas, y se imparte, en las
Universidades Autonoma de Barcelona, Complutense de Madrid, y la Laguna. En todas estas
Universidades hay una asignatura que se denomina Didactica de la Matematica en el
Bachillerato, aunque s6lo en la Universidad de la Laguna es impartida por profesores del Area

de Didactica de 1la Matematica.
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[.2.2. Programa de Doctorado en Diddctica de la
Matemaética:

Como ya hemos sefialado al describir las competencias del Departamento de Didactica de la
Matematica de la Universidad de Granada nuestra docencia no se agota en el Segundo Ciclo sino
que se amplia con un Programa de Tercer Ciclo. Por su caracter pionero en nuestro pais y por su
innegable interés para el desarrollo del Area de Conocimiento, nos parece importante hacer una

presentacion y comentarios a este Programa.

En el Real Decreto que regula el Tercer Ciclo de Estudios Universitarios, encontramos:

“El Tercer Ciclo, y como demuestra la experiencia comparada, constituye
condicion esencial para el progreso cientifico y, por ello, para el progreso
social y economico de una comunidad por cuanto de la profundidad de sus
contenidos y la seriedad en su planteamiento depende la formacion de los

investigadores.

Por lo demds, el Doctorado tiene una consecuencia adicional de extremada
importancia: en él se inicia la formacion del Profesorado Universitario. Si se
toma en consideracion que en la Universidad, docencia e investigacion son
dimensiones inescindibles, se comprende la importancia que el aprendizaje de
ciencias y técnicas especializadas presenta para el Profesorado y, por tanto,

para el futuro de los estudiantes universitarios y de la Universidad misma.

Por ello, la Ley de Reforma Universitaria considera el Tercer Ciclo decisivo
para promover la calidad de la ensefianza y para potenciar la investigacion.
Cualquier reforma universitaria debe considerarlo no como el apéndice
burocrdtico de los dos primeros, sino como un periodo clave en el que tiene
lugar la articulacion entre docencia e investigacion, y se forman tanto los
investigadores como los futuros docentes universitarios. No en vano su

superacion permite acceder al titulo de mayor relieve académico.

A estos efectos, la Ley de Reforma Universitaria se plantea cuatro grandes
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objetivos en el campo de los estudios de postgrado:

* Disponer de un marco adecuado para la consecucion y transmision de los
avances cientificos;

* Formar a los nuevos investigadores y preparar equipos de investigacion que
puedan afrontar con éxito el reto que suponen las nuevas ciencias, técnicas y
metodologias;

* Impulsar la formacion de nuevo profesorado;

* Perfeccionar el desarrollo Profesional, cientifico y artistico de los titulados

. 29
superiores.”

Queda claro, desde estos supuestos y consideraciones, que el desarrollo de un Area de
Conocimiento pasa, necesariamente, por el mantenimiento continuado de un Programa de Tercer
Ciclo mediante el que se realicen y logren los anteriores objetivos. Pero en nuestro caso concreto
se da un interés anadido: la necesaria promocion de la mayor parte del Profesorado del
Departamento, que no tiene el titulo de Doctor. Durante toda su carrera profesional los docentes
del Area de Didactica de la matematica han visto bloqueadas sus legitimas aspiraciones de lograr
el grado académico maximo mediante la realizacion de un trabajo de investigacion en el Area.
Hasta el momento, la unica oportunidad ha consistido en abandonar transitoriamente su trabajo
profesional y sus propios intereses como investigadores (al menos con caracter prioritario) e
integrarse en equipos de investigadores de otras disciplinas. La mayor parte de los que han
seguido esta opcion han concluido una Tesis Doctoral en una de las disciplinas matematicas que,
si bien les ha permitido mejorar la profundidad y calidad de sus conocimientos en Algebra,
Analisis, Estadistica o Geometria, no cabe duda que también ha supuesto una interrupcion en el

estudio e investigacion dentro de la propia érea.

Mas recientemente, una mayor flexibilidad en la normativa ha permitido realizar Tesis
Doctorales cuyo contenido es de Didactica de la Matematica, en Departamentos de Pedagogia,
Psicologia o Didactica General. Podemos sefialar esta etapa como de transicion, y aunque el

contenido de los trabajos y parte de la metodologia resultan més préximos a la Didactica de la

% Real Decreto 185/1985 de 23 de Enero, regulador del Tecer Ciclo de Estudios Universitarios.
BOE n° 41 de 16 de Febrero de 1985. Madrid.
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Matematica, también es cierto que cada disciplina tiene sus propios intereses e imprime su propia
logica, con las consiguientes desviaciones de los propios objetos de estudio y los trabajos
complementarios que se deben realizar para alcanzar un grado aceptable de compromiso con los

profesionales del Area en la que, formalmente, se realiza la tesis.

Todos estos motivos, junto con las oportunidades que ofrecia el nuevo marco legal, llevaron
en el afio 1987 al Departamento de Didactica de la Matematica de la Universidad de Granada a
plantearse como objetivo prioritario el establecimiento de un Programa de Tercer Ciclo en el

Area.

Un primer problema a resolver era la carencia de Profesorado propio para impartir la
docencia. Con este fin se emprendieron dos medidas: adscripcion provisional de la Profa. Dra. C.
Batanero, del Area de Estadistica e Investigacion Oparativa, al Departamento de Didéctica de la
Matematica, en virtud del Articulo 15 de los Estatutos de la Universidad de Granada; y la firma
de un Convenio de colaboracion con la Universidad de Bourdeaux I (Francia), mediante el cual
se regulaba la participacion de los Profesores M. Artigue, G. Brousseau, Y. Chevallard, R.
Douady y A. Rouchier en los Cursos del Programa. De este modo se pudo dar cumplimiento a lo

establecido en el Decreto que regula el Tercer Ciclo:

“Articulo 3°. Contenido de los Programas de Doctorado:

1. Los Programas de Doctorado deberan comprender:

a) Cursos o Seminarios relacionados con la metodologia y formacion en
técnicas de investigacion.

b) Cursos o Seminarios sobre los contenidos fundamentales de los campos
cientifico, técnico o artistico a los que esté dedicado el Programa de
Doctorado Correspondiente.

c) Cursos o Seminarios relacionados con campos afines al del Programa y que

sean de interés para el proyecto de tésis doctoral del doctorando.” *°

El Programa de Doctorado disefiado, aprobado por el Consejo de Departamento en

enero de 1988, y por la Comision de Doctorado de la Universidad en mayo de 1988, comprende

30 Real Decreto 185/1985. c.
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cursos de las tres clases previstas, mencionadas anteriormente; en concreto:

a) Dos cursos de caracter metodoldgico y formacion en técnicas de investigacion.
b) Ocho cursos y dos seminarios sobre contenidos fundamentales del Area Didactica de
la Matematica.

c) Cinco cursos sobre campos afines al Programa.

Los cursos completos que abarcd el Primer Programa de Doctorado fueron los siguientes:

Curso 1988-89

- Variables criticas en la Educacion Matematica.

- Diseflo de investigaciones educativas.

- Los ordenadores en el curriculum de matematicas.

- Didactica de la probabilidad y de la estadistica en la ensefianza obligatoria.

- Epistémologie et didactique de 1’analyse. Cadre conceptuel et méthodes (I).

- Epistémologie et didactique des décimaux et des réeles (I).

- Epistémologie et didactique de: I’informatique, du volume, de la fonction lineaire.
Cadre conceptuel (I).

- Didactique et épistémologie experimentale des rationnels. Concepts fondamentaux.
M¢éthodologie (I).

- Légica e Historia de la Matematica.

- Procesos cognitivos.

- Teoria de semigrupos. Rudimentos y técnicas.

Curso 1989-90

- Métodos cuantitativos en Educacion Matematica.

- Pensamiento numérico.

- Integracion de la Informatica en la ensefianza obligatoria.

- Epistémologie et didactique de I’ Analyse. Cadre conceptuel et méthodes (II).

- Epistémologie et didactique de I’ Algebre. Cadre conceptuel et méthodes (I).
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- Epistémologie et didactique des décimaux et des réeles (II).

- Epistémologie et didactique de: I’informatique, du volume, de la fonction lineaire.
Cadre conceptuel (II).

- Didactique et épistémologie experimentale des rationnels. Concepts fondamentaux.
Mg¢thodologie (II).

- Epistémologie et didactique de 1’ Algebre. Cadre conceptuel et méthodes (II).

- Resolucion de Problemas.

El niimero de créditos asignado a los cursos impartidos por los profesores franceses fue de

uno y los restantes oscilaron entre 3 y 4.

El alumno inscrito en los estudios de doctorado deberd obtener en el plazo de dos afios un
total de 32 créditos mediante la aprobacion de cursos y seminarios incluidos en el programa, de
los cuales s6lo dos tienen caracter obligatorio, asi como con créditos obtenidos por la realizacion

de un trabajo de investigacion, hasta un maximo de 9 créditos.

Los alumnos han de presentar en el Departamento, antes de terminar el Programa, un
proyecto de tesis doctoral avalado por el que vaya a ser su director o directores. La tesis debera
terminarse en el plazo de cinco afos desde la fecha de inicio de los estudios, ampliables por otros
dos afios a juicio de la Comision de Doctorado.

Para ser admitido como alumno de tercer ciclo en este programa el Consejo de
Departamento establecié como condiciones: estar en posesion de la Licenciatura en ciencias

(Seccion de Matematicas), asi como conocimiento de inglés y/o francés a nivel de traduccion.

El nimero de plazas disponibles en esta convocatoria estuvo limitado. En el caso de que el
numero de aspirantes hubiese sido superior al nimero de plazas disponibles, el Departamento
hubiese seleccionado a los aspirantes en funcion de los méritos enumerados en el Articulo 7 de
las Normas Reguladoras de los Estudios de Tercer Ciclo de la Universidad de Granada, que son

los siguientes:

a) Expediente académico del aspirante.

b) Calificaciones obtenidas durante la licenciatura en las asignaturas relacionadas con el
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Programa.
c) Trabajos y seminarios realizados.
d) Cualesquiera otros méritos que pueda alegar el aspirante relacionados con el Programa

de Doctorado.

El Programa de Doctorado de Didactica de la Matematica quedd incluido dentro del
organigrama organizativo de los estudios de Doctorado de la Universidad de Granada en la
Subcomision Asesora 4, que comprende los tipos de Doctorado en Fisica, Geologia, Ingenieria
de Caminos, Informatica, Matematicas y Quimica. Forma parte de la mencionada Subcomision

el Coordinador del Programa.

Concluido el Programa del primer bienio el Consejo de Departamento aprobd un nuevo
Programa para el cuatrienio 90-94, cuya relacion de Cursos aparece en la descripcion de

asignaturas que se ha hecho en el apartado 1.1.3 de esta memoria.

Durante el primer bienio se matricularon 16 alumnos en el Programa, de los que 12 han
recibido ya el reconocimiento de suficiencia para el desarrollo de tareas de investigacion, y cuyas
Tesis Doctorales se encuentran en estado de progreso. En el bienio en curso 90-92 hay

matriculados 14 alumnos, seleccionados entre 21 solicitantes.

La instauracion del Programa de Doctorado con el énfasis necesario puesto en la
investigacion; el disefio, desarrollo, discusion, ejecucion, redaccion, presentacion y defensa de
los trabajos de investigacion realizados hasta el momento; la preparacion de las Memorias de
Licenciatura y Proyectos de Tesis; el intercambio de informacion con los Profesores invitados y
la asistencia a Congresos y reuniones de investigadores, han supuesto un cambio radical en las
prioridades de trabajo y la dindmica del Departamento. Podemos afirmar que la mayor parte y lo
mejor de nuestras energias se encuentran absorbidas por la necesidad de concluir en un plazo
razonable un grupo de Tesis Doctorales de calidad, homologables en la comunidad internacional

de investigadores y que consoliden las lineas de investigacion del Departamento.
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[.2.3. Situacidén Académica de la Didéctica de la Matematica
en otros paises:

La preocupacion por la enseflanza y aprendizaje de las matematicas fuera de nuestras
fronteras y su institucionalizacion académica no son recientes. Sin necesidad de buscar
antecedentes historicos muy lejanos, podemos sefalar la segunda mitad del siglo XIX y
comienzos del XX, cuando ya se han consolidado las disciplinas matematicas dentro de la
Universidad, como el comienzo de un estudio sistematico sobre los problemas que se derivan de

la educacion matematica. Las primeras aproximaciones se hacen con participacion universitaria.

Asi, en el Reino Unido se funda en 1871 la “Association for the Improvement on
Geometrical Teaching (A.1. G.T.)” ala que pertenecian maestros y en la que colaboraban
Profesores Universitarios, que pretendia considerar otro enfoque para la Geometria distinto del
de Euclides; con el tiempo la A.I.G.T. se intereso por otras ramas de las Matematicas y cambi6
sunombre a “The Mathematical Association”. En 1894 publican el primer nimero de
“Mathematical Gazzete” una revista que contenia articulos para mejorar la ensenanza de las

. ) e 1 ;31
Matematicas; esta revista se continia publicando hasta nuestros dias.

Siguiendo el ejemplo de la A.I.G.T. aparecen asociaciones profesionales en otros paises; en
los Estados Unidos de América hay que sefialar el N.C.T.M. (“National Council of Teachers of
Mathematics” ), fundado en 1928; su publicacion peridodica “The Mathematics Teacher”,
continda hasta la fecha. Ademas, E.H. Moore, destacado matematico, aboga por una reforma, D.
E. Smith pregona el establecimiento de una disciplina de educacion matematica y Halsted escribe
un tratado de geometria elemental basada no en los Elementos de Euclides sino en los
Grundlagen der Geometrie de Hilbert. En 1922, Thorndike publica su “Psycologie of
Arithmetic”, en la que desarrolla los instrumentos de la teoria conductista para el aprendizaje de

las matematicas.

En Italia, a finales del siglo pasado, la ensefanza de las Matematicas habia decaido al pasar

a formar parte de las materias consideradas de segundo orden. Ante este estado de cosas, en

! Howson G. (1984). Seventy five years of the International Commision on Mathematical
Instruction. Educational Studies in Mathematics. Vol. 15, pagg. 75-93.
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1895, los profesores de Matematicas reaccionaron creando la asociacion “Mathesis”, con el
proposito de defender la ensefianza de las Matemadticas; a comienzos de siglo, gracias a la
intervencion de esta asociacion se transformaron los programas en Italia. A esta transformacion
ayudaron también las opiniones de tres grandes matematicos, Volterra, Enriques y Castelnuovo,
en el sentido de que se deberia reflexionar sobre qué fines de la ensefianza de las Matematicas
debian proponerse para formar las nuevas generaciones, en contraposicion a las directrices
ministeriales, segun las cuales las Matematicas no deben considerarse en si como conocimiento
aplicable a la vida, sino como un medio cultural intelectual, como un gimnasia del pensamiento.
Podemos sefialar que, a comienzos de siglo, se produce una considerable expansion de los
sistemas educativos en la mayor parte de los paises europeos y en USA, con la consiguiente
complejificacion derivada del disefio y gestion en relacion con la comunicacion, desarrollo,
adquisicion y valoracion de conocimiento matematico para grandes masas escolares. La
aparicion de nuevas tecnologias, y el consiguiente planteamiento de innovaciones educativas son
otros factores considerables en esta época para la creciente importancia de la educacién
matematica. Pero es el esfuerzo de algunos profesores universitarios, comprometidos a fondo con
la reforma de la ensefianza de las matemadticas, el que lleva a un trabajo sistematico en este
campo. Por su caracter destacado, y la influencia posterior que han ejercido, hay que nombrar a
los profesores Klein (Alemania) y Perry (Reino Unido). Junto con otros profesores universitarios
fundan en 1908 la Comission Internationale de L’Enseignement Mathématique que desarrolla un
activa labor hasta la I Guerra Mundial, (I.C.M.I. en sus siglas actuales). Ya desde sus comienzos,
se plantean una serie de cuestiones, que van a orientar el trabajo de la Didéctica de la Matematica
y, lo que es mas interesante, van sefialando la necesidad de un trabajo solido y sistematico, desde

la institucion universitaria, para la resolucion de estas cuestiones.

En la primera conferencia del ICMI, Roma en 1908, D. E. Smith plante6 las siguientes

cuestiones:

* “sCudles han sido los resultados de los intentos de romper la barrera que
separan temas de dlgebra y geometria, o de enseiiar ambas
simultdneamente?. ;Se han preparado recomendaciones en esta materia?” .

* “7Qué posicion se debe tomar en la ensefianza Secundaria sobre la
naturaleza de las aplicaciones y la relacion entre matemdtica pura y
aplicada?”.

* “Como deben ser los cursos en la escuela secundaria para aquellos que no
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quieren ingresar en la Universidad?, ;y para los que si quieren ingresar?”.

Los temas de interés continuan en las siguientes reuniones:

- En Milan (1911): Matematicas que se deben ensefiar a los estudiantes de Ciencias Fisicas y
Naturales. Lugar del rigor en la ensefanza de las Matematicas. Integracion de las diferentes

ramas de las Matematicas en la ensefianza secundaria.

- En Cambridge (1912): La preparacién matematica de los fisicos en la Universidad, intuicion y

experimentacion en la ensefianza de las Matematicas en el secundario.

- En Paris (1914): Los resultados obtenidos en la introduccion del célculo diferencial e integral
en el secundario superior. La preparacion matematica de los ingenieros en los diferentes
paises.

De este modo se va tomando conciencia de la necesidad de un tratamiento especifico para

los problemas didacticos.

La Universidad alemana fue pionera no solo en la adaptacion del contenido a la formacion
del profesorado y en los estudios especificos sobre educacion matematica, con cursos impartidos
en varias universidades, sino también con la consecucion del Primer Doctorado en Educacion
Matematica, realizado en Gottingen en 1911 por Rudolf Schimmack, bajo la direccion de F.
Klein™ .

Desde sus comienzos, podemos sefialar dos disciplinas que han tenido una considerable
influencia en la educacion matematica. La primera es la de las propias matematicas; desde que la
educacion matematica comienza a desarrollarse en la universidad tiende a interesar a profesores
cuyo campo de trabajo estaba en las matemadticas y que se consideran a si mismos como
matematicos. Estos educadores matematicos dirigen estudios historicos y filosoficos, informes y
algin tipo de investigacion empirico. La segunda influencia importante sobre educacion

matematica es la de la psicologia. Desde el desarrollo de la psicologia como disciplina y su

32 Kilpatrick J. (1991). A History of Research in Mathematics Education, en D.A. Grows (Ed.).
Handbook of Research on mathematics teaching and learning. MacMillan. New York.
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implicacion creciente en la educacion, la matematica tomd importancia en los estudios e
investigaciones sobre aprendizaje, seguramente debido a su papel destacado en el curriculo

escolar.

El periodo entre las dos guerras mundiales es de consolidacion en educacion matematica, y
es en esta época cuando comienzan los primeros estudios experimentales sobre aprendizaje de
conceptos y destrezas, muy en relacidbn con equipos universitarios de investigadores en
psicologia. La consolidacion de la Psicologia cognitiva como paradigma fundamental, debido al
trabajo continuo de distintos investigadores, entre los que cabe destacar a Piaget y Bruner, tuvo
una influencia innegable sobre la educaciéon matemadtica. La recesion econdmica hizo poco
viables las politicas de expansion educativa e innovacion en este periodo; sin embargo, es en las
universidades europeas y americanas donde se mantiene el esfuerzo e interés por nuestro campo

de trabajo.

A finales de la década de los cincuenta comienzan a surgir proyectos de reforma curricular
en varios paises y en los mas avanzados la Universidad asume definitiva y sistematicamente la
Educacion Matematica como una disciplina cuyas competencias organiza y desarrolla. El interés
por los problemas de la ensefianza-aprendizaje de las matematicas en esta época fue tan amplio,
con tantas y tan variadas ayudas y recibid impulsos institucionales de las autoridades politicas y
administrativas tan sefialados, que llevo a la comunidad académica universitaria a disefiar y
desarrollar amplios proyectos de investigacion, que comprometieron a un nimero considerable
de profesores e investigadores procedentes de diversas disciplinas y que permitieron consolidar
equipos amplios y competitivos en muchas universidades importantes. De este modo, la
educacion matematica comenz6 a ser una disciplina universitaria en un numero considerable de
paises, dedicada a satisfacer las necesidades de una mayor profesionalizacion en la ensefianza y
se inici6 el desarrollo de diversas materias en los curriculos y programas que ofrecen estas
instituciones. Mas adelante, dentro de esta Memoria, se desarrollara con mas extension la

actividad en este periodo.
La evolucion en los ultimos afios ha sido muy rapida y el grado de desarrollo y complejidad
alcanzados, creciente. La situacién actual es de consolidacién e institucionalizacion como

disciplina universitaria y campo de investigacion.

Veamos algunos ejemplos, que nos permiten resumir el momento actual, obtenidos por el
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Prof. Diaz mediante una encuesta remitida a diversas universidades de Canadd, Reino Unido y
USA en octubre del 85, solicitando informacién relativa a la formacién de profesores de

matematicas, y que versaba sobre los siguientes apartados:

- Nivel de los estudios.

- Requisitos exigidos para iniciar los estudios.

- Numero de afios y/o créditos necesarios para el grado
correspondiente.

- Contenidos matematicos impartidos.

- Contenidos de Did4actica de las Matematicas.

- Formacion de tipo profesional y practicas de ensefianza.

- Caracteristicas de la investigacion, cuando se exige defensa de una tesis.

De entre los datos obtenidos en este trabajo, y a titulo de ejemplo, destacamos los relativos
a los Certificados de Profesores de la Universidad de Boston (USA) y el Diploma de Educacion

Matematica de la Universidad de Leeds.

“I.- Universidad de Boston:

El programa para Profesores de Matemadticas, Grado 1-6 incluye un total de

140 créditos, distribuidos del siguiente modo:

A) Cursos por un total de 44 créditos exigidos para ingreso en la School,
sobre Humanidades, Ciencias Sociales y Ciencias, impartidos por el College
of Liberal Arts.

B) Cursos, impartidos por el College of Liberal Arts (Matemdticas), que
suponen un total de 36 créditos, y comprenden: Cdlculo (8 créditos),
Estadistica (4), Informdtica (4), Algebra Lineal (4), Introduccion a la Teoria
de Niumeros (4), Introduccion a la Geometria Moderna (4), Matemdicas

optativas (8 créditos).

C) Cursos, por un total de 60 créditos, impartidos en la School of Education,

entre los que se incluyen:
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- Métodos de instruccion elemental (12 créditos).
- Métodos de enseiianza de las matemadticas, grados 1-6 (4
créditos).
- Prdcticas de enseiianza (12 créditos).
Los restantes créditos, hasta el total de 140, corresponden a cursos sobre

Fundamentos de Educacion y Psicologia.

El programa para Profesores de Matemadticas nivel 5-9 es similar al anterior,
pero incluye cambios relativos a las Prdcticas y Métodos de enseiianza e

instruccion, que en este caso se refieren al nivel correspondiente.

Teniendo en cuenta que una asignatura de 3 a 4 créditos equivale a una de
nuestras asignaturas cuatrimestrales, la duracion prevista de los estudios es

de 4 aiios.

2.- University of Leeds:

Otra universidad que otorga un Diploma de Educacion Matemdtica para
profesores de niiios en edades comprendidas entre 8 y 13 afos es la
University of Leeds (School of Education) del Reino Unido. Para su ingreso
se requiere una experiencia previa de al menos tres afios y su finalidad es
actualizar los conocimientos, tanto en Matemdticas como en Diddctica. El
curso dura dos afios académicos, a tiempo parcial (una tarde cada semana) y

se divide en tres partes:

PARTE I.- El propdsito de esta parte es presentar un vision integrada de los
estudios educacionales como base para un trabajo mds detallado en la
ensefianza de las matemdticas. Se realiza un estudio del alumno y la
naturaleza del aprendizaje. Asimismo, se estudia el contexto nacional de la

educacion.

PARTE II.- Esta es la parte principal del curso, versando sobre aspectos

como los siguientes:

90



-Desarrollo del conocimiento y destrezas matemadticas del alumno.

-Estudio de la formacion de las ideas matemdticas en los niios, incluyendo la
de los conceptos numéricos y espaciales.

-Uso de distintos métodos y recursos en las clases.

PARTE IlI .- El alumno debe seguir dos o tres cursos breves. El contenido de
estos cursos se basa parcialmente en los propios intereses de los estudiantes y

surgen durante las Partes 1 y I1.” **

Estos dos ejemplos, son una muestra de la situacioén actual en Formacion de Profesorado

en las universidades europeas y americanas implicadas en programas de Educacion.

De gran interés resulta también conocer la situacidn relativa a Programas de Doctorado y
estudios de postgrado. En el informe “Formacion de Investigadores en Educacion Matemadtica:
una Encuesta Internacional”, presentado por H. Steiner y colaboradores, encontramos algunos
datos interesantes sobre programas de formacion de investigadores en el campo de la Didactica
de la Matematica a nivel internacional; los datos se han obtenido mediante la preparacién de una
encuesta que ha sido contestado por 35 universidades de todo el mundo. El cuestionario consta

de 27 preguntas, agrupadas en los siguientes apartados:

Un primer bloque de identificacion del programa: Universidad, pais, departamento y/o
centro que lo imparte y titulacion otorgada. Esta identificacion ha sido seguida de una serie de
cuestiones sobre las caracteristicas generales: si se requiere la realizacién de cursos especificos,
duracion, tiempo necesario para completarlos, fecha de inicio y numero de estudiantes graduados
hasta la fecha. El segundo aspecto estudiado ha sido el profesorado a cargo del programa:
preparacion académica (grado y area de estudio) situacion académica y numero de profesores asi

como de profesores visitantes.

A continuacion se ha intentado identificar el perfil del alumno que acude a estos cursos de

formacion : cudl es su formacion inicial y nimero de afios de estudios universitarios exigidos

33 Diaz, J. (1988). La Formacion de Profesores de Matematicas y la investigacion en el Area de
Didactica de la Matematica en otros paises. Revista Educacion N° 2. Universidad de Granada.
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para iniciar el programa. Se pregunta también si es precisa la experiencia docente previa, y el

porcentaje de alumnos que alcanzan la graduacion.

El cuarto aspecto es la composicion del programa. Se han dividido los posibles cursos,
segun su contenido, en: metodoldgicos, especificos de educaciéon matematica, de contenido

matematico, pedagdgicos, psicoldgicos y otros temas.

Finalmente se hacen preguntas acerca de la investigacion llevada a cabo en el programa; si
es o no necesaria la realizacion de una tesis o memoria de investigacion y otros trabajos
complementarios; se pregunta por las lineas especificas de investigacion del departamento y las
tesis realizadas en los ultimos cinco afios. Se termina pidiendo cualquier otra informacion que se

considere oportuna.

Algunos datos de este estudio quedan resumidos en las siguientes tablas:
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“Los cursos de educacion matemdtica comprenden todos los aspectos
especificos de estudio del curriculo matemdtico. En algunos casos, incluso hay
la posibilidad de eleccion de topicos especificos segiin nivel escolar.

También se incluyen cursos sobre resolucion de problemas en matemdticas, el
contexto cultural en la educacion matemdtica, fundamentos de la educacion
matemdtica. Tambien existen en este grupo, especialmente en el caso de los
programas de doctorado, cursos relacionados con agendas especificas de
investigacion, como pueden ser: epistemologia y diddctica del algebra, del
andlisis, diddctica de la probabilidad y estadistica, pensamiento numérico.

En lo que concierne a la matemdtica es frecuente en los cursos de maestria
que el alumno complete su formacion con un niimero importante de cursos de
contenidos matemdticos (Algebra, Estadistica, etc.) no cursados con
anterioridad. Ademds, se ofrecen cursos complementarios, como desarrollos
recientes en matemdticas, modelizacion matemdtica, fenomenologia, etc.

Entre los cursos de cardcter pedagdgico, se hallan cursos sobre métodos
especificos de ensefianza, andlisis de la prdctica de ensefianza, técnicas de
medicion en educacion, teoria curricular, historia de la educacion, evaluacion

y diagndstico, estrategias de gestion del aula, educacion especial, etc. La
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mayor parte de cursos psicologicos tratan del desarrollo de conceptos
matemdticos en el nifio, aprendizaje y cognicion, psicologia y educacion
matemdtica, etc.

Otros cursos impartidos son los relacionados con historia de la matemdtica,
filosofia de la matemadtica, interdisciplinariedad, informdtica y educacion

L. . . .. L. 34
matemdtica, historia de la educacion matemdtica, etc.” " .

Observamos un desarrollo similar en los Programas de Doctorado y Master de las
Universidades que han proporcionado contestacion a este cuestionario. Se pone de manifiesto
que la situacion académica de la Didactica de la Matematica se esta consolidando sobre dos ejes
fundamentales: formacion de profesorado e investigacion sobre educacion matematica; este
asentamiento como disciplina universitaria se estd realizando sobre unas bases similares de
organizacion, tipo de formacion que se transmite, caracteristicas de los alumnos que siguen estos

estudios, metas que se quieren conseguir y controles y titulaciones.

[.3. CONTEXTO SOCIAL:

[.3.1. Sistema Educativo Espafiol. Posicién de las
en el Sistema Escolar:

El Sistema Educativo Espafol se encuentra implicado en un proceso de innovacion y

* Steiner H. (1991). Formacion de Investigadores en Educacion Matematica: una Encuesta
Internacional. V. Theory of Mathematical Education conference. Proceedings.
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cambio debido, por un lado, a la necesidad de adaptarse en su estructura y funcionamiento a las
transformaciones politicas, sociales, econémicas y culturales que se han producido en nuestro
pais en los ultimos veinte afios y, por otro, homologarse en el terreno de la educacion con el resto

de los paises de las Comunidades Europeas.

Asi, en el Preambulo de la Ley de Ordenacion General del Sistema Educativo de 3 de
Octubre de 1990, leemos:

“ La Constitucion ha atribuido a todos los espaiioles el derecho a la
educacion. Ha garantizado las libertades de enseiianza de cdtedra y de
creacion de Centros, asi como el derecho a recibir formacion religiosa y
moral de acuerdo con las propias convicciones. Ha reconocido la
participacion de padres, profesores y alumnos en el control y gestion de los
centros sostenidos con fondos puiblicos. La Constitucion ha encomendado a los
poderes piiblicos que promuevan las condiciones y remuevan los obstdculos
para que el derecho a la educacion sea disfrutado en condiciones de libertad e
igualdad, ha establecido el cardcter obligatorio y gratuito de la educacion
bdsica y ha redistribuido territorialmente el ejercicio de la competencia en
esta materia. Todos estos ejes, asi como la capacidad de responder a las
aspiraciones educativas de la sociedad han de conformar el nuevo sistema
educativo. La progresiva integracion de nuestra sociedad en el marco
comunitario nos sitia ante un horizonte de competitividad, movilidad y libre
circulacion, en una dimension formativa, que requiere que nuestros estudios y
titulaciones se atengan a referencias compartidas y sean homologables en el
dmbito de la Comunidad Europea, a fin de no comprometer las posibilidades
de nuestros ciudadanos actuales y futuros.

El dominio, en fin, del acelerado cambio de los conocimientos y de los
procesos culturales y productivos, requiere una formacion bdsica mds
prolongada, mds versdtil, capaz de adaptarse a nuevas situaciones mediante
un proceso de educacion permanente, capaz de responder a las necesidades

especificas de cada ciudadano con el objeto de que pueda alcanzar el mdximo
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desarrollo posible.” *’

La LOGSE da forma juridica a las propuestas de cambio y se convierte en un instrumento
esencial de la reforma. Para la articulacion de este proyecto de actuacion individual y social se

plantea varios objetivos sobre los cuales establece un marco legal para la toma de decisiones.

En primer lugar, establece la ampliacion de la educacion basica hasta los 16 afios, haciendo
coincidir el final de la escolarizacion con la edad minima legal de incorporacion al trabajo; esta

ampliacion se realiza con condiciones de gratuidad y obligatoriedad.

En segundo lugar, realiza una reordenacion del Sistema Educativo, estableciendo una serie
de etapas asi como las finalidades, organizacion, elementos curriculares, evaluacion, promocion
y titulacion que se derivan en cada caso, las ensefianzas minimas y la titulacion requerida para

ser profesor en cada etapa.

Las etapas establecidas son las siguientes:

* Educacién Infantil, de 0 a 6 afios, organizada en dos Ciclos.

* Educacién Primaria, desde los 6 a los 12 afios, organizada en tres Ciclos.

* Educacién Secundaria Obligatoria, desde los 12 a los 16 afos, organizada en dos Ciclos.

* Educacién Secundaria Postobligatoria, que se divide en un Bachillerato de dos cursos y con cuatro

modalidades opcionales, y una Formacion Profesional de Grado Medio.

El Sistema Educativo se culmina con la Formacion Profesional de grado superior y, por otra

parte, con los estudios universitarios, que no se regulan mediante esta ley.

La ley también contempla la regulacién de las Ensefianzas de Régimen Especial, que

comprende dos grandes ramas: las ensefianzas artisticas y las ensenanzas de idiomas.

Ademas de dedicar un titulo a la reforma en profundidad de la formacion profesional, se

3 Ley Organica 1/1990 de 3 de Octubre, de ordenacion General del Sistema Educativo.
B.O.E. de 4-X-90. Madrid.
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establece toda una normativa para la promocion de la calidad de la ensefianza y la regulacion de
las actividades pertinentes. Se atribuye al Gobierno la fijacién de las ensefianzas minimas, que
constituyen los aspectos basicos del curriculo. Las diferentes Administraciones educativas,
respetando tales ensefianzas minimas, establecerdn el curriculo de los distintos niveles, etapas,

ciclos, grados y modalidades del Sistema Educativo.

Como objetivos explicitos a los que se debe orientar la educacion se sefialan:

* Proporcionar una formaciéon plena para conformar la propia identidad; construir una
concepcion de la realidad que integre el conocimiento y la valoracion ética y moral de la
misma;

* Adquirir el respeto a los derechos y libertades fundamentales, hébitos de convivencia
democratica y respeto mutuo; integrar las dimensiones individual y comunitaria;

* Adquirir habitos intelectuales y técnicas de trabajo, asi como de conocimientos cientificos,
técnicos, humanisticos, historicos y estéticos.

* Capacitar para el ejercicio de actividades profesionales.

* Preparar para la participacion activa en la vidad social y cultural.

Tanto la Educacion Primaria como la Educacion Secundaria Obligatoria, que comprenden
conjuntamente el periodo de ensefianza general obligatoria, se organizan por dareas de
conocimiento, entre las que aparece el area de Matematicas como materia que conforma el

curriculo durante todo este periodo.

Se establecen cuatro modalidades de bachillerato, cuyas denominaciones son:

- Artes.
- Ciencias de la Naturaleza y de la Salud.
- Humanidades y Ciencias Sociales.

- Tecnologia.
En las tres Gltimas modalidades las matematicas aparecen dentro de las materias propias,

organizadas en dos cursos: obligatorio el primero y opcional el segundo; también aparece una

asignatura optativa en el Bachillerato de Artes denominada Matematicas de la Forma.
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Asi, la materia de matematicas continlia desempefiando un papel fundamental en el periodo
de la formacion obligatoria, ya que se mantiene dentro de los conocimientos basicos que forman
parte del curriculo en dicho periodo. Tanto en el documento Disefio Curricular Base, Educacion
Primaria (MEC, 1989) como en el documento Disefio Curricular Base, Educacién Secundaria
Obligatoria (MEC, 1989), las matemadticas aparecen entre las disciplinas generales, cuyo
desarrollo corresponde realizar a lo largo de todos los cursos. Estos documentos desglosan los
principios generales de la ley y entran en el detalle del desarrollo curricular de las diversas

materias.

Ambos documentos dedican un capitulo al Curriculo de Matemadticas en el periodo

correspondiente, cuya estructura es muy similar y que se articula del siguiente modo:

1. Consideraciones generales sobre las matematicas escolares.

2. Matematicas en Primaria/ Secundaria;

1) Consideraciones generales.

i1) Objetivos generales.

iii) Bloques de contenidos, con su desarrollo.
iv) Orientaciones didacticas y para la evaluacion.

Es importante destacar que el primer apartado es comiin a ambos documentos, lo cual pone
de manifiesto que los fines generales de la formacion matematica son los mismos durante toda la
enseflanza obligatoria, y que esta formacion ha sido pensada como un todo continuo, por encima
de las divisiones administrativas que conlleva la organizacion en dos etapas. Este planteamiento
nos parece una modificacion sustancial respecto de planes anteriores ya que obliga a disefiar
conjuntamente los curriculos de Matematicas de Primaria y Secundaria, considerandolos como
partes de un mismo plan y no como etapas con objetivos distintos, e incluso con intereses

contrapuestos.

Este apartado, denominado “Consideraciones generales de las matemdticas escolares” ,
tiene una extension de 7 paginas y, a lo largo del mismo, se desarrollan las ideas claves de cuéles
son las funciones y finalidades de las matematicas escolares. El documento comienza
reconociendo el papel destacado de las matematicas en el curriculo de la Educacion Obligatoria;
establece que pueden plantearse diferentes alternativas en el enfoque para las matematicas

escolares y destaca el papel que desempefian en el desarrollo de los alumnos. A partir de ahi, la
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filosofia del documento se va explicitando en los siguientes puntos:

1. Las matematicas evolucionan continuamente, y estan relacionadas con otros
conocimientos. Esto implica que no convenga presentarlas como un producto cerrado y el
que los problemas de otras areas proporcionen terreno para nuevos conocimientos
matematicos. Las matematicas modelizan la realidad y validan los modelos.

2. En la construccion de las matematicas se emplea el razonamiento empirico-deductivo. La
deduccion formal aparece en una fase posterior.

3. Siguiendo el Informe Cockroft (1984), establece que las matematicas son un poderoso
instrumento de comunicacién, conciso y sin ambigiiedades. Analiza el papel de las
notaciones simbolicas y sostiene que la formalizacion es solo el producto final de un largo
proceso.

4. Plantea claramente la distincion entre como se presentan las matematicas y como se
transmiten y adquieren. Se afirma que la construccion del conocimiento matematico es
inseparable de la actividad sobre los objetos.

5. Se enfatiza el caracter constructivo del conocimiento matematico: “el conocimiento
matemdtico implica la construccion de relaciones elaboradas en y a partir de la actividad
sobre los objetos”. Por ello, hay que tener en cuenta el nivel de los alumnos.

6. Se considera que las matematicas tienen una estructura interna, que relaciona y organiza
sus diferentes partes. Realiza un andlisis mas cuidadoso distinguiendo una componente
vertical, que fundamenta unos conceptos en otros, lo que impone una secuencia temporal
determinada en el aprendizaje que hace que algunos aspectos sean obligatorios para poder
tratar otros; al destacar la relacion entre sus diferentes partes sefiala procedimientos
generales de uso variado y que se pueden emplear en diferentes campos; finalmente,
recuerda la dualidad con la que permite contemplar la realidad, exponiendo diversos
ejemplos de esta dicotomia: discreto versus continuo, finito versus infinito.

7. Establece la finalidad formativa del conocimiento matematico; habla de competencias
cognitivas para planificar el aprendizaje e insiste en que el desarrollo de las capacidades
cognitivas que proporcionan las matematicas, también se puede transferir a otros dominios.
Concluye destacando la bondad general del aprendizaje de las matematicas por la
virtualidad de aplicacion a otros dominios.

8. Se desarrollan detalladamente las finalidades utilitarias del conocimiento matematico,
destacando entre ellas el que se puedan emplear como herramienta para el trabajo en otras

areas, que satisfagan las necesidades del sistema escolar, que sirvan para cubrir las
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necesidades matematicas de la vida adulta y que permitan atender las necesidades
derivadas de las nuevas tecnologias; en cada uno de los casos se dan ejemplos del interés
de la ensefianza de las matematicas para atender las diversas finalidades utilitarias.

9. Hay una reflexion interesante sobre la complementariedad entre las finalidades formativas
y las utilitarias en el desarrollo del curriculo de matematicas; se pretende que en el periodo
de la ensefianza obligatoria no haya supeditacion de unas a otras, sino que, al contrario,
unas apoyen y complementen a las otras.

10. Finalmente, se insiste que en los nuevos programas habrd que dar un peso considerable a
la ensefianza y aprendizaje de conceptos y procedimientos de tipo general, aplicables a una

gran variedad de situaciones.

En el segundo apartado del documento que venimos comentando, en las Consideraciones
Generales, es de destacar la afirmacion: “la contribucion que hacen las Matemdticas son
decisivas para alcanzar los Objetivos Generales de la Educacion Obligatoria”.

Manteniendo una tradicion secular de nuestro sistema escolar, las matematicas ocupan un lugar
preferente en la adquisicion de “capacidades cognitivas o intelectuales; motrices, afectivas; de

36 2. ..
[” °° Mds explicitamente: “podemos

relacion interpersonal; y de actuacion o insercion socia
decir que la importancia educativa que le atribuimos viene de entender que la Matemdtica, en
sentido amplio, es sinonimo de capacidad para conocer por cuanto la consideramos como un
instrumento del pensamiento que permite aprender y comprender lo real, bajo los aspectos

. . . . . . ~ . 37
cuantitativos y cualitativos, y su capacidad para comunicar ésto a los demds” .

3% Disefio Curricular Base. Educacion Secundaria Obligatoria, 1989, MEC. Madrid.

37 Disefio Curricular de Matematicas. E. Secundaria 12-16 (1989). Consejeria de
Educacién y Ciencia de la Junta de Andalucia. Sevilla.
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[.3.2. Educacién Matemadatica. Principales problemas que plantea:

Ya se han mencionado las transformaciones de la sociedad espafiola en los Ultimos veinte
afios, y su relaciéon con las funciones que debe desempenar la Universidad. Pero estas

transformaciones afectan a todo el Sistema Educativo.

“Durante los afios sesenta y setenta el rasgo dominante de los sistemas de
enseiianza de la CEE ha sido la expansion cuantitativa en sus diferentes
aspectos: aumento de los gastos piiblicos y privados dedicados a la
educacion, prolongacion sistemdtica de la duracion de la enseiianza
obligatoria, cuasi-generalizacion de la escuela unica o integrada hasta los
14-16 aiios, simbolo de la democratizacion y el igualitarismo, retraso en la
edad media de acceder a la formacion profesional, reclutamiento masivo de
profesorado joven, y desarrollo y relativo éxito de las teorias econémicas de
la educacion centradas en el capital humano, es decir, en el potencial de la
ensefianza como factor clave del desarrollo.

En el caso concreto de Espaiia la expansion educativa en todas esas
dimensiones ha tenido lugar con algiin retraso. El aiio 1975 es el mds
indicado para marcar el punto de partida de la expansion del sistema
educativo espariol, comparable con el de la mayoria de los paises de la CEE.
La expansion del sistema educativo espaiiol desde 1975 se ha reflejado en tres
dambitos: la ampliacion del niimero de alumnos, el aumento paralelo del
profesorado y el crecimiento del gasto educativo.

La ampliacion del alumnado ha sido espectacular. En 1989 casi la cuarta
parte de los espaiioles estd matriculado en centros de enseiianza reglada.

La ampliacion del profesorado ha sido avin mds rdpida. La ensefianza se ha
convertido en la primera empresa del pais; en estos momentos mds de uno de
cada cien espafioles consagra su vida a la ensefianza. El Profesorado ha
crecido en los ultimos aiios a un ritmo del 3 por 100, aproximadamente; sin
embargo, la expansion del profesorado no ha conseguido ajustarse a la

- 38
demanda real de profesores especializados”

38 Gonzélez J. (1991). La ensefianza en Espafia: el desafio de los noventa,
en Vidal - Beneyto J. (Ed.). Espaifia a debate, tomo I1. Madrid: Tecnos.
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Es dentro de este marco en el que la ensefianza y aprendizaje de las matematicas
profundizan y desarrollan su dimension educativa, planteandose nuevas metas y prioridades que
desbordan el papel clasico atribuido a esta disciplina, y por esto toma cada vez mayor fuerza una
nueva vision de las matemadticas en el sistema escolar, que denominamos Educacion Matematica.
Esta nueva vision pasa por una critica de las funciones que, hasta el momento, han desempefiado
las matematicas en el Sistema Educativo:

“La Matemadtica ha venido ostentando un papel selectivo, independiente de la
voluntad y el esfuerzo de los profesores, ya que los objetivos y conocimientos
considerados bdsicos no siempre son conseguidos por la generalidad de los
alumnos. Habitualmente se atribuye dicho fracaso tanto al cardcter de la
matemdtica misma, como ciencia prestigiosa, exacta y llena de abstracciones,
como al talante y caracteres de los sujetos que han de aprenderla (
incapacidad para aprender, falta de interés y rigor en el estudio, etc.). Dar un
nuevo enfoque al aprendizaje matemdtico e insertarlo en un planteamiento
educativo general, pasa por una redefinicion de este Area de trabajo,

caracterizando la funcién y finalidad educativa que le atribuimos” >’

Las matemadticas han pasado de desempefar una funcién meramente instructiva, en la que
debian inculcar la memorizaciéon de hechos y la ejercitacion de destrezas, a una funcion
educativa mas amplia, en la que el conocimiento matematico no se considera aislado del medio
cultural ni de los intereses y la afectividad del nifio y del joven, amplidandose el campo del
aprendizaje hasta integrar el dominio de las estructuras conceptuales, ricas en relaciones, con
procedimientos y estrategias que abren la puerta a la creatividad, intuiciéon y pensamiento
divergente de los alumnos. También han cambiado las prioridades en educacion matematica, y
éste es sOlo un signo méas de que la consideracion de las matemadticas en Espafia se ha

modificado, y se estd modificando, profundamente en estos tltimos afios.

Esta transformacion se explica por el hecho de que las Matematicas estan comenzando a ser

uno de los elementos esenciales de la cultura de nuestra época en nuestro pais. Esto ocurre

%% Disefio Curricular de Matematicas, E. Secundaria 12-16. Op. c.
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porque se da prioridad a la consideraciéon de que se trata de una de las formas basicas de
expresion, que permiten comunicar, interpretar, predecir y conjeturar. Las matematicas no son
solo una disciplina formal que se construye lejos de nosotros y de nuestros intereses, antes bien

aparecen en todas las formas de expresion humana.

Nuestro pais se encuentra actualmente en la linea de las sociedades modernas y avanzadas,
y en este sentido es de especial importancia la integracion de valores, habitos, formas de
expresion y razonamiento que provienen del campo de la ciencia, y en particular de las
matematicas. Por lo tanto, al considerar las matematicas como un clemento de la cultura de
nuestra sociedad, importante pero uno mas, debemos dejar de concebir las matematicas como un
objeto ya construido que hay que dominar, y debemos comenzar a considerarlas como una forma
de pensamiento abierto con margen para la creatividad, cuya ejercitacion hay que desarrollar,

respetando la autonomia y ritmo en cada persona.

Por otra parte, la extension a toda la poblacion de la ensefianza obligatoria hasta los 16 afios
debe suponer un factor de homogeneizacion social y un aumento del nivel cultural. Los
problemas que se derivan de este nuevo marco legal son considerables ya que las prioridades

educativas deben dirigirse a aquellos alumnos que no alcancen unas competencias determinadas.

Esto no pone en tela de juicio la necesidad de contar con minorias altamente cualificadas en
investigacion punta, y que la orientacion de esas minorias se comience a considerar desde el
sistema escolar, pero esas minorias no pueden estar divorciadas del medio social que las sostiene
y que les da su razoén profunda de existencia; por tanto, no pueden contraponerse ambas
formaciones y, menos aun, orientar el sistema educativo para seleccionar a los integrantes de
esas minorias con abandono de los intereses generales. La difusion de valores democraticos, de
integracion social y comunicacion y las necesidades del mercado de trabajo son también

elementos claves a tener en cuenta en la planificacion y desarrollo de las matematicas escolares.

Hay que reconocer, definitivamente, que nuestra sociedad y nuestro sistema educativo han
cambiado, y deben adaptarse a ese cambio mediante modificaciones profundas en los objetivos,
contenidos, metodologia y evaluacion de las disciplinas escolares y, en particular, de las
matematicas. La situacion actual, de cierto desconcierto, debe clarificarse de inmediato
planteando el marco mas amplio de objetivos que se quieran cubrir mediante la adquisicion de

capacidades matematicas, no solo cognitivas. El Profesor de matematicas debe tener claras
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cuales son las dimensiones de la nueva situacion en la que debe trabajar.

“Los cambios afectan a varias de estas dimensiones, asi el Profesor de
matemdticas se encuentra con que se han producido cambios importantes en
lo que se considera conocimiento matemdtico al destacarse las estrategias
para la resolucion de problemas y el conocimiento de procedimientos como
aspectos con entidad propia; todo ello lleva necesariamente a una revision y
reorganizacion de los contenidos. También se ha modificado el modo de
trabajar en el aula; desde las clases disefiadas iinicamente sobre lecciones
magistrales hasta llegar a la dindmica de grupos con énfasis en la
participacion, elaboracion de alternativas propias, discusion y toma de
decisiones razonadas, hay una gran distancia que se estd recorriendo en el
momento actual. Finalmente, y condicionado por los cambios anteriores,
estamos asistiendo a una revision a fondo sobre la evaluacion del aprendizaje
de los alumnos. La evaluacion debe ser orientadora y formativa antes que
sumativa y sancionadora, la evaluacion debe tener en cuenta no solo el
dominio de definiciones y conceptos o la ejecucion de destrezas, sino que
debe contemplar competencias mds generales, incluyendo la actitud hacia la
propia matemdtica. El modo de evaluacion, los instrumentos, las finalidades,
el modo de comunicar los juicios realizados y su empleo para diagnosticar las
dificultades en el aprendizaje, junto con las consecuencias que pueden
derivarse de las sucesivas evaluaciones para la promocion de los escolares,
son otras tantas cuestiones abiertas avin en el campo de la ensefianza de las
matemdticas.

Estas modificaciones, que se derivan de las necesidades sociales, economicas
y cientificas de nuestro pais, nos obligan - obligan a la comunidad de
Profesores de Matemdticas- a tomar una perspectiva mds amplia y profunda
de qué son y para qué sirven las matemdticas y qué papel deben desempeiiar
en la formacion de los jovenes. Si hasta el momento han predominado los
componentes instructivos del conocimiento matemdtico, cada vez se aprecia
con mayor fuerza la insuficiencia de ese planteamiento y se va tomando
conciencia de que la formacion matemdtica es una dimension relevante de la
educacion de los nifios y adolescentes. De ahi que se hable de Educacion

Matemdtica, con una vision mds integradora de las capacidades humanas que
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se desarrollan mediante los procesos de aprendizaje de las matemdticas.
Superar el marco cldsico en el que se ha venido contemplando la ensefianza
de las matemdticas en nuestro pais es uno de los retos que tiene planteados no
solo la comunidad actual de profesores de matemdticas sino, principalmente
la administracion educativa y, en particular, la Universidad como
responsable de la formacion inicial del Profesorado. Solo una revision a
fondo de las necesidades que se derivan de una comprension amplia y
profunda del papel cultural que las matemdticas desemperian puede
aportarnos el marco adecuado y los elementos de juicio suficientes para
llevar adelante esta tarea de revision y reestructuracion de la educacion

. , 40
matemdtica en nuestro pais.”

La articulacion de estas nuevas necesidades, con las adaptaciones correspondientes, no solo
de materiales y libros de texto, sino de un amplio abanico que comprende desde la forma misma
de conceptualizar las matematicas por parte de los profesores hasta las relaciones de poder y
disciplina que se establecen en el aula, va a requerir de un largo esfuerzo de preparacion, ensayo
y error y acomodacion no exento de serios problemas y dificultades. Este va a ser uno de los
campos de estudio e investigacion que mas interés van a presentar para el futuro de la Didactica
de la Matematica, y en el que la colaboracion y trabajo conjunto entre profesores de distintos

niveles va a resultar mas necesaria.

0L Rico y M. Sierra (1991). La comunidad de educadores matematicos, en Gutiérrez A. (Ed.)
El Area de Conocimiento Didactica de la Matemadtica. Ed. Sintesis. Madrid.
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[.3.3. Comunidad de Educadores Matemaéticos. Organizacién.

(Quién es educador matematico?. Tratar de contestar a esta cuestion supone senalar cuales
deben ser los limites de la nueva situacion que venimos planteando sobre la ensefianza y
aprendizaje de las matematicas; y no resulta sencillo delimitarla por la cantidad de polémica que

genera, debido a los cambios profundos que su clarificacion implica.

Si bien la aceptacion del predominio de los factores educativos que surgen de la ensefianza
de las matematicas sobre los meramente instructivos puede tener un origen y fundamentacion
ideologico, no cabe duda que también hay razones sociales, culturales y econdmicas que avalan
esta consideracion; igualmente hay una explicacion racional de la mayor validez de este
planteamiento, como hemos argumentado anteriormente. Por ello es pertinente plantearse la
cuestion de a quiénes afectan estas consideraciones, quiénes de los profesores de matematicas

deben considerar su profesion desde esta perspectiva.

Entendemos por educador matematico a toda persona que pretende formar o instruir a
otra, u otras, mediante las matematicas, es decir, considera las matematicas, en todo o en parte,

como objeto de educacion para las personas a cuya formacion y desarrollo estd contribuyendo.

Con nuestro planteamiento, no exento de aspectos polémicos, puede considerarse educador
matematico a todo profesional de la ensefanza cuyo objetivo es transmitir nuevos conocimientos
matematicos a personas en formacion. Dentro de esta poblacion estan comprendidos los
profesores universitarios, aun cuando la materia que transmitan sea de alta especialidad e incluso
est¢ en proceso de investigacion. También consideramos educadores matematicos a los
profesores de Secundaria, tanto en la etapa obligatoria como en la postobligatoria; los profesores
de matemadticas de los actuales centros de Bachillerato, Formacion Profesional y otras
ensefianzas de segundo grado estan, por derecho propio, dentro de nuestra poblacion.
Igualmente, son educadores matematicos la totalidad del profesorado de la Educacion Preescolar
y Educacion General Bésica que estén implicados en la formacion matematica de los nifios; en
esta categoria incluimos igualmente al profesorado correspondiente de la Educacion Permanente

de Adultos y de Educacion Especial.

Las prioridades y necesidades formativas son muy distintas en cada una de las etapas
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educativas contempladas. En el nivel universitario predomina la formacion en profundidad, el
conocimiento de la organizacion actual y los resultados avanzados mas destacables en cada una
de las ramas de las matematicas, asi como los campos de investigacion a los que los alumnos en
formacion pueden dedicarse, pero todo ello no excluye la dimension humana y cultural de ese
conocimiento sino que, mas bien, le sirve de contrapunto critico y de marco de referencia,
permitiendo que el matematico no se aleje del medio social e intelectual en el que,
necesariamente, tiene que trabajar y al cual se debe.

En los niveles universitarios técnicos, escuelas técnicas, o bien en los dedicados a estudios
de economia y estadistica o, méas en general, en todos aquellos estudios en los que las
matematicas constituyen una herramienta imprescindible, incluidas algunas ramas de Formacion
Profesional, la formacion matematica que predomina es la que corresponde a la matematica
aplicada. En estos casos no tiene tanta importancia el desarrollo tedrico especifico cuanto la
capacidad para emplear los conceptos y procedimientos matematicos en la modelizacion de
fenémenos que pongan de manifiesto los elementos cuantitativos, figurativos y 16gicos, asi como
las relaciones que se pueden establecer entre ellos. Los modelos permiten establecer inferencias
y relaciones que llevan a determinadas conclusiones sobre el modelo con lo que se puede
predecir el comportamiento futuro del fenomeno modelizado y, por tanto, conjeturar los cambios
que se van a producir y las regularidades que se van a mantener. En todo este proceso hay,
igualmente, una dimension educativa profunda con la que no s6lo se quiere mejorar la capacidad
de pensamiento y el desarrollo de la racionalidad en los estudiantes sino también la apreciacion y

creacion de belleza.

En la Educacion Preescolar, Primaria y Secundaria predomina el caracter formativo y de
desarrollo de capacidades humanas en el aprendizaje de las matematicas. La formacion que han
de lograr los alumnos de estos niveles y las competencias especificas que deben adquirir han de
ser parte de un conocimiento util y practico que no sélo contribuya al desarrollo intelectual de los
nifios y jévenes en formacion, sino que también les sirva como factor de integracion en su medio

social y cultural y como elemento de promocidn personal.

El profesor de matematicas, en cualquiera de sus niveles, se encuentra con unas
componentes educativas relevantes que interesan por la dimension social del conocimiento que
estan transmitiendo y cuya consideracion es importante para la consecucion del aprendizaje de
sus alumnos, que es en definitiva la meta que se quiere alcanzar. Seguramente muchos

profesionales de la docencia, en cualquiera de sus niveles, pueden tener serias reservas con
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bastantes de las afirmaciones que aqui hacemos en relacion con las funciones que desempefian
las matematicas dentro del periodo de la educacion obligatoria y con el énfasis puesto en las
caracteristicas formativas que tienen el estudio y aprendizaje de las matematicas en las etapas no
obligatorias del sistema docente. Sin embargo, entendemos que todo profesional de la ensefianza
de las matematicas, al plantearse honestamente su trabajo de formacidon y transmision de
conocimientos, tiene en cuenta y contempla su accion como una actuaciéon profundamente
educativa y, por ello, debe quedar incluido en la comunidad de educadores matematicos. Mas
aun, la conceptualizacion de la Educacion Matemdtica no estard completa hasta que los
profesores de todos los niveles no contemplen de modo natural su trabajo como una parte

diferenciada de una gran tarea comun.

No es facil delimitar en las Estadisticas Oficiales cuantos docentes quedan comprendidos en
nuestra tipificacion del educador matematico y tampoco es sencillo determinar en muchos casos
si el contenido de la ensefianza se puede considerar o no matematico. De todos modos, alin
cuando no podamos cuantificar con precision a nuestra poblacion, si hay unos datos de referencia
que nos pueden servir para determinar su tamafo aproximado.

Segun la Estadistica de la ensefianza en Espafia®' los profesores de los niveles docentes de

Preescolar, General Bésica y Ensefianzas Medas, tanto de la ensefianza privada como publica, fueron:

Evidentemente, no todos los Profesores computados son educadores matematicos ya que
no contemplan las matematicas como area de formacion o conocimiento a cuya transmision

tengan que contribuir. Cada una de las poblaciones anteriores podemos multiplicarla por un

1 Estadistica de la Ensefianza en Espafia. Niveles de Preescolar, General Basicay E.E. M.M.
1987/88. (1991). Ministerio de Educacion y Ciencia. Madrid.
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coeficiente de reduccion, estimado a la baja, que nos permita tener una aproximacion del
profesorado implicado en ensenanza de matematicas desde los niveles mas elementales hasta los

superiores. Obtenemos asi la siguiente tabla:

Los datos estimados nos dicen que un 37% del Profesorado de los niveles no
universitarios contemplados tienen competencia en la educaciéon matematica de nuestros nifios y
jovenes, constituyendo una poblacion de, al menos, 143.034 personas.También es ilustrativo

conocer la poblacion escolar a la que atendieron esos profesores, durante el mencionado curso
87-88:

Si dividimos el total de alumnos matriculados entre el total estimado de educadores
matematicos, tenemos un total de 62 educadores matematicos por cada 1.000 alumnos como
indice aproximado de atencidén a la Educacion Matematica por parte del Sistema Escolar no

Universitario en Espafia, durante el Curso 87-88.
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Ademas de los datos de la Tabla 2 hay que considerar los correspondientes al Profesorado
Universitario, al menos el de aquellas Areas de Conocimiento que se consideran propiamente
matematicas. Segun el Anuario de Estadistica Universitaria* , los profesores de cuerpos

docentes Universitarios de las Areas de matematicas eran:

La globalidad de estos profesores supone un 6% del total de Profesores de los Cuerpos
docentes Universitarios. Si sumamos los datos globales de las tablas 2 y 4, aunque los datos se
han obtenido de cursos diferentes, la cifra total sigue siendo un dato de referencia como
estimacion a la baja del total de Profesores que intervienen en la Educacion Matematica en

nuestro pais. Desglosando esta cifra seglin la titulacion minima del profesorado tenemos:

=

.3.4. Los Departamentos de Diddctica de la Matemadtica en relacién
con la Educacién Matemdtica:

Las relaciones que existen entre los Departamentos de Didactica con la Educacion
Matematica son amplias y complejas, implicitas mas que explicitas en la mayor parte de los
casos, y necesitadas de un desarrollo mas sistematico y profundo. De la extension y calado de
estas relaciones depende que la Didactica de la Matematica sea una disciplina viva y funcional,
que interese y atraiga a los investigadores y que los resultados de sus trabajos sean ttiles a la

comunidad educativa a la que debe servir.

2 Anuario de Estadistica Universitaria 1990 (1991). Madrid: Consejo de Universidades.
Ministerio de Educacion y Ciencia
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Hay que tener en cuenta que la Educacion Matematica es una de las profesiones bésicas que
se derivan de las matematicas y que, como ya se ha dicho, est4d formada por el colectivo de todos
aquellos educadores que trabajan en el amplio campo de la ensefianza y aprendizaje de las
matematicas, en cualquiera de los niveles del Sistema Educativo. No es la unica profesion para
las que preparan las matematicas. En términos generales, hay un colectivo de investigadores que
forman una comunidad cientifica en la que se crean y construyen, se controlan y se confirman los

resultados de la reflexion, estudio e investigacion en las diversas disciplinas matematicas.

Hay un tercer grupo de profesionales, cuya formacion universitaria ha estado constituida,
en su mayor parte, por los conocimientos consolidados mas destacables de las Ciencias
Matematicas. Concluida su preparacion ponen los conocimientos adquiridos al servicio de una
multitud de campos diferentes: administracion, organizacion y gestion de empresas, economias,

informacion, ingenieria, robotica y muchos otros.

La mejora y el avance de los servicios, del comercio, la industria y la investigacion en
nuestro pais son efecto y causa de la participacion de un ntimero creciente de licenciados en
matematicas, u otras titulaciones en las que las disciplinas matematicas tienen un peso
considerable. Estos campos en los que el matematico se incorpora como profesional destacado
son los que contribuyen al reconocimiento social de nuestros estudios, por la especial
cualificacion que proporcionan para el tratamiento y solucion de los problemas mds variados.
Estos profesionales son hombres comprometidos con su medio social, que aplican y utilizan las
matematicas destacando sus aspectos de conocimiento util, y que hacen una aportacion

considerable al progreso, avance y desarrollo de la comunidad a la que pertenecen.

“El téermino ” muisico”, en el habla corriente, puede referirse a un
compositor, un intérprete o un profesor de miisica, y las posibles
superposiciones de estas actividades. De la misma manera, el término
“matemdtico” puede designar a un profesor de matemdticas, un usuario de

. o 43
las matematicas o un matematico creador”

Tengamos en cuenta que los educadores matematicos son s6lo una parte de los

* Dieundonné J. (1989). En honor del espiritu humano. Madrid: Alianza Editorial.
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profesionales cuya formacion se deriva de las matematicas, pero que no todos los educadores
matematicos han recibido su formacion inicial en una licenciatura de Matematicas. Esto hace que
muchas veces puedan darse puntos de vista contrapuestos sobre lo que debe ser la Educacion
Matematica y cudles sus dependencias e intereses en relacion con las disciplinas matematicas.
Aqui es donde encuentra la Didéctica de la Matematica una de las razones para su consolidacion.
La Didactica de la Matematica debe realizar el estudio formal y desarrollar la investigacion para
la descripcion, conocimiento, prevision, control y valoracion de los fendmenos que se producen
en la adquisicién, desarrollo, consolidacién, comunicacién, transmision y evaluacion del

conocimiento matematico.

La Didéactica estudia la ensefianza y aprendizaje de las matematicas, es decir, trabaja sobre
el nucleo de los problemas que afectan a la Educacion Matematica; su campo de estudio e
investigacion, son las multiples tareas que inciden en el trabajo o que realizan los educadores
matematicos. Por eso la red intrincada de relaciones que existe entre nuestra disciplina y el
trabajo que se realiza en las aulas, o que gira en torno a lo ejecutado o por ejecutar en esas aulas,

es sumamente compleja y delicada, merecedora de nuestro maximo interés, estudio y dedicacion.

Los Departamentos de Didactica de la Matematica son también centros de formacion;
trabajan en formacion inicial de Profesorado. Seria excesivo atribuir todos los desajustes del
actual sistema educativo en relacion con el aprendizaje de las matematicas por parte de nuestros
escolares a la Didactica de la Matematica. Mas bien ocurre al contrario; conforme se va
conociendo con mayor precision el modo, las condiciones y procesos en el aprendizaje de
parcelas concretas del conocimiento matematico, mayores posibilidades de una formacion
adecuada del profesorado se van presentando. No obstante los avances que recientemente se
estan produciendo, hay necesidades muy serias de emprender una reforma en formacion inicial,
complementaria de la Reforma que se ha producido en el Sistema Educativo y, en particular, en
la Educacion Secundaria Obligatoria. Pretender abordar las nuevas necesidades que se plantean
en Educacion en base a la preparacion que estan recibiendo los futuros licenciados en
matematicas es un desproposito; ya hemos visto como el actual plan de estudios en la
Universidad de Granada ofrece unas oportunidades formativas reducidas e insuficientes. Y no es
este el unico problema. La educacién matemadtica de nuestros escolares la realizan también,
como se ha indicado, un considerable nimero de profesores de los niveles de Preescolar y
Educacion Primaria. Mantener las grandes diferencias en la formacion psicopedagégica y en el

dominio de contenidos matematicos entre los Diplomados, profesores de EGB, y los Licenciados
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es una actitud incongruente con los nuevos planteamientos del Sistema Educativo en nuestro
pais. Sin embargo, las soluciones no se improvisan ni aparecen por generacion espontanea. La
Didactica de la Matematica debe reflexionar y trabajar profundamente en este campo de la
formacion inicial del profesorado, ya que es aqui donde surgen gran parte de los problemas que

van a pesar luego en la formacion y educacion de nifios y adolescentes.

Estas tareas no se pueden plantear como distintas y contrapuestas a la investigacion. Los
Departamentos de Didactica investigan sobre actuaciones de aprendizaje concretas de alumnos
concretos ante propuestas detalladas de ensefianza sobre conocimientos matematicos especificos;
también hacen estudios comparativos y longitudinales. Estas investigaciones son de laboratorio,
pero también también son en muchos casos - los mds interesantes- experiencias que
comprometen a profesores en ejercicio. La participacion conjunta de especialistas en areas
concretas y de profesores en la constitucion de equipos de investigacion y el disefio y ejecucion
de proyectos concretos es uno de los campos mas fecundos, aun por explorar en Didactica de la

Matematica.

La Universidad debe asumir con todas sus consecuencias que una de sus funciones
esenciales es la Formacion Inicial del Profesorado, y que son los Departamentos educativos,
entre ellos el de Didactica de la Matematica, los encargados de liderar esta tarea. Asumir
seriamente esta responsabilidad pasa por racionalizar esa formacion, con la elaboracion de un
plan, la coordinaciéon y fusion de los distintos organismos en los que atn se atomizan las
competencias sobre este tema; pasa, igualmente, por establecer una red de centros para las
practicas de ensenanza, incentivando a los profesores tutores y proporcionando la infraestructura
necesaria. Una coordinacion obligatoria institucionalizada con las Administraciones educativas
responsables de la formacion permanente es, igualmente, un elemento indispensable en las

relaciones entre los Departamentos de Didéctica de la Matematica y la Educacion Matematica.

El campo de trabajo no se agota con esto. Como veremos mas adelante en esta memoria son
muchas las posibilidades de trabajo de los Profesores de Didactica de la Matematica en
Educacion Matematica. Su participacion activa en las Sociedades de Profesores y Educadores
Matematicos, en las revistas profesionales, en los movimientos de reforma, en los Congresos y
Jornadas, en la elaboracion de documentos y, en todos los casos, su compromiso personal con la
innovaciéon y mejora de la educacién, son conexiones reales y cotidianas entre el trabajo

académico y el educativo, tarea ésta que no debe olvidar nunca el especialista en Didéctica de la
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Matematica.

Muchas de éstas y otras cuestiones van a recibir un tratamiento mdas detallado en los
apartados que siguen; para concluir, queremos mencionar el hecho, a veces olvidado, de que
nuestro especialista en Didéctica también es, y fundamentalmente, un educador matematico con
todos los problemas y dificultades que, como vemos, ello conlleva. Con esto queremos insistir
una vez mas, que el campo de la Didéactica y su organizaciéon como disciplina, no suponen la
existencia de un nuevo universo platonico en el que se enuncian, plantean y resuelven problemas

que luego no tienen nada que ver con la realidad y préctica diarias.

II. SITUACION CIENTIFICA:

Nuestra reflexion a lo largo de este capitulo va a ir encauzada a poner de manifiesto, en
toda su riqueza y complejidad de matices, los problemas que se han planteado y pueden
plantearse en la Educacion Matematica. Comenzaremos por los problemas que genera la
propia naturaleza del conocimiento matematicos; continuaremos con los derivados del
aprendizaje y la ensefanza de las matematicas, tal y como lo realizan en nuestros centros
escolares los nifios y jovenes; pasaremos luego a reflexionar sobre la organizacion social de
la ensefianza de las matematicas, segiin lo manifiestan los fines generales asignados a esta
disciplina por diferentes programas y curriculos elaborados en las ultimas décadas. Despues
de este recorrido vamos a analizar cudles son los problemas prioritarios que se han debatido
en la propia comunidad de educadores matematicos. Este recorrido quiere dar una vision
global de un area de conocimiento viva, activa, consciente de sus propias dificultades y con
un esfuerzo sostenido y compartido para encontrar respuestas validas a los problemas

detectados.
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II.1.1. La discusioén sobre la naturaleza del conocimiento matematico.

A lo largo de la historia, la cuestion general sobre qué son las matemadticas ha sido
planteada y discutida por los cientificos y pensadores que se han ocupado de esta disciplina.
Hoy dia es una pregunta que sorprende al profesional de las matematicas por la complejidad
que encierra dentro de su aparente ingenuidad. Para el educador matematico es una cuestion
importante, ya que le obliga a reflexionar sobre los fundamentos del conocimiento a cuya

transmision contribuye, y cuya respuesta, espera, le permite mejorar su actuacion.

Varias son las fuentes a las que hay que remitirse para abordar esta pregunta:

En diccionarios o enciclopedias hallaremos descripciones genéricas, a veces circulares,

que relatan los modos y logros principales del trabajo en matematicas.

También es usual remitir a breves descripciones de matematicos famosos, en las que se
destacan algunos rasgos del quehacer matematico con mayor profundidad. Estas
descripciones suelen consistir en parrafos aislados de un trabajo méas amplio, y no transmiten

todo su significado cuando se separan del estudio global del que forman parte.

Finalmente, al considerar que las matematicas son una forma de conocimiento, una
ciencia con una historia y unas caracteristicas generales propias, la pregunta se traslada a un
campo distinto del de las propias matematicas y buscamos respuesta en la epistemologia o
teoria del conocimiento. Las cuestiones y problemas que se plantea la epistemologia se
suelen diferenciar, atendiendo a su generalidad, en dos grandes apartados: aquellas que
abarcan la totalidad de las ciencias y aquellas otras propias de cada grupo de ciencias mas o
menos amplio, 0 que conciernen a una sola ciencia. Vamos a considerar en nuestro caso las

segundas, que se refieren mas directamente a las matematicas.

Es una idea generalmente admitida la division entre ciencias formales, por una parte,

logica y matematica, y las ciencias de lo real, por otra. I. Berlin expresa asi esta idea:
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“La historia del pensamiento humano sistemdtico es, en gran parte,
la de un esfuerzo sostenido para formular todas las preguntas que se le
han ocurrido a la humanidad de tal manera que las respuestas que se le
puedan dar caigan en una u otra de dos grandes canastas: la empirica;
es decir, la de las preguntas cuyas respuestas dependen, en ultima
instancia, de los datos observables; y la formal; es decir, la de las
preguntas cuyas respuestas dependen del puro cdlculo, sin que lo traben
conocimientos sobre hechos. Esta dicotomia constituye una tajante
simplificacion excesiva: no es tan fdcil desligar los elementos formales de
los empiricos, pero contiene verdad suficiente para no inducirnos a error
grave. Esta distincion entre las dos grandes fuentes del conocimiento ha
sido reconocida desde los comienzos del pensamiento consciente de st

. 44
mismo”

Al situar las matematicas dentro de las ciencias formales se plantea una primera
cuestion, cuyo interés es acuciante desde los comienzos de la matematizacion de la fisica en
el Renacimiento, con Galileo; ;cémo es posible que una ciencia que sélo se ha desarrollado
tras haber abandonado la experiencia sensible, se haya convertido en la clave capaz de
descifrarla?. ;Cudles son las relaciones entre las matematicas y la experiencia que les han

permitido mantener su efectividad a lo largo de los siglos?.

Hay dos respuestas tradicionales, englobadas bjo las etiquetas de “empirismo” y

“racionalismo”.

El empirismo hace derivar las matematicas de la experiencia sensible, intenta paliar el
sentimiento de ruptura con el conocimiento experimental que se da en el matemadtico y
considera ilusorio el caracter de necesidad que se asigna a las verdades matematicas. El
racionalismo reconoce y subraya la necesidad racional de las verdades matematicas y las
relaciona con la experiencia mediante la hipdtesis de un intermediario divino: Dios ha creado
el mundo conforme a estas verdades eternas que ocupan un lugar en su entendimiento, ésto

explica que se las encuentre en la experiencia.

44 . . .
Berlin, I (1983). Conceptos y categorias. México: Fondo de Cultura Econdmica, pag. 29.
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Kant trat6é de poner de acuerdo las dimensiones intuitiva y apodictica de la matematica.
El hecho de que las verdades matematicas, aunque necesarias a priori, se apliquen a la
experiencia, obliga a admitir que la intuicion sensible esta sometida a condiciones a priori; en
otros términos, existen formas a priori de la intuicidon sensible que, por una parte, rigen la
estructura de nuestra experiencia pero, por otra parte, se prestan a ser estudiadas
independientemente de su contenido sensible como formas puras; estas dos formas son el

espacio y el tiempo.

Las verdades matematicas, contrariamente a los elementos de la experiencia sensible,
son a priori, de ahi su necesidad, y contrariamente a las puras leyes de la logica son
intuitivas, y esto explica su cardcter sintético, su aptitud para acreditar nuestros
conocimientos; y como este conocimiento es el mismo que el de los principios de acuerdo
con los que nuestra experiencia se estructura en la intuicion, se comprende por qué las

matematicas son el lenguaje de la fisica.

La critica realizada a la interpretacion kantiana y el desarrollo posterior de la ciencia

han modificado las posiciones clésicas.

El empirismo del siglo XX establece la separacion entre las proposiciones de la légica y
matematica que son a priori, pero analiticas y vacias, y las proposiciones empiricas, de las
que las ciencias de lo real sacan su contenido. Al contrario que en la posicion tradicional, el
empirismo actualmente se niega a deducir las matematicas de la experiencia. La experiencia
es la tnica fuente de conocimiento y las leyes de la ldgica y de la matematica no ofrecen
verdadero conocimiento, pues dan solo las reglas para transformar el discurso con el que
expresamos nuestros conocimientos. Las leyes logico-matematicas valen para todos los

mundos posibles, por tanto se aplican al mundo real.

En la epistemologia contemporanea el empirismo y el racionalismo han cambiado su
posicion clésica. El empirismo defiende actualmente la prioridad de las matematicas y su
total independencia de la experiencia. Por el contrario, los nuevos racionalistas insisten en su
enraizamiento con la experiencia, tienen una preocupacion comun: conservar la matematica
como una ciencia auténtica que trate de lo falso y de lo verdadero, en vez de ser un simple

auxiliar lingtiistico. Muchos lo hacen abandonando la tesis tradicional de un mundo
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suprasensible de ideas eternas. La experiencia no es so6lo intuicién pasiva de un elemento,
sino una actividad por la cual la razén, reclamada por los shocks del elemento y los
problemas que le plantea, somete sus ideas a hechos. En la cadena de las ciencias no hay
separacion entre las matematicas y las ciencias experimentales, sino sélo niveles sucesivos
de abstraccion a partir de lo concreto. La ciencia racional no se constituye
independientemente de las experiencias, sino tras una reflexion sobre las practicas empiricas

eficaces.

Pero la posicion empirista mas radical no se reduce al nominalismo del empirismo

logico. Asi, autores como Kline, tienen un planteamiento mas radical:

“Las matemdticas son una ciencia empirica, lo mismo que la
mecdnica de Newton. Son correctas en la medida en que funcionan y
cuando no funcionan deben ser modificadas. No se trata de un
conocimiento a priori, aiin cuando se las considera asi durante dos mil
anios. No son absolutas e inalterables (...) Pero ahora debemos
comprender que cada rama de la matemdtica ofrece solamente una teoria
que funciona. Mientras funcione la mantendremos, pero es posible que
mds tarde se necesite otra mejor. Las matemdticas median entre el

. 45
hombre y la naturaleza, entre sus mundos externo e interno.”

Esto nos lleva a la idea actual de “modelo”. Las matematicas conectan con el mundo

fisico porque elaboran modelos que permiten describir, interpretar o explicar.

Lo abstracto s6lo se concibe ligado a una determinada realizacion, un “modelo” en el
que la mente lo aperciba, y este modelo concreto ha sido abstracto en relaciéon con uno
anterior. Esta idea de modelo, aplicada a la ensefianza, tiene importantes implicaciones como
mas adelante se verd. La conexion actual entre matematicas y experiencia esta en el nucleo
de las reflexiones que van a permitir un avance o un estancamiento en nuestra capacidad de
conocimiento. Por ello mismo, también son problemas que interesan a la Educacion

Matematica, y cuyo enfoque condiciona esencialmente el modo de planificar la ensefianza y

4 Kline M. (1985). La pérdida de la certidumbre. Madrid: Siglo XXI, pagg. 400-401.
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aprendizaje de las matematicas.

Una segunda cuestion, que ha ocupado extensa y profundamente a matematicos y
filosofos, es la relativa a la naturaleza de los conceptos y nociones matematicos. ;Qué
realidad tienen los numeros o las figuras geométricas?. Se trata aqui de los conceptos y
entidades abstractas de los que tratan las matematicas. Esta cuestion surgid en la antigiiedad,
cuando se sustituy6 la matematica empirica de los egipcios por la matematica racional. De
este modo se paso de la respuesta util a la respuesta demostrable (y, a su vez, también 1til),
de los sentidos a la inteligencia, del mundo empirico al mundo de las ideas o de las esencias.
Con la aparicion de la matematica no solo se paso de la creencia u opinion a la ciencia, sino
que esa misma ciencia, al apelar al alma, condujo a un mundo de realidades suprasensibles,
adquiriendo asi un valor metafisico y casi religioso; la ilustraciéon de estas ideas la

encontramos en la alegoria platonica de la caverna.

El término “platonismo” se utiliza actualmente para designar este realismo de las
esencias matematicas que se ha perpetuado hasta nosotros, formando siempre una de las

escuelas entre las que se suele dividir la filosofia matematica.

A lo largo de la historia esta creencia sobre algun modo de existencia de los objetos

matematicos se ha expresado de diversas formas y en multiples ocasiones.

Asi, el algebrista Hamilton, creador de los cuaterniones, escribia en 1836:

“Las ciencias puramente matemdticas del algebra y la geometria son
ciencias de la razon pura, que no reciben ningiin peso o ayuda de los
experimentos, aisladas, o al menos aislables, de todos los fenomenos
externos y accidentales... Son sin embargo, ideas que parecen hasta tal
punto innatas en nosotros que su posesion, en cualquier grado concebible,
es solo el desarrollo de nuestro poder original, la manifestacion de

. . 46
nuestra propia humanidad” .

46 Kline M. Op. c.
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Hermite, también expresé la creencia en un mundo real y objetivo de las

matematicas:

“Creo que los niimeros y las funciones del andlisis no son productos
arbitrarios de nuestro espiritu; creo que existen fuera de nosotros con el
mismo cardcter de necesidad que los objetos de la realidad objetiva; y los
encontramos o los descubrimos y los estudiamos como hacen los fisicos,

.. . 47
los quimicos y los zoologos”

Cantor creia que el matematico no inventa, sino que descubre conceptos y teoremas;
¢éstos existen independientemente del pensamiento humano. Cantor se consideraba a si

mismo como un secretario o un notario.

Hardy, en su libro “Apologia de un matematico”, escribio:

“Enunciaré mi postura dogmdticamente para evitar malentendidos.
Creo que la realidad matemdtica reside fuera de nosotros, que nuestra
mision es descubrirla u observarla, y que los teoremas que demostramos y
que a veces describimos grandilocuentemente como nuestras creaciones
7z . » 48
no son mds que notas de nuestras observaciones
J. Hadamard afirmaba en su “Psicologia de la invencion en el campo matemdtico”

que:

“la verdad preexiste aunque todavia no la conozcamos e,

. . . . 5 49
inexcusablemente, nos impone el camino que debemos seguir” .

También Godel mantenia que existe un mundo trascendente de matemadticas. A

47 Kline M. Op. c.

48 Hardy G. (1967). Apologia del matematico, en R. Newman (Ed.) Sigma, el mundo de las Matematicas.
Barcelona: Grijalbo.

49 Hadamard J. (1947). Psicologia de la invencion en el campo matematico. Buenos Aires: Espasa-Calpe.
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proposito de la teoria de conjuntos, afirmaba que es legitimo considerar todos los conjuntos

como objetos reales:

“Me parece que suponer tales objetos es tan legitimo como suponer
los objetos fisicos y que existen las mismas razones para creer en su
existencia. Son necesarios para obtener una teoria satisfactoria de las
matemdticas en el mismo sentido que lo son los cuerpos fisicos para
obtener una teoria satisfactoria de nuestras percepciones sensoriales y, en
ambos casos, es imposible interpretar las proposiciones que se desea
afirmar sobre estas entidades como proposiciones sobre los datos; es
decir, en el ultimo caso, las percepciones sensoriales que de hecho se

dan” 50

Algunos de los matematicos que mas destacaron en el estudio de los fundamentos:
Hilbert, Church y los bourbakistas, afirman que las propiedades y los conceptos matematicos
existen en algin sentido objetivo y pueden ser aprehendidos por la mente humana. De este
modo la verdad matemadtica es descubierta, no inventada. Lo que se desarrolla no son las

matematicas sino el conocimiento que el hombre tiene de ellas.

Estas afirmaciones sobre la existencia de un cuerpo de matematicas inico y objetivo no
explican donde residen las matematicas. Dicen solamente que las matematicas existen en un
mundo extrahumano y que los hombres, simplemente, las detectan. Los axiomas y teoremas
no son creaciones puramente humanas, pero su existencia es tan independiente del hombre

como parecen serlo los planetas.

Un segundo punto de vista, el de que las matemadticas son por entero un producto del
pensamiento humano, se remonta a Aristoteles. Sin embargo mientras que algunos afirman
que la verdad estd garantizada por la mente, otros mantienen que las matematicas son una

creacion de mentes humanas falibles, mas que un cuerpo fijo de conocimiento.

Otro algebrista, Cayley, afirmaba en 1833:

%% Kline M. Op. c.
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“Estamos en posesion de cogniciones a priori, independientes no de
esta o aquella experiencia, sino absolutamente de cualquier experiencia...
Estas cogniciones son una contribucion de la mente a la interpretacion de

5l
la experiencia”

Hankel, Dedekind y Weierstrass pensaban todos ellos que las matemadticas son una
creacion humana y Wittgenstein afirmaba que “el matematico es un inventor no un

descubridor”.

En esta misma linea se manifiestan H. Weyl y P. Bridgman; todas estas personas
sostienen que las matematicas no s6lo son obra del hombre, sino que han recibido una gran
influencia de las culturas en las que se han desarrollado. Sus verdades dependen tanto de los
seres humanos como la percepcion del color o los idiomas. Solamente la aceptacion
relativamente universal de las matemadticas como algo opuesto a las doctrinas politicas,
econdmicas y religiosas puede habernos inducido a creer que se trata de un cuerpo de
verdades objetivamente existentes fuera del hombre. Pueden existir independientemente de

cualquier ser humano, pero no de la cultura en la que éste resida.

Quienes aceptan la opinion de que las matemadticas son obra del hombre son, en
esencia, kantianos puesto que Kant localizaba la fuente de las matematicas en el poder
organizador de la mente humana. Sin embargo, en el momento actual, se afirma que no es en
la morfologia o en la fisiologia de la mente en donde se originan las matematicas, sino mas
bien en la actividad de la mente, La mente organiza mediante métodos que evolucionan. La
actividad creadora de la mente desarrolla constantemente formas de pensamiento nuevas y
superiores. La mente humana puede ver claramente que en matemadticas es libre de crear un
cuerpo de conocimiento si lo encuentra interesante o Util. Ademas, el campo de la creacion
no es un campo cerrado. Se crearan nuevas nociones que se apliquen a los campos de
pensamiento existentes y a los que surjan. La mente tiene el poder de idear estructuras que
abarquen los datos de la experiencia y proporcionen una forma de ordenarlos. La fuente de

las matematicas es el progresivo desarrollo de la propia mente.

1 Kline M. Op. c.
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En otro extremo, Bertrand Russell emparejaba el nominalismo con el empirismo logico.
Las verdades matematicas no sélo son relativas al sistema de axiomas arbitrariamente
elegido sino que el sentido de las palabras se reduce a las reglas de su uso fijadas
implicitamente por estos axiomas. La matemadtica no va mas alla de las ideas de los signos;
se mantiene en los mismos signos y en sus leyes de combinacion. El nominalismo se vi6
favorecido por la reduccion que hizo Russell de la matematica a la logica, y la posterior de
Wittgenstein de las leyes de la logica a simples tautologias. Las formulas 16gico-matematicas
no ofrecen propiamente ningin conocimiento; tan so6lo dan las recetas que permiten

transformar el discurso, decir lo mismo en términos diferentes.

Las férmulas l6gicas o matematicas mas complejas no desempeiian otro papel que el de
garantizar la validez de tales transformaciones; fundamentalmente, no son mas que reglas de
un lenguaje y es en ello precisamente donde reside su inmensa utilidad para la ciencia. Pero
la asociacion de la ciencia formal con la ciencia de lo real no introduce ningun elemento
objetivo nuevo, como creian muchos filésofos que oponen a los objetos “reales” de la
ciencia de lo real los objetos “formales”, “espirituales” o “ideales” de la ciencia formal. La
ciencia formal no tiene en absoluto ningun objeto: es un sistema proposicional auxiliar,

desligado de cualquier objeto y vacio de todo contenido.

Actualmente, la tesis de la separacion radical entre las ciencias formales y las ciencias
de lo real, que permite al empirismo logico sacar todo el contenido de las matemadticas y
otorgarles como Unica tarea el establecer las reglas para el discurso, ha provocado muchas

criticas.

Como vemos, son tres las posiciones de base para establecer la naturaleza de los objetos
matematicos: la que afirma una existencia objetiva de estas nociones, la que considera que se
trata de leyes del pensamiento y aquella que las reduce a unas reglas para la manipulacion de

simbolos.

Entre estas posiciones extremas también hay posiciones intermedias. Son muchos los
matematicos que se contentan con establecer la existencia matematica por la falta de
contradiccion, sentido mucho mas débil que la existencia empirica. Decir de una nocion

matematica que existe, quiere decir simplemente que puede entrar en el sistema por el simple
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hecho de que no introduce ninguna contradiccion en ¢l. La propiedad de existir, para una

nociéon matematica, tiene aqui exactamente el significado de ser no contradictoria.

Para una nocion o proposicion la propiedad de ser o no contradictoria depende tan s6lo
de los axiomas propiamente matematicos a los que se le relacione, siendo la consistencia (no

contradiccion) de un sistema axiomatico relativa a la legislacion ldgica a la que se le somete.

Para los matematicos intuicionistas de la escuela holandesa el hecho de no encontrar
una contradiccién en una nocidén o proposicidon matematica no prueba que la proposicion sea
verdadera o que la nocidn exista. Para asegurar su existencia hay que poder construirla en un

determinado niimero de etapas.

Aparecen aqui las proposiciones indecidibles, de las que no se puede demostrar que son
imposibles, pero para las que tampoco existe un método constructivo que nos permita
establecer su existencia. No se debe imponer la ley del tercio excluso que obliga a uno de los
términos de una alternativa aunque se ignora cual. No hay alternativa alli donde no existe

ningin medio de impedirla.

Con frecuencia se objeta a la concepcidn intuicionista que, si se hace depender de este
modo las verdades matematicas de un hecho accidental, dicha concepcion rechaza de nuevo

la objetividad.

Para el Educador Matematico estas consideraciones constituyen una reflexion
ineludible. Segun sea la fundamentacion epistemologica que atribuya al conocimiento
matematico, asi se planteara el aprendizaje de sus alumnos como un descubrimiento, una
invencidén, una construccion personal, una interiorizacion de codigos y reglas o una
asimilacion de patrones y pautas culturales, con mayor o menor grado de pasividad por parte
de los sujetos que aprenden y enfatizando una clase de actividades sobre otras. Muchas de
las discusiones que se plantean entre profesores tienen sus raices en las diferentes creencias
que éstos presentan en relacion con la naturaleza del conocimiento matematico y en la mayor
o menor coherencia con la que sostienen y articulan estos planteamientos. Los problemas
planteados en relacion con el conocimiento matemadtico no tienen incidencia solo en las

propias matematicas, sino que condicionan decisivamente la Educacion Matematica.
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Una tercera y ultima cuestion, en este trabajo, es la relativa a la crisis moderna de los

fundamentos de la matematica. B. Russell decia en 1903 que:

“...de la propia naturaleza de cualquier intento de basar las
matemdticas en un sistema de conceptos no definidos y de proposiciones
primitivas se sigue que los resultados pueden ser refutados por el

o o Lo 52
descubrimiento de una contradiccion, pero jamds pueden ser probados” .

Weyl, escribio:

“La cuestion de los fundamentos ultimos y del sentido ultimo de las
matemdticas sigue pendiente; desconocemos en qué direccion se
encontrard su solucion final e incluso si se puede esperar una respuesta
objetiva o definitiva. La matematizacion bien podria ser una actividad
creadora del hombre, como el lenguaje o la miisica, de una originalidad
primaria, cuyas decisiones historicas se resisten a una total

. o .53
racionalizacion objetiva”.

Se entiende asi, que las matematicas son una actividad mental, no un cuerpo cerrado de

conocimientos.

K. Popper en “Loégica de la investigacion cientifica” expuso que el razonamiento
matematico jamas es verificable, sino solamente falseable. Los teoremas matematicos no
estan garantizados en modo alguno. Se puede continuar utilizando la teoria existente en
ausencia de otra mejor, del mismo modo que se usd durante doscientos anos la teoria
mecénica de Newton antes de la relatividad, o la geometria euclidea antes de la riemanniana.

Pero la seguridad en la correccion es inalcanzable.

La historia corrobora la tesis de que no existe un cuerpo de matematicas fijo, objetivo y

52 Kline M. Op. c.

>3 Weyl H. (1969). el modo matematico de pensar, en R. Neuman (Ed). Sigma, el mundo de las Matematicas.
Barcelona: Grijalbo.
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unico. No es posible una exposicion atemporal de las verdades matematicas. Los intentos de

erigir las matematicas sobre unos fundamentos indestructibles han terminado en un fracaso.

Los actuales conflictos acerca de la naturaleza de las matematicas y el hecho de que las
matematicas no sean hoy un cuerpo de conocimiento indiscutible y universalmente aceptado

apoyan, ciertamente, el punto de vista de que las matematicas son obra del hombre.

Sigue siendo cierto que las matematicas constituyen el esfuerzo mas amplio y profundo
para lograr un pensamiento preciso y eficaz y que dan la medida de la capacidad de la mente
humana. Representan la cota superior de lo que podemos esperar alcanzar en cualquier
dominio racional. Pero a nadie puede tranquilizar hoy la confusién actual sobre lo que

debemos entender por matematicas validas.

A lo largo de la historia de las matematicas, la determinacion de sus fundamentos
epistemologicos y la conexion con el mundo fisico y natural, han sido cuestiones
determinantes en el modo de entender e interpretar la naturaleza del conocimiento
matematico y, lo que es igualmente importante, en el modo de considerar la transmision y
adquisicion de estos conocimientos. Desembocamos asi en nuestro campo de trabajo:
independientemente de cualquier otra consideracion, la diversidad de concepciones
epistemologicas sobre el conocimiento matematico, con el enfoque consiguiente de las
cuestiones derivadas sobre fenomenologia o proceso del conocer matematico, la posibilidad
de este conocimiento, su fundamentacion y las formas que adopta, derivan en otra diversidad
de posiciones y planteamientos sobre los modos de adquirir y transmitir conocimiento

matematico.

La epistemologia de las matematicas, ademas de tratar con problemas especificamente
matematicos como los derivados de la crisis de fundamentos, abarca problemas de
comunicacion tales como la delimitacion del significado que se puede atribuir a las
matematicas, como se transmite esta clase de informacion, como se estructura y reelabora,
cémo se comparte y como se utiliza y gestiona. En todos estos casos estamos hablando de
problemas que afectan directamente a la Educacion Matematica, y en todos ellos su raiz
epistemologica es un dato no trivial, que podemos y debemos profundizar e intentar

esclarecer en todos los casos.
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Otra aproximacion destacable es la que realizan las ciencias de la cultura y que vamos a
resumir con un punto de vista antropolégico, tal y como lo expresa L. White™* . Al
reflexionar sobre la dimension cultural de las matematicas como fendmeno de elaboracion y
sostenimiento colectivo, con existencia en los usos, costumbres, lenguajes y formas de
pensamiento de una sociedad determinada, reconoce en estas caracteristicas el fundamento
por el que las matematicas se presentan como conocimiento objetivo, externo a los sujetos
concretos, cuya realidad se puede contemplar como algo existente. Las verdades y
conocimientos matematicos existen en la tradicion en la que cada uno ha nacido y son
recibidas por cada sujeto desde su medio social y cultural. Pero, aparte de la tradicion
cultural, los conceptos matematicos no tienen existencia ni significado. Las realidades
matematicas tienen asi una existencia independiente de la mente individual, pero dependen
por completo de la cultura de una comunidad ubicada en el espacio y el tiempo. De este

modo la educacion se constituye en una dimension inherente al conocimiento matematico.

Desde la perspectiva de las tres cuestiones mencionadas, el resultado de este analisis es
el siguiente: es cierto que los conocimientos matematicos residen fuera de nosotros; existian
antes de que hubieramos nacido y, a medida que crecemos, los hallamos en el mundo que nos
rodea. Pero se trata de una objetividad que existe solo para el individuo. El lugar de la
matematica es la tradicién cultural, es decir, un continuo de conductas y convenios, de
intuiciones y conceptos expresados simbolicamente. Pero, aparte de la tradicion cultural, los
conceptos matematicos no tienen existencia ni significado y, por supuesto, la tradicion
cultural no tiene existencia aparte de la especie humana. Las matematicas son un desarrollo
del pensamiento que tuvo su comienzo con el origen del hombre y la cultura, tienen asi una
existencia que no depende de los sujetos concretos pero si de la “mente de la especie”. La
adquisicion por estos sujetos del capital cultural matematico, y su reelaboracion en cada
cerebro individual es una de las tareas de la educacion, y en esta perspectiva la dimension

educativa resulta ineludible para el conocimiento matematico.

s s 55 . s
Entroncamos aqui con la reflexion de Romberg™ , que surge de la consideracion cultural de

>4 White L. (1982). La Ciencia de la Cultura. Barcelona: Paidos.

> Romberg T. (1991). Caracteristicas Problematicas del Curriculo Escolar de Matematicas.
Rev. de Educacion n® 294, pagg. 323-406.
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las matematicas y en la que destaca cinco aspectos importantes. Primeramente, considera que las
matematicas han sido creadas por seres humanos como respuesta a problemas sociales, para
dotar de sentido al mundo que les rodea. En segundo lugar, destaca que todas las culturas
desarrollan histéricamente algun tipo de matematicas para comunicarse y han sido un
acontecimiento importante en todas las sociedades. En tercer lugar subraya que, incluso en la
época contemporanea, hay varias culturas matematicas. Puede que los centros escolares insistan
en las matematicas formales de los académicos, pero no en las que se desarrollan en el ejercicio
de profesiones y artesanias. En cuarto lugar indica que, en las sociedades multiculturales

modernas, cada alumno aporta su propia cultura a la clase de matematicas.

Y en quinto lugar, considera que los matematicos constituyen un grupo diferenciado,
que trabaja dentro de su propia cultura. El matematico participa en las matematicas como
miembro de una comunidad de aprendizaje, en la que el lenguaje de la disciplina transforma
sus practicas y en la que, con frecuencia, los términos se convierten en objetos que se
internalizan acriticamente. De aqui que surjan conflictos entre la cultura matematica

profesional y la cultura mas general de la educacion matematica.

Aqui concluimos esta rapida revision acerca del conocimiento matematico. La discusion
sobre la naturaleza del conocimiento nos ha permitido abrir una linea de reflexion amplia y

profunda sobre la que enumerar y plantear algunos problemas de la educacion matematica.

I1.1.2. El aprendizaje y la ensefianza de las matematicas:

La reflexiéon que hemos realizado sobre la naturaleza del conocimiento matematico y sus
diferentes fundamentaciones a lo largo de la historia no se refiere a algo pasado y sin vida, ya
que estas ideas se encuentran en discusion constante por parte de las distintas escuelas de
filosofia matemadtica y tienen incidencia en los planteamientos y actuaciones de los matematicos
hoy en ejercicio. En consecuencia, la organizacion de los conocimientos matematicos, el énfasis
que se da a la formalizacion y grado de abstraccion, los argumentos que se consideran validos
para su justificacion y el mismo estilo de comunicar las matematicas, son otras tantas opciones
que tienen sus raices en argumentos epistemologicos y que contribuyen a facilitar o dificultar la

transmision y adquisicion del conocimiento matematico. Si bien las primeras dificultades que
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podemos sefalar en la ensefianza/aprendizaje de las matematicas tienen un origen
epistemologico, no es éste el unico campo de problemas que conviene destacar. Si contemplamos
las matematicas como producto de la mente humana a lo largo de un proceso histérico dilatado
es facil poner de manifiesto la complejidad y sutileza de cada uno de los conceptos y teorias que
han surgido y se han destacado durante este periodo. Nunca, o casi nunca, la consolidacion de un
concepto ha sido realizada por un unico investigador, ni tan siquiera en una sola época. La
potencialidad de los conceptos relevantes los convierte en instrumentos utiles que permiten hacer
avanzar al conocimiento matematico, alcanzar nuevos resultados, completar estructuras y, en este
avance, el propio concepto se transforma al establecer nuevas relaciones e integrarse en
esquemas mas amplios. Por ello, admitiendo la idea de Haeckel de que la evolucion del
individuo es paralela a la de la especie a la que el individuo pertenece, cabe esperar dificultades
de caracter ontogenético que sigan la evolucion filogenética de cada uno de los conocimientos en
cuestion. Muchas de las dificultades con las que se van a encontrar los sujetos concretos en el
aprendizaje de conceptos matematicos importantes surgieron durante el proceso de creacion,

desarrollo y consolidacion de esos mismos conceptos.

Pero, ademas de las dificultades que surgen al considerar las dimensiones culturales de la
construccion del conocimiento matemadtico, también conviene considerar aquellas otras que
surgen de la dimension individual de esa misma construccion. Nos referimos en este caso a las

dificultades que encontramos en los fenomenos del aprendizaje.

Tradicionalmente, el conocimiento matematico ha mostrado resistencias especificas durante
el proceso de su transmision y su adquisicion por alumnos concretos. Algunas de las mas
destacables han sido abordadas como problemas especificos, entre los que podemos senalar los

siguientes.

En primer lugar, la contraposicion entre la habilidad de ejecucion en tareas mateméaticas
y la capacidad de comprension de los procedimientos y conceptos implicados. Uno de los
temas que ha ocupado a la psicologia de las matematicas desde antiguo es la relacion entre
habilidad de célculo y comprension matematica, cuyo ejemplo paradigmatico esta en el dominio
y empleo de las operaciones aritméticas. Algunos autores, entre ellos los asociacionistas, creian
que la habilidad de calculo era anterior a la comprension; otros, como Bruner o los gestaltistas,
opinaban que la comprension servia de base al desarrollo de la habilidad de calculo. Por esta via

las relaciones entre habilidad y comprensién nunca se llegaron a poner en claro. El punto de vista
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actual, que esta dando lugar a un amplio plan de investigaciones, consiste en estudiar como
influye la comprension sobre la adquisicion de rutinas y, reciprocamente, como puede
modificarse la comprension matematica de los individuos mediante la practica de habilidades de
calculo. El moderno planteamiento, que desarrollaremos mas adelante, distingue entre
conocimiento conceptual o declarativo y conocimiento procedimental, y es una aproximacion
teodrica para abordar con mayor profundidad el complejo nudo de relaciones entre comprension y

ejecucion de tareas matematicas.

En segundo lugar podemos sefialar el problema de la transferencia de los aprendizajes y el
papel que la practica desempeifia. La practica sirve, fundamentalmente, para automatizar los
componentes de un procedimiento, logrando mayor eficacia y seguridad en su ejecucion, por un
lado, y por otro, proporcionando mas espacio en la memoria de trabajo, al liberarla del control de
los pasos mecanizados. La memoria tiene asi la posibilidad de explorar el entorno de la tarea
propuesta, buscando y detectando otras regularidades que faciliten la ejecucion del
procedimiento que lleva a su resoluciéon. Muchas de las tareas mas rutinarias son realizadas hoy
dia por calculadoras o microordenadores, permitiendo a los sujetos centrarse en cuestiones mas
relevantes de las tareas propuestas. jExisten modos preferentes de dirigir la practica que mejoren
la probabilidad de que se produzca la invencion de procedimientos mas utiles y abreviados?. Este
es, de nuevo, uno de los problemas claves en el aprendizaje de las matemadticas, ya que se trata
no solo de conseguir una ejecucion eficaz y fiable de las destrezas operatorias sino de lograr que
estas habilidades faciliten el desarrollo de la comprensién y su empleo en la adquisicion de
nuevos conocimientos. En definitiva, se trata de saber como organizar la practica para optimizar

el aprendizaje.

En tercer lugar consideramos el problema general del papel que desempeiian las
representaciones mentales en el aprendizaje. Esta es una cuestion amplia, que incluye las
imagenes mentales con las que los nifios, jovenes y adultos se representan los conceptos y
relaciones matematicas; los simbolos, graficos, esquemas y diagramas; y, finalmente, los

modelos fisicos y el material concreto, estructurado o no estructurado.

Parece claro que los conceptos y relaciones matematicas tienen un tipo de representacion
mental, convencional o no convencional. Estas representaciones desempenan el papel de
modelos intuitivos, que se pueden utilizar para trabajar adecuadamente sobre tareas en las que

aparece o en las que hay que emplear el concepto en cuestion. El uso de modelos esta bastante
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extendido en matematicas y permite salvar las dificultades que surgen por las diferencias entre el
razonamiento intuitivo y el abstracto, el implicito y el explicito, el paradigmatico y el analogico.
De especial interés en el aprendizaje escolar resultan las metaforas fisicas para los conceptos
matematicos, es decir, representaciones fisicas que permiten una manipulacién directa de
materiales, de tal manera que ayudan a asociar procedimientos de ejecucion con los conceptos

matematicos de base.

No estan aun claras cuales son las condiciones de una buena representacion mental para un
concepto matemadtico; en particular, tampoco esta resuelta la cuestion de hasta qué punto, un

material concreto aporta una representacion fisica til.

Una cuarta cuestion, que sefiala una fuente de problemas en el aprendizaje de las
matematicas, es la contraposicion entre la elaboracion del conocimiento mateméatico por

parte de cada sujeto o su recepcion, ya elaborada, de otras personas.

La psicologia cognitiva establece como uno de sus supuestos que el nuevo conocimiento es
elaborado en gran parte por el aprendiz. Los estudiantes no se limitan a afiadir mera informacion
a su fondo de conocimientos; por el contrario, deben conectar la nueva informacion con las
estructuras del conocimiento ya existentes, y elaborar nuevas relaciones entre esas estructuras.
La construccion de nuevas relaciones parece esencial en el aprendizaje, Pero son aun muchas las
cuestiones que quedan por resolver para tener claro cdmo se conecta el hecho de recibir u oir
informacién matematica y construir procedimientos que aprovechen esa informacion y la
vinculen con estructuras de conocimiento ya existentes. Dicho en otros términos: ;Cudles son los
procesos por los que lo que nos dicen o muestran se integra en estructuras del conocimiento ya
establecidas?, ;como se realiza esa integracion?, ;qué conexiones se producen?, ;se puede

facilitar el proceso de elaboracién de conexiones?.

Una quinta y ultima cuestion, de cardcter general, es la relativa a las diferencias entre los
sujetos en relacion con su conocimiento matematico. Se trata en este caso del problema de la
aptitud para las matematicas. Es un hecho facilmente observable que, cuando se propone una
misma tarea a distintos sujetos, siempre encontramos respuestas diferentes en la realizacion de la
tarea, independientemente de como se hayan seleccionado los sujetos, y por muy homogénea que
resulte la muestra en relacion con las capacidades generales de aprendizaje. ;A qué son debidas

estas diferencias?. ;Se pueden atribuir las diferencias a caracteristicas individuales estables, o
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son el resultado de un estado momentaneo del conocimiento y practica del individuo en relacion
con una tarea dada?. Las condiciones de no equidad en el sistema social escolar ;producen

diferencias acusadas en aprendizaje de las distintas minorias sociales?.

No es mucho aun lo que se conoce sobre diferencias individuales y las discusiones sobre el
tema no estan exentas de un marcado caracter ideolodgico o polémico. Resulta necesario poner de
manifiesto, si es que existen, los tipos de estructuras del conocimiento que caracterizan a los
individuos con mayor éxito en la adquisicion de nuevos conceptos o habilidades. También habra
que sefalar las caracteristicas de los procesos de aprendizaje para aquellos sujetos que recorren
el curriculo de matematicas mas eficaz y rapidamente que los demas. Clarificar estas cuestiones
va a permitir abordar con mayor conocimiento los problemas de aprendizaje en matematicas de

sujetos concretos.

Estos cinco grandes nucleos de problemas o cuestiones relativos al aprendizaje de las
matematicas han surgido, fundamentalmente, desde el campo de la psicologia ya que el énfasis
se ha puesto en los procesos de aprendizaje. Estos nicleos generales son especificaciones de
cuestiones aun mas generales, que han preocupado por igual a lo largo de la historia a
educadores y matematicos, a pensadores y psicologos. Como cuestiones mas generales

planteamos las siguientes:

(Como son las personas en el trabajo con matematicas?
(Como se desarrolla la comprension de los conceptos matematicos?

(En qué consiste la capacidad matematica?

En estas cuestiones vuelve a aparecer la dualidad de nuestro campo de estudio, ya que hay
que conocer, por un lado, la estructura matematica del conocimiento y, por otro, como las
personas piensan, razonan y emplean sus capacidades para adquirir, utilizar y controlar esos

conocimientos.
Para abordar los problemas que surgen al analizar el proceso de aprendizaje de las
matematicas, y dar respuesta a algunas de las cuestiones planteadas, contamos con las teorias del

aprendizaje.

Una teoria del aprendizaje, en términos generales, es una hipotesis sobre el modo en que los
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sujetos actuan para construir su conocimiento, bien por apropiacion de ideas que reciben o bien
por invencidn propia. Las expectativas que generan estas hipdtesis establecen cudles elementos y
relaciones van a destacarse para un determinado conocimiento, como se va a presentar a los
sujetos, qué se espera que el sujeto haga con la informacion que se le proporciona, qué procesos
se supone se van a desencadenar y, en definitiva, qué tipo de actuaciones se pretenden generar y
cudl va a ser el modo en que se controle si la integracion de los nuevos conocimientos ha tenido

lugar y si ello se ha hecho adecuadamente.

Una teoria del conocimiento debe prever, con caracter general, que la adquisicion de
conocimiento - en particular, de conocimiento matematico- no es un proceso lineal y mecanico;
también esas mismas hipdtesis deben contemplar los modos o causas por los que el proceso de
aprendizaje no llega a tener efecto. De hecho, cada teoria del aprendizaje, al establecer unas
condiciones para el mismo, singulariza aquellos factores que pueden impedirlo. Tendriamos asi
un tipo de dificultades intrinsecas al propio aprendizaje. En este sentido, una teoria del
aprendizaje también es un instrumento de analisis que permite establecer cuales han sido los
impedimentos por los que un sujeto no ha integrado unos conocimientos, es decir, permite

determinar las dificultades relativas al propio proceso de aprender.

Pero en el proceso de aprender no podemos aislar al sujeto y al conocimiento en estado puro
y aséptico. Los procesos de aprendizaje que nos interesan son los que se producen en el Sistema
Educativo, y en este caso la accion del sujeto estd condicionada por el medio social; también hay
que contemplar al profesor, con el que el alumno interactua, que trata de promover la formacién
integral del alumno y, en particular, la adquisicion e integracion de los conocimientos mediante
la ensenanza. Pero el Sistema Educativo tiene también sus limitaciones que dan lugar a
planteamientos problematicos que, potencial y realmente, generan dificultades. Surgen asi varios

campos problematicos con la ensefianza de las matematicas.

En primer lugar tenemos la necesaria seleccion de qué matematicas ensefiar a los jovenes.
Esa seleccion es obligatoria, debido a la gran complejidad de conocimientos posibles a
transmitir, resultando imposible - e innecesario- considerar la totalidad de ellos; la seleccion esta
culturalmente determinada, segin la visién que predomine en cada epoca sobre las matematicas
y las conexiones que destaquen en relacion con otras ciencias; y, finalmente, la seleccion
satisface necesidades sociales tales como la formacidon necesaria para acceder al mercado de

trabajo, el mayor o menor énfasis sobre la aplicabilidad de los conocimientos matematicos y el

134



prestigio asociado en cada momento con el dominio en esta materia. Independientemente de los
contenidos especificos que formen parte del curriculo de matematicas, lo realmente importante
es la ya clasica distincion entre el conocimiento y las pruebas del conocimiento. Para muchos
profesores saber matematicas significa identificar las definiciones y pruebas de esta disciplina,
pero para muchos otros, saber matematicas significa capacidad para hacer matematicas. Con
demasiada frecuencia se considera que son conocimientos las grandes cantidades de informacion,
ya sistematizada, que se han decantado como pruebas del conocimiento establecido,
independientemente de su condicion de resultados de investigacion y de recursos de

investigacion futura.

El conocimiento como accidén implica que una persona reune, descubre o crea conocimiento
en el curso de alguna actividad que tiene una finalidad; el proceso activo no es igual que la

asimilacion de las pruebas del conocimiento, fruto de actividades anteriores.

Cuando se toman por conocimientos Unicamente las pruebas del conocimiento, la adquisicién
de informacion se convierte en un fin en si misma y los alumnos emplean su tiempo en asimilar
lo que otras personas han hecho, en lugar de experimentar y elaborar individualmente sus
conocimientos. La disyuncion entre conocer el qué y conocer el como es una fuente de

dificultades atn no resueltas en la ensefianza de las matematicas.

Este planteamiento no es una discusion vacia sino que ha llenado gran parte de los debates

que han tenido lugar durante estos tltimos afios sobre la ensefianza de las matematicas.

56 L . - . « ,

Romberg™ plantea esta polémica mediante una cuestion sencilla: “; Qué hace un
matemadtico?”, 'y sefiala que lo importante son las actividades esenciales de las matematicas;
identificar y describir estas caracteristicas ha sido el nucleo del trabajo de varios especialistas

dedicados a orientar al profesorado de matematicas.

Polya destaco la importancia de la resolucion de problemas no rutinarios. Insistio en
los elementos de un razonamiento plausible que llevan al descubrimiento de enunciados

matematicos. Trabajo sobre la heuristica o conjunto de operaciones mentales ttiles para

26 Romberg T. Op. c.
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el proceso de resolucion de problemas.

Steen desarroll6 la idea de las matematicas como ciencia de los modelos y el papel
del matematico como inventor y descubridor de modelos. En consecuencia, sehala que
todos los alumnos necesitan experimentar la busqueda de modelos en todos los niveles;
las matematicas se presentan no como un conjunto fijo de conceptos y destrezas sino

como una ciencia empirica.

Freudenthal centr6 su reflexion en las estrategias de matematizacion. La
matematizacion comporta la representacion de relaciones en una situacion compleja, de
tal manera que puedan situarse en una relacion cuantitativa reciproca. Freudenthal
pensaba que el aprendizaje de estas estrategias seria el nucleo basico del curriculo de
matematicas; desde esa perspectiva eligié como lema “las matemdticas para todos” para
su propuesta curricular, entendiendo que la complejidad de las situaciones problematicas
y la complejidad de los modelos matematicos pueden variar, pero todos los alumnos

pueden construir modelos matematicos.

Finalmente, el propio Romberg sefiala cuatro actividades relacionadas, que son
comunes a todas las matematicas, y que deben aparecer en cualquier situacion de
enseflanza. Estas actividades son la abstraccion, la invencion, la prueba y la aplicacion.
Cada una de ellas sefala una fuente de dificultades para la practica de las matematicas en

el Sistema Escolar.

Concluimos asi una rapida revision de un tercer centro de interés para la Educacion
Matematica, al considerar las dificultades en la ensefanza/aprendizaje de las
matematicas, que surgen de la dimension social de la educacion, institucionalizada en un

Sistema Escolar.

Al trabajar dentro del Sistema Escolar observamos que los alumnos cometen errores
en sus actuaciones matematicas, bien al ejecutar una tarea o al establecer relaciones entre
conceptos. La mayor parte de estos errores son sistematicos y algunos parecen estar
producidos por causas de tipo estructural. El andlisis y estudio de los errores matematicos
escolares y su titpificaciéon como signos de distintas clases de obstaculos constituye un

intento sistematico de trabajar las dificultades en la ensefianza/aprendizaje de las
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matematicas tomando como base las producciones de los alumnos.

II.1.3. Los fines de la Educacién Matematica:

El contexto en el que ahora nos situamos es el de la ensefianza obligatoria; como ya
se ha indicado las matematicas forman parte de las disciplinas que se transmiten durante
la Educacion Obligatoria. Esta situacion no es una peculiaridad exclusiva de nuestro pais,
ni de aquellos que nos son cultural y politicamente proximos. Los sistemas escolares son
un fendmeno reciente en terminos histéricos, cuyo desarrollo se ha realizado,
aproximadamente, en el ultimo siglo y medio. La escuela ha asumido gran parte de las
tareas de socializacion de nifios y adolescentes que, con anterioridad, realizaba
exclusivamente la familia; también la escuela ha integrado entre sus funciones el ensenar
determinados conocimientos, entre ellos los que denominamos con caracter general

matematicas.

El curriculo de matematicas con el que estamos hoy dia familiarizados se desarrollo
en el particular contexto historico-cultural de la Europa posterior a la Revolucién
Industrial, y ya desde ese momento las matematicas comienzan a considerarse como un

conocimiento destacable:

“Aquella ciencia (las Matemdticas) a quien todas las naturales se
subalternan, que forma el entendimiento, que enseiia a discurrir, a buscar
la verdad y a analizarla, a sacar consecuencias legitimas; aquella
ciencia, delicia del hombre, bienhechora de la sociedad, fecunda en
descubrimientos, no en voces, llena de realidades, no de precisiones; la
que en dos siglos ha dado a la sociedad mads frutos que en dos mil afios el

L . ) . 57
abultado escuadron de nuestros quiméricos discursos”

A lo largo de los afios esta concepcion del curriculo ha sido exportada y aceptada

7 Vallgjo M. (1819). Matemitica.
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por la mayor parte de los paises del mundo, lo cual explica la gran uniformidad que
encontramos entre los programas escolares de matemadticas de distintos paises, o de
distintas épocas dentro de un mismo pais. Resulta importante destacar que, en el
momento actual, las matemadticas se ensefian en todo el mundo, practicamente a todos los
nifios en edad escolar. Esta uniformidad que encontramos en los curriculos de
matematicas y la posicion destacada que ocupan presentan un aspecto positivo y otro

negativo.

Consideramos positiva la contribucion destacada de las matemadticas a los fines
generales de la educacion, y la preocupacion constante para que se produzca una adaptacion

progresiva a estos fines. Esa contribucion se ha planteado por muchos especialistas.

Asi, Krulik, propone las siguientes metas matematicas, en las que se sefialan sus

relaciones con las metas generales de la educacion y las necesidades de la sociedad:

“Meta 1. Lograr, para cada individuo, la competencia matemdtica que
le corresponde.

Meta 2. Preparar a cada individuo para la vida adulta, reconociendo
que algunos alumnos requieren mds instruccion matemdtica
que otros.

Meta 3. Fomentar el reconocimiento de la utilidad fundamental de la
matemdtica en nuestra sociedad.

Meta 4. Desarrollar la habilidad para usar los modelos matemdticos

. . 58
con miras a la resolucion de problemas” .

Howson (1986) considera cuatro aspectos mediante los que las matematicas pueden
contribuir a los fines educativos generales: el desarrollo de la capacidad de razonar, su
caracter ejemplar de certeza, el placer estético que causa y su funcion de instrumento auxiliar

para otras disciplinas.

El aspecto negativo tiene dos facetas. Por un lado, no cabe duda que el dominio en el

o8 Krulik S. (1975). Teaching Secondary School Mathematics. Filadelfia: W. B. Saunders Company.
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conocimiento de las matematicas se ha empleado como uno de los criterios mas fuertes para
promocionar a los alumnos y para seleccionar el acceso a muchas profesiones, en especial las
de caracter cientifico y técnico. Por otra parte, su origen europeo hace que bastantes de los
componentes culturales que integran este curriculo sean extrafios a la mayor parte de las
sociedades en las que se ha implantado. Esta situacion ha llevado a planteamientos
fuertemente criticos que han hecho surgir la duda sobre la conveniencia de mantener el
curriculo clasico o proceder a revisarlo y llegar a su supresion o a nuevos curriculos

fundamentados sobre bases culturales propias.

Todas estas consideraciones, junto con el hecho de que profesores y alumnos dedican
gran parte de su tiempo al proceso de aprendizaje de las matematicas, nos llevan a una

cuestion prioritaria: ;Por qué ensefiamos matematicas?.

La cuestion no es trivial, e interesa igualmente a los padres, a los legisladores, a los
administradores y a los politicos que deben tomar decisiones sobre el destino de los recursos
dedicados a la educacion. Esta cuestion conduce a plantearnos las metas de la educacion

matematica.

Antecedentes. Los documentos que reflexionan y estudian la planificaciéon de la
enseflanza-aprendizaje de las matemadticas se plantean, ineludiblemente, las metas que se
pretenden conseguir. Los ejemplos que podemos encontrar son multiples, y de ellos hemos
seleccionado los siguientes.

El National Committee on Mathematical Requirements (USA), como parte de un
documento curricular, realizo en 1923 unas consideraciones sobre las metas de la
educacion matematica, que pasamos a resumir. En el apartado de Principios Generales
destaco que una discusion sobre educacion matematica y sobre las vias y medios de enfatizar
su validez debia realizarse sobre una formulacién comprensiva de las metas y propositos de
tal educacion. Las metas y propositos de la ensefianza de las matematicas pueden surgir de la
naturaleza de la materia, del papel que desempefia en la vida practica, intelectual y espiritual

del mundo, y también de los intereses y capacidades de los estudiantes.

Bidwell J. & Clason R. (Ed.) (1970). The Reorganization of Mathematics in Secondary Education.
Readings in the History of Mathematics Education. Reston VA.: NCTM.
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En el apartado dedicado a las metas de la instruccion afirma que es usual distinguir tres
clases de metas: 1 Practicas o utilitarias; 2 De entrenamiento o desarrollo; y 3 Culturales.
considera que las tres clases no son mutuamente excluyentes. Las metas précticas o
utilitarias, en sentido restringido, significan la utilidad directa o inmediata de un hecho,
método o proceso en matematicas; a continuacion describe detalladamente la utilidad

practica de algunos contenidos basicos generales.

Entre las metas de entrenamiento o desarrollo incluye aquellas metas relacionadas con
el entrenamiento mental. Este entrenamiento implica la adquisicion de ciertas caracteristicas
mas o menos generales y la formacion de ciertos habitos mentales de los que se espera que
actien en campos mas o menos relacionados, es decir, que transfieran a otras situaciones.

Algunas de las metas que enuncia son:

i. la adquisicion, en forma precisa, de aquellas ideas o conceptos que permiten realizar
la concepcion cuantitativa del mundo;

ii. el desarrollo de la habilidad para pensar claramente en términos de tales ideas y
conceptos;

iii. la adquisicion de habitos mentales y actitudes que hagan efectivo el anterior

entrenamiento.

Las metas culturales significan aquellas metas menos tangibles, pero no menos reales,
de caracter intelectual, ético, estético o espiritual que estan implicadas en el desarrollo de la

apreciacion y comprension, y en la formacion de ideales de perfeccion.

El documento “Mathematics from 5 to 16” (1985)*°, presenta las siguientes metas generales
para la Educacién Matemadtica en la ensefianza obligatoria, cuya orientacion hay que destacar en

los procesos de ensenanza.

“1. Las matemdticas son un elemento esencial de comunicacion.

60 Department of Education and Science (1985). Mathematics from 5 to 16.
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2. Las matemdticas son una herramienta potente.

3. Hay que apreciar las relaciones internas dentro de las
matemdticas.

4. Las matemdticas deben resultar una actividad fascinante.

5. Hay que fomentar la imaginacion, iniciativa y flexibilidad de la
mente.

. Trabajar de modo sistemditico.
. Trabajar independientemente.

N

8. Trabajar cooperativamente.
9. Profundizar en el estudio de las matemdticas.

10. Conseguir la confianza del alumno en sus habilidades
matemdticas” .

Las tres primeras metas hacen referencia a algunas caracteristicas relevantes de las
matematicas; la cuarta y quinta a la valoracion personal de las matematicas; las metas sexta,
septima, octava y novena hacen referencia al modo de trabajo y la adquisicion de métodos y

la décima resume la necesidad de utilizar los conocimientos adquiridos.

En el Disefio Curricular Base (1989)°', en donde encontramos las siguientes

consideraciones:

“La finalidad formativa del aprendizaje de las matemdticas ha sido
el argumento tradicionalmente utilizado para justificar su inclusion en el
curriculo de la Educacion Obligatoria. Aunque en la actualidad el peso de
este argumento ha disminuido considerablemente, sigue pareciendo
razonable suponer que determinados formas de actividad matemdtica

favorecen el desarrollo y la adquisicion de capacidades cognitivas muy

61 Ministerio de Educacion y Ciencia (1989). Disefio Curricular Base. Ensefianza Secundaria Obligatoria.
Madrid: Servicio de Publicaciones del MEC.
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generales. (...)

Junto a la finalidad formativa, las matemadticas escolares tienen una
clara finalidad utilitaria o pragmadtica. El contenido matemdtico es una
herramienta auxiliar indispensable para otras areas; las opciones de
formacion para los alumnos en la Educacion Post-Obligatoria requieren
un conocimiento matemdtico; también con un referente claro las
necesidades matemdticas en la vida adulta; la aparicion y el uso de
nuevos medios tecnologicos incide en la finalidad utilitaria de las

matemdticas.

Los aspectos formativo y utilitario de las matemdticas escolares no

son en absoluto antagonicos sino complementarios” .

Aunque los documentos resefiados contemplan metas generales de la Educacion
Matematica, no todos hacen el mismo tipo de consideraciones y se observan diferencias
apreciables entre ellos. No parece haber consenso en las respuestas que hay que dar a la

pregunta: ;Por qué ensefiamos matematicas?.

Esta cuestion encierra problemas serios, que afectan a la tarea que vienen realizando
miles de personas a lo largo del mundo y que organizan y dirigen la formacion y
educacion que se transmite a millones de nifios y jovenes. Encontrar respuestas sencillas
y directas no es una tarea facil ya que, por otra parte, los planteamientos posibles pueden
llegar a ser muy diferentes e incluso contrapuestos. La cuestion anterior ha sido abordada
empleando una metodologia sistematica, buscando alguna taxonomia util para clasificar y
trabajar sobre las metas; también se ha trabajado considerando el tema de modo global,
siguiendo planteamientos socioldgicos que contemplan la educacién matematica como un

proceso en desarrollo, dentro del desarrollo educativo general.
Entre los objetivos y metas enunciados en multitud de documentos se identifican
con claridad cuatro grandes categorias de finalidades: matematicas, socioldgicas,

personales y afectivas.

Cuando se abandona la preocupacion por la clarificacion y se atiende al proceso, las
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cuestiones predominantes son las relativas a la utilidad de la matematica como

herramienta y su importancia destacable como disciplina formativa.

Ubiratan D’ Ambrosio en el trabajo “Metas y objetivos generales de la Educacion
Matematica”®* resume el trabajo realizado en ICME III de Karlsruhe (1976), en relacién

con las finalidades de la Educacion Matematica.

Comienza planteando que la cuestion “;por qué se enserian matematicas? ” hay que
situarla en el contexto de un marco educativo variable, que se ha modificado
profundamente por la realizacion del ideal de una educacion masiva. Los beneficios de la
educacion deben extenderse a todos los estratos de la sociedad, sin atender a diferencias
econdomicas o sociales; todos los nifios y jovenes tienen derecho a alcanzar las
posibilidades que les permitan sus propias capacidades individuales; en este sentido hay
una obligacion social de reducir a cero las diferencias debidas a la educacion. Las
distintas filosofias generales sobre educacion, al dar prioridad a la busqueda de valores, o
a la adquisiciéon de nuevos conocimientos, o al sostenimiento de una estructura social
determinada, dan expresion a algunas de las tensiones que genera el fendmeno educativo
y ponen de manifiesto la dificultad para dar satisfaccién al progresivo desarrollo y

afianzamiento de los valores democraticos.

Cuando se tiene en cuenta que el trabajo del profesor debe ser educar y no sélo
instruir, destacando el interés que presenta el desarrollo de capacidades de caracter
general, hay que admitir que la educacion matematica no es el nico medio para
conseguir estos comportamientos, incluso que es probable que no sea el mejor camino
posible; esto plantea una respuesta negativa a nuestra cuestion inicial: no es necesario

enseflar matematicas, al menos no en la forma en que actualmente se realiza.

Cuando hablamos de la educacion matematica y las funciones que debe atender hay
que considerar, prioritariamente, a qué clase de sociedad nos referimos. Pensando en la

sociedad del futuro, con toda la carga utdpica que incluyen los ideales de justicia,

62 . _ . .
D’Ambrosio U. (1979). Metas y objetivos generales de la Educacion Matematica, Cap. IX en Nuevas
tendencias en la Ensefianza de las Matematicas. Trabajo preparado por la International Commision of
Mathematical Instruction (ICMI). Vol. IV Paris: UNESCO.
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libertad, dignidad de vida, igualdad de oportunidades, etc, entonces es posible discutir
sobre como orientar la educacion para alcanzar ese futuro. Sobre esta base, D’ Ambrosio

pasa a presentar los dos puntos de vista mas destacables.

Primero: el punto de vista utilitario, cuyas ideas principales resumimos. Hay una
necesidad creciente de preparar matematicos, en todos los niveles, para la aplicacion y el
uso de la tecnologia. Los mismos matematicos vienen observando con preocupacion la
distancia entre lo que se ensefia e investiga en matematicas y lo que se aplica. La
sociedad espera, aunque sea a largo plazo, alguna recompensa de las matematicas; espera
que los matematicos sean profesionales competentes, capaces de justificar por qué estan

siendo pagados para hacer matematicas.

La educaciéon matematica refleja también la posicion que las matemadticas y los
profesionales de la misma tienen en la sociedad. Si se hace una educacion especulativa o
contemplativa, dedicada a una élite, y dejando la formacion profesional para una
estructura paralela, los fines educativos de las matematicas quedan dirigidos a la
formacion individual. En cambio, con una formaciéon masiva y la inclusion de la
formacion profesional en el Sistema Educativo, la sociedad puede esperar mucho mas. En
la mayor parte de los enunciados de las metas de la educacion matemadtica se nota un

énfasis fuerte hacia el comportamiento social y hacia el mundo exterior.

Segundo: punto de vista especulativo. Un segundo tipo de educacion matematica,
desplazado despues de la revolucion industrial, y que ain no se ha reincorporado al
contexto de la educacion cientifica, es el esfuerzo por desarrollar la educacion como libre
y creadora, como adquisicion del arte de utilizar el conocimiento. La meta para esta
forma creativa y mds estructurada de la educacidon matematica consiste en colocar
meramente la matematica en su posicion de lenguaje conveniente y util para simular el
mundo real. El objetivo es crear nuevas matematicas, nuevas teorias y ayudar a la
solucion de nuevos problemas, que tan so6lo ahora estan siendo identificados y
reconocidos. Objetivo bdasico de la educacidon matematica no es el perpetuar
conocimientos, 0 avanzar un poco sobre el existente, sino fomentar la creacion de nuevo
conocimiento. La ensefianza no es la meta esencial de esta forma creativa o
contemplativa de la educacion matematica; lo que es fundamental es lograr una posicion

favorable a la creacion de nuevo conocimiento.
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Tarea principal de la educacién matematica consiste en proponer estrategias que
permitan el desarrollo simultaneo de estos dos objetivos, el primero basado en el
concepto de matemdtica como cuerpo utilitario de técnicas y habilidades, pensado y
disefiado para satisfacer necesidades sociales, y el segundo que considera las matematicas
como componentes de un gran cuerpo de modelos del pensamiento y del lenguaje para

simular los fenOmenos anteriores.

En estas ideas resume D’ Ambrosio su reflexion relativa a los fines de la educacion
matematica, sobre los que considera que hay que contemplar una variable mas: los
cambios producidos por el aumento epectacular en el nimero de alumnos. Los cambios
de magnitud en el nimero de alumnos han producido un cambio igualmente
impresionante en el numero de profesores, lo que ha dado lugar al nacimiento de una
nueva comunidad. La nueva situacion genera nuevas estructuras que plantean nuevas

necesidades y favorecen la creacion de nuevos conocimientos.

Pero quizas la reflexion mas actual y completa sobre las funciones de la educacion
. . . 63 .
matematica es la realizada en el trabajo ya comentado de Romberg . En este trabajo se
sistematizan las respuestas a la cuestion ;Por qué se debe ensefiar matematicas?, y se

analizan las dificultades que surgen en cada caso.

Considera Romberg que hay tres grandes categorias de respuestas o justificaciones a

la cuestion planteada:

a) Justificaciones funcionales.
b) Otras justificaciones, que incluyen el desarrollo de las capacidades personales.

c) Problemas relativos a la justificacion.

Pasamos a presentar las ideas mas destacables para nosotros en cada uno de estos

apartados.

63 Romberg T. (1991). Caracteristicas problematicas del curriculo escolar de matematicas.
Revista de Educacion n° 294, pag. 323-406.
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Justificaciones funcionales. Tanto para los alumnos como para la sociedad las
matematicas satisfacen una necesidad funcional de largo alcance. Las escuelas deben
preparar a los alumnos para ser ciudadanos productivos; la formacion especializada de las
matematicas es un requisito previo esencial para el estudio de una amplia variedad de
disciplinas. La cuestion que se plantea de inmediato es: ;cuantas matematicas son

suficientes para todos?.

El NCTM plantea que “los empleados deben estar preparados para comprender las
complejidades y tecnologias de la comunicacion, para plantear cuestiones, asimilar
informacion desconocida y trabajar cooperativamente en equipo”’; todo esto implica que
todos los alumnos en edad escolar deben tener la oportunidad de estudiar mas

matematicas, algo distintas de las que se estudian en el curriculo actual.

Por el contrario, otros educadores creen que al no ser necesario un control y dominio
de los procedimientos algoritmicos que pueden ejecutar las maquinas, la mayor parte de

los nifios no necesitaran estudiar demasiadas matematicas.

Surgen asi, tres cuestiones cruciales:

1) (Qué ideas matematicas seran ttiles para los ciudadanos en el futuro?; hay quien

piensa que las matematicas serdn mas importantes y otros que seran menos importantes.

i1) La segunda se refiere a las creencias sobre diferencias y talentos individuales; los
que apoyan mads cantidad de matematicas minimizan estas diferencias, mientras que los
partidarios del menos consideran que el rendimiento de un alumno debe compararse con
el de los demés. Argumento importante en este segundo planteamiento es la idea del
curriculo diferenciado, que se considera mas eficiente; la diferenciacion debe basarse en
la capacidad, el interés y las necesidades sociales; el riesgo que se corre con la
diferenciacion es el de promocionar una élite intelectual que controle el desarrollo
econdémico y cientifico, lo cual “no es compatible ni con los valores de un sistema

democratico justo ni con sus necesidades economicas”.

iii) La tercera y mds importante cuestion son las razones propuestas por quienes
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estan interesados en la historia de la reforma educativa; las peticiones de reforma para
que todos los alumnos aprendan mdas matematicas y algo distintas, no son nuevas; los
resultados de iniciativas reformistas pueden llevar facilmente a problemas vy
contradicciones; con todo este planteamiento se ha llegado a cuestionar la funcion social
especifica de las matematicas escolares y a sefalar sus diferencias con la disciplina

cientifica de las matematicas.

Keitel insiste en distinguir entre las actividades educativas que fomentan el uso de
las matematicas o el desarrollo de conceptos y procedimientos matematicos y la practica

de las matematicas.

Damerow y Westbury emplean tres niveles de andlisis para delimitar las

matematicas para todos:

a) La distribucién del conocimiento: el conocimiento matematico no es una
prerrogativa de ciertas comunidades culturales; al contrario, las matematicas son

potencialmente adecuadas para todas las personas.

b) El sistema escolar y su integracion en la sociedad: el éxito no procede de los
logros de unos pocos sino de los que obtenga la mayoria; el indice de rendimiento es la

produccion global del sistema escolar, no sélo de los mas aptos.

c) Interaccion en la clase: hay un problema de oportunidades de aprendizaje y de
relacion con la dindmica del proceso de aprendizaje; hay que analizar y poner en cuestion
los supuestos, los modelos y la practica de clasificar y separar a los alumnos.

Otras justificaciones. Entre ellas encontramos usualmente la idea de que se debe
ensefiar matematicas porque se supone que promueven el desarrollo de destrezas de

pensamiento de alto nivel.

La utilidad del esfuerzo y la confianza en el propio trabajo que proporciona la

practica de ejercicios, es otro tipo de justificacion usual.

También se argumenta con frecuencia que las matematicas tienen una belleza

147



propia, que produce satisfaccion a quienes la perciben y sobre cuya valoracion es

conveniente educar a los jovenes.

Como quinto tipo de argumentacion encontramos la necesidad de formar y
promocionar matematicos profesionales; se trata de una justificacion muy arraigada en

muchos profesores.

Finalmente, hay quienes estiman que es util ensefiar matematicas por su
contribucion a nuestra cultura democratica occidental; importante también porque forman

parte de las dimensiones de la personalidad humana.

Problemas. Queda claro que las matematicas se consideran una materia escolar
importante; todas las razones y argumentos expuestos con anterioridad explican,
conjuntamente, el fuerte respaldo que recibe esta materia. Sin embargo, no esta
igualmente clara la correspondencia entre los fundamentos contemplados y las

implicaciones curriculares que se pretenden derivar de los mismos.

En primer lugar, es probable que los diferentes fundamentos impliquen un mayor
protagonismo para determinadas partes de las matematicas; en segundo lugar, también
ocurre que un mismo fundamento se puede emplear para justificar orientaciones
diferentes; en tercer lugar, alin cuando haya acuerdo en las metas, hay disparidades
acusadas entre las metas y la realidad; finalmente, no estd ain bien desarrollada la

justificacion de las matematicas como parte de la cultura.

En resumen, son pocos los especialistas que han justificado adecuadamente la
inclusion de las matematicas en el curriculo escolar. Con frecuencia, las justificaciones
especificas son superficiales, descubren las disparidades entre los fundamentos y las
practicas y no reflejan las relaciones entre los procedimientos matematicos formales y sus

raices socioculturales.

Se abre aqui un nuevo campo de cuestiones cuyo planteamiento, estudio y
resolucion interesa destacadamente a la Educacion Matematica. Por un lado, la
coherencia y ajuste entre las finalidades pretendidas con la ensefianza y aprendizaje de las

matematicas por medio del Sistema Educativo y su realizacion mediante el disefio,
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desarrollo y puesta en practica del curriculo de las matematicas escolares, conlleva todo
un esfuerzo de racionalidad, de delimitacion de contradicciones, de propuestas de ajuste y
ensayo de nuevas soluciones, que permitan cubrir con el minimo de contradicciones las
metas pretendidas. El problema no se plantea en términos de disefiar un curriculo exento
de contradicciones en su enunciado y en su organizacion. El problema consiste en
planificar y llevar a cabo, coordinadamente, la superacion de estas contradicciones. No
basta, y eso lo sabemos bien, con una lista de hermosos enunciados sobre los valores y
utilidad de la matematica que no venga acompafiada de una planificacion adecuada que
indique qué hacer, como hacerlo, cudndo realizarlo y el modo de control y ajuste o
modificacion de las actuaciones. Todo ello plantea un nuevo campo de estudio, trabajo e
investigacion que se viene denominando teoria curricular o disefio, desarrollo y
evaluacion del curriculo de matematicas. Campo de estudio cuyos problemas estan
comenzando a delimitarse con claridad desde hace poco tiempo, y con cuya
sistematizacion se espera poder abordar y avanzar respuestas a las cuestiones aqui

planteadas.

[1.3. MARCO CIENTIFICO Y METODOLOGICO:
I1.3.1. Didactica de la Mateméatica como disciplina.
I1.3.1.1. Necesidad de una fundamentacion para Didactica de la Matematica:

En los apartados anteriores de este proyecto hemos ido poniendo de manifiesto el estado
actual del area de conocimiento que denominamos Didactica de la Matematica. Por un lado,
hemos destacado el amplio campo de problemas a los que tiene que prestar atencion y la
complejidad y diversidad de los mismos; por otra parte, hemos presentado las grandes lineas de
estudio e investigacion que se vienen desarrollando por la comunidad internacional de
investigadores en Educacion Matematica durante los tltimos afios, asi como los antecedentes

mas destacables desde finales del siglo pasado.
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Nos queda por abordar la consideracion de la Didactica de la Matematica como disciplina,
lo que exige explicitar el marco tedrico y metodolédgico en el que, hoy dia, se puede enmarcar
nuestra materia. Diversos autores, hemos visto, ponen de manifiesto la necesidad de contar con
un esquema tedrico bien establecido y unas técnicas y procedimientos especificos para el
estudio, desarrollo e investigacion en este campo. Sin embargo, esta necesidad, que nadie
discute, no debe llevar a una simplificacion excesiva de nuestro campo, ni tampoco a forzar la
aceptacion de cualquier esquema general ad hoc. Antes de sefialar algunos de los componentes
tedricos que deben servir de fundamento a la Didactica de la Matematica, destacaremos algunas

ideas que orientan en esta direccion.

Reflexionando, igualmente, sobre los fundamentos de la Educacion Matematica, Steiner™

desarrolla esta idea de complejidad:

“La Educacion Matemdtica es un campo cuyos dominios de referencia y accion
estdan caracterizados por una extrema complejidad: el complejo fenomeno de las
matemdticas, en su desarrollo actual e historico, y su interrelacion con otras
ciencias, dreas de prdctica, tecnologia y cultura; la estructura compleja de la
ensefianza y la escolarizacion dentro de nuestra sociedad; las condiciones y factores
altamente diferenciados en la cognicion individual y el desarrollo social de los
alumnos, etc. En esta conexion, la gran variedad de grupos de personas diferentes
implicadas en el proceso total juega un papel importante y representa otro aspecto

especifico de la complejidad considerada.

Dentro de este sistema general varios subsistemas han evolucionado. No
siempre trabajan adecuadamente, en particular carecen a menudo de cooperacion e
interconexion miitua. Con respecto a ciertos aspectos y tareas la propia educacion

matemdtica, como disciplina y campo profesional, es uno de estos subsistemas” .

En relacion con la complejidad sefialada, Steiner destaca diferentes visiones y reacciones.

64 Steiner H. G. (1984). Theory of Mathematics Education (TME), en Steiner H.G.; Balacheff N.; Mason J.
y otros. Theory of Mathematics Education. Bielefeld: Institut fiir Didaktik der Mathematik.
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Una de las reacciones a la extrema complejidad de los problemas en educacion matematica es la
opinion de que resulta imposible tratar estos problemas por una via cientifica y que, por tanto, la
educacion matemadtica, nunca va a ser una ciencia o una disciplina con fundamentacion

cientifica.

Otra reaccion contemplada consiste en reducir sistematicamente la complejidad mediante la
seleccion y promocion de un aspecto especial; asi ocurre cuando se destaca el andlisis del
contenido, la construccion del curriculo, los métodos de enseflanza, el desarrollo de las
habilidades en el nifio, las interacciones en el aula o el predominio de los aspectos puramente
metodoldgicos. A menudo esto va acompafiado con la asignacion de un papel predominante en la
orientacion bdsica y los métodos de investigacion en educacion matematica a una de las

disciplinas de referencia: matematicas, epistemologia, pedagogia o sociologia.

De acuerdo con la variedad de reducciones posibles se puede encontrar una variedad de
definiciones distintas sobre educacion matematica, como son por ejemplo, el estudio de las
relaciones entre las matematicas, el individuo y la sociedad; la reconstruccion de las matematicas
del momento en un nivel elemental; el desarrollo y evaluacion de cursos para la ensefianza de las
matematicas; el estudio del conocimiento matematico, sus tipos, representacion y crecimiento; el
estudio del comportamiento de los alumnos cuando aprenden matematicas; el estudio y
desarrollo de las competencias del profesor; el estudio de las comunicaciones e interacciones en

el aula, etc.

De acuerdo con las interpretaciones anteriores, y con otras que puedan realizarse, la
educacion matematica puede caracterizarse de distintas formas: como un campo especial de las
matematicas, como una rama particular de la epistemologia, como una tecnologia, como un
subapartado de la pedagogia o la didactica general, como una ciencia social, como una ciencia

aplicada, etc.

Todos estos puntos de vista aportan algun elemento importante para la educacion
matemética, pero ninguno de ellos agota o reduce su campo de estudio. Como Steiner® indica,

parece que “es necesaria una base tedrica que nos permita entender e identificar las diferentes

%5 Steiner H. G. (1984). Obra citada.

151



posiciones, aspectos e intenciones que subyacen a las distintas definiciones en uso de educacion
matemdtica, para analizar las relaciones entre estas posiciones e intentar una cOmprension
dialéctica conjunta de su totalidad”. Nosotros afadimos que esta comprension e integracion de
las diferentes disciplinas bésicas antes mencionadas -matemadticas, epistemologia, pedagogia,
psicologia y sociologia- dificilmente se puede intentar cuando la consideracion que se haga de
cada una de ellas esté en desequilibrio, siendo muy alta para algunas y escasa o inexistente para

otras.

Por eso mismo, antes de avanzar en los intentos de sistematizar la Didactica de la
Matematica como disiciplina autdbnoma, parece ineludible realizar una reflexion detallada sobre
las aportaciones realizadas desde las disciplinas basicas a nuestro campo, sefialando los
conceptos mas productivos, poniendo de manifiesto los avances conseguidos y los campos de
estudio que han logrado una sistematica en la seleccion, planteamiento y resolucion de

problemas relevantes para la educaciéon matematica.

En el estado actual, y por lo que se refiere a la fundamentacion de la Didéctica de la
Matematica como area cientifica, sobre unos supuestos teodricos explicitos, de cardcter bien
epistemologico, psicoldgico, sociologico o pedagogico, no se ha alcanzado un marco autébnomo
unificado, no existe acuerdo en la comunidad de teodricos, investigadores y practicos sobre cual

es la Teoria de la Educacion Matematica.

El mismo Steiner es consciente de esta situacion cuando senala:

“el debate actual sobre el estatus de la Educacion Matemdtica como una
ciencia estd enfocado mds hacia cuestiones tales como si estd cercano a lo que (en
sentido de Kuhn) se entiende por ciencia normal, a las relaciones entre teoria y

prdctica, y a los problemas de la interdisciplinariedad” .

Seria una trivialidad por nuestra parte disminuir las exigencias formales, teodricas y
metodoldgicas en relacion con la Educacion Matematica; igualmente, seria un error dedicar
todos los esfuerzos y preocupaciones a establecer un marco tedrico unificado que permitiese la
comparabilidad con las disciplinas ya establecidas. Dentro de la comunidad hay profesionales
dedicados a cuestiones de fundamentacion, a los que expresamos todo nuestro respeto, pero no

debe olvidarse que no es ese el objetivo exclusivo, ni siquiera el principal, de la Educacion
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Matematica.

El profesional de la Educacion Matematica se encuentra ante una serie de disciplinas ya
constituidas, y con un alto grado de desarrollo y especializacion, como son los distintos campos
de la Matematica, la Pedagogia, la Psicologia, la Sociologia y la Epistemologia. Estas
disciplinas, actuando conjuntamente, permiten el avance en el conocimiento sobre los procesos
de comunicacion, ensefianza y aprendizaje de las matematicas. La interaccion entre ellas permite
no confundir el objeto propio de estudio de cada una de las disciplinas mencionadas,
separadamente, con las aportaciones que realizan a nuestra area. Esta idea la expresa Fischbein

claramente en relacion con la Psicologia®® :

“La educacion matemdtica tiene sus propios problemas psicologicos que un
psicologo profesional nunca encontraria en su propia drea. No me imagino a un
psicologo interesado en los tipos especificos de representaciones que aparecen en
matemdticas - desde los grdficos que representan funciones, a las diversas clases de
morfismos o a la dindmica del simbolismo matemdtico (Janvier, 1987)-. No me
imagino a un psicologo cognitivo interesado en los problemas del infinito
matemdtico con sus facetas y dificultades. Para manejar tales problemas, hace falta
un sistema particular de conceptos ademds de los generales basados en la
psicologia. Incluso los conceptos psicologicos usuales, adquieren nuevos
significados a la luz de las matemdticas y de la educacion matemdtica. Permitaseme
mencionar algunos de los conceptos inventados como consecuencia de estos
esfuerzos: concepto imagen y concepto definicion (Vinner y Tall), campo conceptual
(Vergnaud), intuiciones primarias y secundarias (Fischbein). Los conceptos
psicologicos tradicionales como: resolucion de problemas, representacion,
comprension y aprendizaje, se llenan de un contenido mucho mds rico en relacion

con la actividad matemdtica” .

De nuevo, Steiner®” marca la linea de reflexion:

66 Fischbein E. (1990). Introduction en Kilpatrick J. & Nesher P.: Mathematics and Cognition.
Cambridge: Cambridge University Press.

67 Steiner H. G. Obra citada.
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“Creo que supondria un peligro y una restriccion inadecuada la insistencia en
encontrar teorias con fundamentacion propia para la educacion matemdtica. La
naturaleza de la materia y sus problemas necesitan un acercamiento interdisciplinar
y podria ser un error no hacer una utilizacion significativa del conocimiento que
otras disciplinas han producido ya en relacion con aspectos especificos de estos
problemas. Debiéramos ser capaces de una cooperacion interdisciplinar que no
supone, en el momento actual, tomar prestadas teorias ya hechas y adaptarlas a las
condiciones de las matemdticas escolares; existe una relacion mds profunda entre

las disciplinas.”

Esta es nuestra posicion: la Matematica, la Epistemologia, la Pedagogia, la Psicologia y la
Sociologia, establecen -conjuntamente- el marco tedrico y metodoldgico en el que se plantean,
estudian e investigan los problemas y cuestiones de la Educacion Matematica. No cabe
confusion entre las cuestiones prioritarias de cada una de esas materias y las de la Educacion
Matematica: se distingue que un problema es de nuestra drea de conocimiento cuando estan
implicados procesos de comunicacién, ensefianza y aprendizaje de las matemadticas, y
postulamos que en su estudio y resolucion se apela a las cinco disciplinas citadas de una manera
especial que trasciende e integra las aportaciones concretas de cada una de ellas. Esto lo
ejemplificaremos detalladamente al presentar los temas 11 a 32 de la Asignatura Didéctica de la

Matematica, en el apartado I11.2 de este Proyecto.

En lo que sigue vamos a ir considerando las aportaciones mas significativas de cada una de

las disciplinas mencionadas a la Didactica de la Matematica.

I1.3.1.2. Aportaciones de la Matematica:

Hablar de aportaciones de la Matematica en Educaciéon Matematica puede resultar
redundante ya que el conocimiento matematico es parte sustancial de nuestra area. Prescindiendo
de las matematicas nos quedariamos s6lo con la componente educativa y habriamos abandonado
nuestro propio territorio para trabajar en un campo totalmente distinto. Por tanto, es obvio que el
conocimiento matematico no proporciona una aportacion mas o menos valiosa a la Educacion
Matematica sino que constituye uno de sus elementos definitorios. Sin embargo, también es
cierto que la Educacion Matematica considera este conocimiento desde una perspectiva diferente

de la que lo hacen cada una de las disciplinas que caen bajo la denominacién genérica de
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Matematicas.

Si buscamos descripciones de las diversas disciplinas matematicas, encontramos que:

“el Algebra se ocupa de las propiedades de conjuntos dotados de estructura
algebraica, que viene dada por operaciones internas y externas con propiedades

especiales”®; “la Geometria es la parte de la matemdtica dedicada al estudio de los

. . . . 69 RO
espacios y de las transformaciones propias de los mismos””"; “el Andlisis es aquella
parte de la matemdtica que consiste esencialmente en la teoria de la aproximacion y

70

el estudio de las funciones”"” , o también “que es la prolongacion moderna del

cdlculo infinitesimal, con el estudio de las funciones, de conjuntos provistos de

71 L. .
” - “la Estadistica es la ciencia del

estructuras topologicas y de sus relaciones
tratamiento de la informacion que contiene las series de datos procedentes de
observaciones de fenomenos colectivos, en que el gran niimero de factores de
variacion que intervienen hace necesarios modelos probabilisticos para que las
conclusiones, leyes o decisiones basadas en los mismos, se les pueda asignar una

. 0 T2
confianza medible

En todos los casos, el objeto de estudio es un campo de conceptos obtenidos por
abstraccion y generalizacion, presentados simbdlicamente, adaptados a un tipo de procesamiento
mecanico que llamamos formalizacion y cuyas relaciones mutuas estan sometidas a un proceso

de prueba y control llamado demostracion.

“Las demostraciones sirven simultdneamente a muchos fines. Al ser expuestas

%8 Reinhard F. & Soeder H. (1984). Atlas de matematicas I. Madrid: Alianza.

69 Real Academia de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales (1990). Vocabulario Cientifico y
Técnico.
Madrid: Espasa-Calpe.

70 Real Academia de Ciencias Exactas. Obra citada.
' Bouvier A. & George M. (1984). Diccionario de Matematicas. Madrid: Akal.

2 Real Academia de Ciencias Exactas. Obra citada.
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al escrutinio y enjuiciamiento de auditorios nuevos, quedan sujetas a un proceso
constante de critica y revalidacion. Su presentacion continuada permite eliminar y
depurar de ellas los errores, anbigiiedades y malentendidos. La demostracion
conlleva respetabilidad; es el sello de la autoridad. En los casos mejores, la
demostracion da una comprension mds profunda al revelar el alma del problema. La
demostracion sugiere nuevos desarrollos. El novel que estudia demostraciones se
estd acercando a la creacion de nuevas matemdticas. La demostracion es energia

. T3
matemdtica”

Los objetivos y conceptos que estudia cada una de las disciplinas matematicas son, como
se ha dicho, diferentes; también existen ciertas diferencias en sus procedimientos propios, pero,

no cabe duda que comparten una serie de rasgos que no tiene la Educacion Matematica.

Las distintas disciplinas matematicas son pensadas y constituidas por seres humanos; son
objeto de comunicacion dentro de una comunidad, que cuida especialmente la justeza y precision
en las interpretaciones posibles; y forman parte de aquella seleccion de conocimientos
privilegiados que hemos elegido para transmitir a las generaciones en formacioén. En estos
procesos de creacion, comunicacion asimilacion y transmision esta el objeto de la Educacion
Matematica; como se ve, diferenciado claramente de los de las diversas disciplinas de la
Matematica, pero ligado indisolublemente a ellas. Por ello hemos dicho anteriormente que es la
fuerza de los contenidos matematicos la que establece el caracter especifico de nuestra area de

conocimiento.

Cada una de las disciplinas matematicas aporta a la Educacion Matematica una serie de
conceptos y procedimientos sobre cuya construccion y transmision debe reflexionar, estudiar e
investigar. Un concepto matematico admite diversas aproximaciones; las proposiciones o
propiedades pueden alcanzarse, usualmente, por mas de una via; el campo de aplicaciones y
problemas que surgen en cada caso también es amplio y variado. Todas esas posibilidades se
pueden presentar y organizar de muy diversos modos y no cabe duda, que en algunos casos, la
comprension de los aprendices se va a ver facilitada o entorpecida por el modo en que se les

presente y transmita la informacion. El producto y resultado de la actividad matemadtica, en sus

& Davis P. & Hersch R. (1988). Experiencia Matematica. Barcelona: Labor.
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diferentes opciones, en cuanto ofrece pautas para nuevas construcciones y organizaciones, €s
objeto explicito de estudio de la Educacion Matematica; es lo que suele denominarse analisis de

contenidos.

También las disciplinas matematicas aportan un campo de aplicaciones de cada uno de sus
principales conceptos y procedimientos en las otras disciplinas. En estos casos las matematicas
ofrecen modelos y se emplean como herramienta. La aplicabilidad de los conocimientos
matematicos estd en relacion directa con el mundo de fendomenos a los cuales modeliza. El
estudio de la fenomenologia de cada campo conceptual y su empleo sistematico durante los
procesos de ensefianza es un factor decisivo para el logro de una correcta comprension y un
aprendizaje completo. Por ello, las aportaciones que cada disciplina matematica hace en este

sentido a la Educacién Matematica, son decisivas.

Finalmente, y para concluir este andlisis general, hay que considerar una tercera aportacion
procedente del campo de la Matematica. Nos referimos a la historia. Cada una de las disciplinas
de la matematica ha tenido una evolucion a lo largo de la historia. Muchos de los conceptos y
procedimientos que hoy dia utilizamos son resultado de un largo proceso de adaptacion,
reelaboracion y depuracion. Han sido necesarias, a veces, muchas generaciones de pensadores
reelaborando los conceptos y de técnicos aplicandolos, para alcanzar el grado aparente de
simplicidad, precision y justeza con el que hoy se presentan la mayor parte de los conocimientos
matematicos. Pero esto, que desde el punto de vista conceptual es claramente ventajoso, desde la
perspectiva de su ensefianza y aprendizaje puede convertirse en un obstaculo. Por ello, el
conocimiento de la historia de las matematicas, de las diversas conceptualizaciones que ha
experimentado un determinado conocimiento o de las limitaciones impuestas por el modo de
simbolizacion o por las reglas de procedimiento que en cada época se han tenido en cuenta, es
una informacion muy valiosa a la hora de organizar la ensefianza y el aprendizaje del
conocimiento en cuestion; también permite tipificar algunas de las dificultades que encuentran

los alumnos e interpretar los posibles errores que cometen.

“ El estudio de los obstdculos encontrados por los matemdticos en el pasado nos ayuda a
interpretar los errores cometidos por los estudiantes de hoy; a su vez, el estudio de los errores,
de las dificultades y de las falsas conceptualizaciones de los estudiantes aporta algo de luz a
nuestra comprension de la historia de la matemdtica (Arsac, 1987; Sierpinska, 1985). Aun

reconociendo que la coleccion de problemas con los que los estudiantes pueden
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aprovechadamente chocar es diferente de la coleccion de problemas que los cientificos se han
encontrado a lo largo de la historia, es esencial, para la educacion matemdtica, el considerar la

. . .. 74
relacion entre conocimiento y problemas.”

La Educacion Matematica, pues, no es ajena al campo de estudio y trabajo de la
Matematica, sino que esta en estrecho contacto con él. Muchos investigadores en matematicas
han sido grandes didactas y han hecho aportaciones considerables a la ensefianza de las
matematicas. El campo de profesionales en Educacion Matematica tiene su fuente principal en

los matematicos en tanto que la ensefianza es una actividad profesional clave en estas disciplinas.

I1.3.1.3. Aportaciones de la Epistemologia.

A lo largo de la historia la conexion entre matemadticos y filosofos y, mas tarde en
particular, con los filésofos preocupados por los problemas del conocimiento ha sido
permanente. La historia del pensamiento ha enlazado, en multitud de ocasiones en una misma
persona, las reflexiones derivadas de la naturaleza y posibilidades del conocimiento y los
estudios sobre el conocimiento matematico, e incluso, la produccion de nuevo conocimiento
matematico. Los nombres de Descartes, Pascal, Kant y, mas recientemente, Poincar¢, Russell,

Polya, Lakatos, son so6lo una breve muestra de esta conexion permanente.

La Epistemologia, ya lo hemos indicado en otro apartado de este Proyecto, ha servido para

7 Vergnaud G. (1990). Epistemologia y psicologia de la Educacién Matematica, en Kilpatrikc J. &
Nesher P.: Mathematics and Cognition. Cambridge: Cambridge University Press.
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fundamentar diversas conceptualizaciones de la matematica a lo largo de la historia, entre las que
el formalismo, el intuicionismo y el logicismo son las mas recientes. También ha servido para
poner en cuestion los fundamentos supuestos de las matematicas en cada época; por otra parte,
las matematicas por su modo peculiar de argumentacion, construccion tedrica, busqueda de
coherencia interna y de justificacion han proporcionado a la Epistemologia un campo de
reflexion, estudio y debate. Recientemente, sobre todo a partir de los trabajos de Piaget, el
interés de la Epistemologia se ha extendido al campo de la Educacion Matematica. Asi lo pone

de manifiesto Vergnaud” :

“A la epistemologia no le interesa solo el fundamento de la matemdtica, como parecen
sugerir los debates sobre la posibilidad de reducir la aritmética a la l6gica (Carnap, 1931/1964;
Godel, 1947/1974; Russell, 1919) o sobre el intuicionismo (Brouwer, 1913/1964; Heyting,
1956). Se necesita la epistemologia en todos los “pisos” del edificio matemdtico, cada vez que
necesitamos clarificar la relacion del conocimiento matemdtico con los problemas.

Diferentes problemas involucran diferentes propiedades del mismo concepto y diferentes
conceptos.

La relacion del conocimiento con los problemas que hay que resolver y la situacion que ha
de ser tratada, hace que también sea relevante el considerar la influencia del entorno cultural
en el aprendizaje y la ensefianza de las matemdticas. La educacion matemdtica es un proceso
social que ocurre en el seno de diferentes culturas y de sociedades diferentes con diferentes
organizaciones escolares, diferentes trasplanos filosoficos y diferentes metas. El significado de
la educacion matemdtica cambia de una sociedad tecnologica altamente desarrollada a una
sociedad rural tradicional. Es también diferente para distintos subgrupos de la misma sociedad.
Las matemadticas estdn empezando a ser importantes para todo el mundo: necesitamos algo de
matemdticas para comprender las mdquinas asistidas por ordenador, la contabilidad y la
tecnologia convencional, y también para dar sentido a la informacion que llega a nosotros
procedente de los medios de comunicacion. Si la matemdtica no es solo una parte de nuestra
cultura cientifica sino también un 1iitil lote de competencias y concepciones para una gran
variedad de actividades, profesionales o no, entonces debemos revisar, de manera global, la
filosofia de la educacion matemdtica.

Necesitamos preguntarnos acerca de las representaciones mentales implicitas que tienen

> Vergnaud G. (1990). Obra citada.
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los profesores, los padres, los tutores, los que toman decisiones y los investigadores sobre las
matemdticas y sobre la educacion matemdtica. Necesitamos preguntarnos acerca de los
curriculos, no tomarlos como una base segura. Necesitamos preguntarnos acerca de los libros
de texto; los materiales informdticos; y también sobre las costumbres, concepciones y decisiones
de los profesores desde el punto de vista no solo de su adecuacion sociologica y psicologica,

sino también de su fundamento epistemologico.”

La idea de Vergnaud, ampliamente compartida por la comunidad de educadores
matematicos, es que la complejidad de problemas planteados en este area de conocimiento hace
cada vez mas necesaria una clasificacion y desarrollo epistemoldgicos que proporcionen
coherencia a los trabajos, investigaciones y supuestos tedricos que se estdn desarrollando en este

campo.

Desde hace unos afios se viene trabajando en esta linea, que se est4 convirtiendo en una
especialidad propia dentro de la Educacion Matematica. Quizas el Institut fiir Didaktik der
Mathematik, de la Universidad de Bielefeld haya sido el centro en el que més se haya trabajado
en esta linea, siendo el Profesor Steiner uno de sus mayores impulsores. Aunque el nimero de
publicaciones sobre estos topicos se ha incrementado considerablemente en los ultimos afios,
vamos a seguir un trabajo’® de este Profesor para sefialar algunos aspectos filosoficos y

epistemologicos de las matematicas y la influencia sobre su ensefianza y aprendizaje.

Comienza por sefialar que dentro de la lista de cuestiones relevantes en la filosofia de las

matematicas, se pueden incluir las siguientes:

1. Cuestiones de justificacion del saber matemadtico -contexto de justificacion- y, en
particular, el papel de la prueba en este contexto.

2. Lazos existentes entre las matematicas puras y las aplicadas, metodologia de la
matematizacion y la modelizacion.

3. Papel de los problemas y de la resolucion de problemas en la matematica.

4. Papel de los modos de representacion y de conocimiento.

7® Steiner H. G. (1987). Philosophical and epistemological aspects of Mathematics and their Interaction
whith Teory and Practice in Mathematics Education. For the Learning of Mathematics. Vol. 7 pgs 7-13.
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5. Dindmica de la aparicion y desarrollo de los contextos y de las teorias y lugar de la
demostracion en este contexto.

6. Relaciones existentes entre justificacion, aplicacion y desarrollo.

Se incluyen, pues, cuestiones epistemoldgicas puesto que se hace referencia a teorias del
conocimiento y de la ciencia. Pero son las relaciones con las ciencias de la educacion y sobre

todo con la didactica de la matematica lo que constituye el nucleo de esta reflexion.

En primer lugar tenemos que algunas concepciones filosoficas y epistemoldgicas de las
matematicas juegan un papel esencial en la organizacion de la ensefianza matematica. Es
importante destacar que la matematica escolar, por su ubicacidon histérica y social en la
institucion escolar, por los procesos que de ahi se derivan de interaccion social, contrato
didactico, transposicion didactica, asi como por el particularismo de sus concepciones en cuanto
al objeto que le es propio, el particularismo de sus modos de trabajo o de interpretacion o bien el
de sus herramientas de representacion y los medios que pone en marcha para sus actividades,
constituye una matematica de un género particular y, por tanto, un dominio de fenémenos y de
datos epistemologicos especificos. Hay divergencias entre las filosofias de las matematicas
explicita o implicitamente subyacentes a lo que piensan los profesores y a lo que expresa el
curriculo oficial y la realidad y los problemas epistemolédgicos de las matematicas escolares, y
estas divergencias son considerables, constituyendo un objeto importante de investigaciéon en

didactica de la matematica.

Para destacar la influencia reciproca que tienen los aspectos filosoficos y epistemoldgicos

de las matematicas con la teoria y practica de la ensefianza de las matematicas enuncia dos tesis:

Primera tesis: Hay concepciones sobre las matematicas méas o menos elaboradas,
epistemologias, metodologias o filosofias de las matematicas en su totalidad, o de alguna de sus
partes, que contienen de manera general y a menudo implicitamente orientaciones para su

ensenanza asi como elementos teoricos de didactica de la matematica.

Segunda tesis: Los conceptos que se refieren al aprendizaje y la ensefianza de las
matematicas, y mas especificamente los programas, los trabajos pedagogicos, los didacticos y los
metodoldgicos, la determinacion de objetivos, los elementos de investigacion en didéctica de la

matematica, etc, pero también las teorias subjetivas que tienen los ensefiantes sobre su ensefianza
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asi como los juicios metacognitivos realizados sobre la ensenanza de las matematicas y el
aprendizaje de las propias matematicas por los alumnos se refieren, a menudo de manera

implicita, a aspectos bien determinados de una filosofia de las matematicas.

Para sostener estas tesis Steiner aporta distintos ejemplos en los que un planteamiento
filosofico o epistemoldgico sobre la naturaleza de las matematicas tiene implicaciones
didacticas. Ejemplos clasicos encontramos en la utilizacién que hizo Piaget en su epistemologia
genética de las estructuras de Bourbaqui; en el peso que concede Bruner a la estructura de la
disciplina en su ensefianza y aprendizaje; el comentario de Proclo a los Elementos de Euclides
muestra una teoria del aprendizaje en la que se concede una importancia particular a la dialéctica
analisis/sintesis. También lo apreciamos analizando desde una vision filosofica y epistemologica
conceptos mas restringidos como el concepto de funcion fundado sobre la teoria de conjuntos, la
interpretacion logica de las variables como lugares vacios o la utilizacion del programa de
Erlangen de F. Klein para realizar una clarificacion de las geometrias en términos de los grupos
de transformaciones.

En este mismo trabajo realiza también una evaluacion critica de las filosofias de las
matematicas desde el punto de vista de una epistemologia empirica y descriptiva, proponiendo el
desarrollo de orientaciones filoséficas fecundas para la ensefianza y aprendizaje de las
matematicas. Para ello formula su propuesta en otras cuatro tesis, que son continuacion de las

anteriores.

Tercera Tesis: No hay una filosofia de las matematicas destacable, constante y universal.
Parece oportuno emprender evaluaciones sobre las concepciones que tienen los matematicos, o
sobre las filosofias de los matematicos, consideradas por su fecundidad en lo que concierne a

ciertos problemas y para establecer criterios adecuados.

En razon del conocimiento del hecho de que existen concepciones y aspectos de las
matematicas que se muestran en ciertas situaciones muy infructuosos y acttian como obstaculos

para el aprendizaje y la ensefianza de las matematicas, es por lo que se formula la siguiente tesis.

Cuarta Tesis: para la didactica de las matemadticas es necesario elegir o desarrollar
filosofias de las matematicas en las que, entre otras, las diferentes formas del saber, las
dindmicas objetivas o subjetivas del desarrollo, la capacidad para establecer relaciones asi como

la referencia a las aplicaciones, las dimensiones personal y social y la relatividad de la
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matematica, se tengan en cuenta en su totalidad.

Quinta Tesis: Una filosofia de la matematica del tipo indicado deberéd formar parte de una
enseflanza de las matematicas de tipo reflexivo y contribuir, incluso con los alumnos, al
desarrollo de un meta-saber adecuado relativo a las matematicas y a sus relaciones con la

matematica.

Sexta Tesis: La didactica de la matematica tomada en su conjunto tiene necesidad de una
teoria marco que englobe las filosofias adecuadas de las matemadticas y que, en sus tareas de
integracion y de sintesis (entre las que se encuentran las regulaciones necesarias de las relaciones
que se establecen con las disciplinas que estan en conexion con ella asi como con la practica), se

apoyen sobre estas filosofias.
Como se ve, la riqueza de interconexiones y la necesidad de una profundizaciéon sobre las

bases epistemologicas de la Educacién Matematica hacen que este campo sea uno de los mas

prometedores para un avance en la fundamentacion de nuestra area de conocimiento.
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I1.3.2. Aportaciones de la Pedagogia.

El término Pedagogia, como el término Matematica, es un término genérico con el que
nos referimos a la ciencia general de la educacion, “la ciencia que se ocupa de la educaciéon en
todo su campo; la Pedagdgia en este sentido es, para muchos, lo que llaman Ciencias de la
Educacion””” . Bajo el término Pedagogia encontramos una serie de teorias y disciplinas
especializadas que estudian cientificamente el amplio campo de fenémenos que surgen de la
educacion, realizando en ocasiones un desarrollo tecnoldgico posterior. Desde el punto de vista
de nuestro interés por su aportacion a la Didéctica de la Matematica nos vamos a limitar a la
consideracion de tres materias, si bien es cierto que la casi totalidad de disciplinas pedagogicas

pueden conectarse con nuestra Area de conocimiento. Las materias que vamos a estudiar son:

- Teoria de la Educacion.
- Didactica General.

- Teoria Curricular.

I1.3.2.1. Teoria de la Educacion y Didactica de la Matematica.

Nos hemos venido refiriendo en este proyecto, indistintamente, a la Educacion
Matematica y a la Didactica de la Matematica ya que, en ambos casos, el campo de estudio se
refiere a los procesos de ensefianza y aprendizaje de las matematicas, y se toman como
referencias equivalentes dentro de la comunidad de especialistas. El término Educacion
Matematica es usual en la comunidad anglo-parlante, mientras que el término Didactica de la
Matematica es usual dentro de los paises de la Europa continental y en sus areas de influencia.
Entre los especialistas, el uso de una u otra denominacion, viene a indicar cudl es la comunidad
de referencia. Sin embargo, recientemente se ha introducido en Espafia el término Educacion
Matematica con un significado coincidente en muchos puntos, pero no equivalente, al de
Didactica de la Matematica. Estas diferencias tienen que ver con los significados usualmente

atribuidos a los términos “educacion” y “didactica”. Por educacion se entiende “genéricamente,

7 Quintana J. M* (1988). Teoria de la Educacion. Madrid: Dikinson, pags. 24 y sgs.
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el proceso por el cual todo humano se incorpora al patrimonio cultural de la comunidad en la que
va desarrollandose su existencia, al tiempo que se integra en el grupo y se especifica como
individuo singular”. "® Para el término Didéctica encontramos que “es la disciplina que explica
los procesos de ensenanza-aprendizaje para proponer su realizacion consecuente con las

finalidades educativas”. "’

El concepto de Educacion da prioridad a la reflexion cultural y antropologica, hace
referencia a un sistema de valores, necesita una fundamentacion ética y conlleva unas

implicaciones sociales y politicas.

El concepto de Didactica destaca la dimension racional y organizativa, hace referencia a
un sistema educativo institucional, necesita una fundamentacioén cientifica y conlleva unas

implicaciones normativas y técnicas.

Simplificando convenientemente, podemos decir que la Didéctica establece unos

fundamentos para la planificacion racional y la ejecucion técnica de una Teoria de la Educacion.

En otros apartados de este proyecto hemos visto cémo la situacion general de la
enseflanza-aprendizaje de las matematicas queda mejor expresada con el término Educacion
Matematica que con el de Didactica de la Matematica. Limitarnos en muchas ocasiones solo a la
reflexion didactica sin considerar las componentes educativas puede ser una simplificacion

excesiva.

Dede el punto de vista cientifico la Didactica de la Matematica necesita fundamentarse en
una Teoria de la Educacion Matematica. Muchos de los estudios antropologicos, culturales, y
sociologicos que se han emprendido recientemente, estdn elaborando y desarrollando conceptos

adecuados de esa Teoria de la Educacion Matematica, aun sin culminar.

Aportacion importante, desde el campo de la Pedagogia, a la Teoria de la Educacioén

78 Santillana (1991). Tecnologia Educativa. Madrid: Aula XXI, pags. 179-180.

7 Contreras J. (1990). Ensefianza, Curriculum y Profesorado. Madrid: Akal.
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Matematica y a la Didactica de la Matematica es la que realiza la disciplina Teoria de la
Educacion. Es importante tener en cuenta que ya existe un estudio sistematico y organizado,

sobre Educacion, que trabaja a nivel teorico.

La Teoria de la Educacion considera la Educacion, basicamente, desde tres perspectivas
complementarias. En primer lugar, como dmbito especulativo que se limita a la comprension de
una realidad, precindiendo de su aplicacion para solucionar problemas. En segundo lugar, como
unidad explicativa compleja, convierte la Educacion en un campo cientifico, de manera que
englobando un conjunto de hipdtesis, merced a una coordinacion logica de principios,
proposiciones y leyes, proporciona un esquema explicativo que permite entender tanto la
naturaleza como el funcionamiento de la Educacion. Esta perspectiva aporta un nivel de

formalizacion al estudio sobre Educacion que proporciona respetabilidad epistemologica.

Dado el interés de los profesionales de la Matematica por la formalizacion y la
elaboracion de modelos interpretativos, los desarrollos y esquematizaciones tedricas de caracter
formal sobre Educacion, presentan un interés destacable para muchos educadores matematicos
cuya formacion inicial es la de matematico.

La complejidad de los fendmenos educativos y la variedad de factores implicados no han
permitido la elaboracion de modelos convincentes y de leyes generales y muchos creen que eso
no serd nunca posible. No obstante, la Teoria de la Educacién proporciona un marco explicativo

suficientemente solido, cuyo conocimiento interesa considerar en nuestra area.

Y, en tercer término, la teoria se concibe como proceso de observacion/descripcion de los
fenomenos educativos, mediante el que se obtienen conocimientos sobre un objeto. En este
sentido la teoria aporta una organizacion de los estudios e investigaciones educativas, asume e
integra datos e informaciones haciendo una descripcion lo més exhaustiva posible. Estas tres
perspectivas, conjuntamente, constituyen el marco de referencia de la Teoria de la Educacion.

De este modo puede abordar tres objetivos generales:
1) Considerar cientificamente la educacion en toda su realidad.

i1) Explicar pedagdgicamente la naturaleza de la educacién y la intencionalidad del acto

educativo.
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iii) Realizar una categorizacion epistemologica del fenomeno de la educacion.™

Una nocion clave en el surgimiento y desarrollo de la Teoria de la Educacion es la nocion
de formacion. Por lo que se refiere a la educacion matematica la nocidon de formacion ha estado
ligada, principalmente, con los componentes conceptuales y procedimentales del conocimiento
matematico; algunos especialistas han considerado también las estrategias y toma de decisiones
para la resolucion de problemas, pero solo en fechas muy recientes ha empezado a tenerse en
cuenta elementos afectivos y actitudinales como destacables en la formacion que proporcionan

las matematicas.

Dentro de la nocién de formacion, cuestion clave es la relacion que tiene el sujeto con el
conocimiento matematico. Podemos hablar, alternativamente de absorber, recibir, adquirir,
descubrir, sintetizar, construir o inventar los conceptos y procedimientos matematicos.
Independientemente de la fundamentacion psicoldgica que sustente la opcidn elegida, no cabe
duda que cada uno de los verbos anteriores plantea una relaciéon con el conocimiento y una
nocion de formacion en matematicas diferente. Sin pretender alcanzar respuestas absolutas, la
Teoria de la Educacion debe proporcionar ideas claras a la Educacion Matematica sobre la

nocion general de formacion.

El concepto clave en Teoria de la Educacion es el propio concepto de educacion, que
presenta, por su propia naturaleza, una problematicidad intrinseca. A lo largo de la historia este
concepto se ha rehecho en multitud de ocasiones, oscilando entre diversas opciones de un
continuo, cuyos extremos los marcan el Naturalismo, por un lado, y el Culturalismo, por otro,
siendo el Humanismo realista uno de sus puntos centrales. La educacion ha sido una nocion
clave en la historia del pensamiento y ha estado sometida a multiples elaboraciones por parte de
filosofos y pensadores. Esto ha permitido considerar multitud de facetas y extraer las
consecuencias logicas de conceder prioridad a determinadas ideas y principios sobre la
educacion. También ha hecho surgir una serie de antinomias clasicas, que siguen expresando

problemas reales del hecho educativo.

Todas estas cuestiones no son triviales para el trabajo que se realiza en el Area de

80" Quintana J. M® (1988). Obra citada.
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Didactica de la Matematica y, puesto que la Teoria de la Educacion existe hoy dia como
disciplina diferenciada, no cabe duda que sus conclusiones generales constituyen parte

importante de la fundamentacion de nuestra area de conocimiento.
I1.3.2.2. Didactica General y Didactica de la Matematica.

La Didactica General la hemos caracterizado anteriormente como la disciplina que explica
los procesos de ensefianza-aprendizaje para proponer su realizacién consecuentemente con las
finalidades educativas. Destaca asi una dimension explicativa, que profundiza en Ila
comprension, y una dimension proyectiva, que incluye una valoracion moral, relacionandose

ambas dimensiones dialécticamente.

Establecer un concepto claro de ensefianza, delimitando agentes, funciones, planificacion,
realizacion, implicaciones y valoracion de la misma, es uno de los cometidos de la Didactica
General. La ensefianza se ha descrito como una actividad intencional, disefiada para dar lugar al
aprendizaje de los alumnos. Ligar la ensefianza con el aprendizaje pone de manifiesto el
entramado de acciones y efectos que se generan en las situaciones de instruccion. El aprendizaje
es el resultado y efecto de asumir y realizar las funciones de alumno, no es algo que se siga
automaticamente de la enseflanza como causa. Tarea central de la ensefianza consiste en hacer
posible al alumno la realizacion de las tareas de aprendizaje. La ensefianza no es un fenomeno de
provocacion de aprendizajes sino una situacién social, sometida a las variaciones de las
interacciones entre los participantes, a las presiones exteriores y a las definiciones institucionales
de los papeles que esos participantes deben desempefiar. Las tareas de ensefianza, mas que
realizar la transmision de conocimientos, tienen que proporcionar al alumno instrucciones sobre

como realizar las tareas de aprendizaje.

Desde este punto de vista, los procesos de ensefianza-aprendizaje son, a la vez, un
fendmeno que se vive y se crea desde dentro; son procesos de interaccion e intercambio dirigidos
por determinadas intenciones. Los procesos de ensefianza-aprendizaje son “el sistema de
comunicacion intencional que se produce en un marco institucional y en el que se generan

. . . 81
estrategias encaminadas a provocar el aprendizaje”.

81 Contreras J. Obra citada.
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De esta descripcion conviene destacar tres ideas, en relacion con los procesos de

enseflanza-aprendizaje.

1) Ocurren en un contexto institucional.
i1) Los procesos de ensefianza/aprendizaje se pueden interpretar mediante los esquemas de
los sistemas de comunicacion humana.

ii1) El sentido interno de estos procesos esta en hacer posible el aprendizaje.
Entender los procesos de ensefianza/aprendizaje, en su auténtica naturaleza, significa
entenderlos en la dindmica social de la que son parte y en el analisis critico de las auténticas

tareas que realiza.

. . . . . 82
El siguiente esquema sintetiza las ideas anteriores = :

Estas reflexiones sobre el significado de la ensefanza y de los procesos de ensefianza-

aprendizaje son especialmente importantes para las matematicas. La vision convencional del

82 Contreras J. Obra citada. Tomado de Barnes D. (1976). From Communication to Curriculum.
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profesor recreando el conocimiento matematico ante el alumno mediante el enunciado de los
axiomas y proposiciones convenientes, con el desarrollo deductivo formal posterior de las
pruebas y demostraciones correspondientes, que es asimilado por el alumno mediante copia de
los procedimientos mostrados, es un esquema excesivamente simple, que falsea la naturaleza de
los procesos de ensefianza-aprendizaje en matematicas. La reflexion realizada desde la Didactica
General para profundizar en la naturaleza de estos procesos debe impulsar la reflexion

correspondiente en Didactica de la Matematica.

Un segundo punto importante lo encontramos al considerar que la Didactica trata de
desarrollar un aparato cientifico basado en la capacidad de prediccion de los fendmenos
didacticos, para garantizar mediante la capacidad de anticipacion el control de los procesos y los
resultados, al actuar dentro de un marco conocido. Enunciar proposiciones predictivas con
respecto a los sucesos didacticos supone entenderlos e interpretarlos como fendémenos sometidos
a una regularidad suficiente como para anticipar cudl serd el comportamiento posterior o

consecuencia.®

Hay una critica a una lectura demasiado simplista sobre la necesidad de controlar los
procesos y resultados de las personas participantes, de sus relaciones, aprendizajes y conductas.
Cuando se quiere evitar que nada quede fuera de control se dirige el orden social de la escuela,
provocando la aparicion -a veces - de técnicas depuradas de control social. Gran parte de las
criticas que se han hecho a la orientacion tecnoldgica de la Didactica estd en ese caracter de
necesidad inevitable que imprime a sus conclusiones forzando a un ajuste casi mecénico y ritual

a los esquemas de actuacion prescritos como mas adecuados.

La ensefianza de las matemadticas tiene ciertos aspectos, relativos al aprendizaje de
algoritmos y dominio de las destrezas correspondientes, que se ajustan con facilidad al esquema
tecnologico. Sin embargo, reducir los procesos de ensefianza/aprendizaje de las matematicas a

estos elementos es una simplificacion abusiva y contraproducente.

Tarea de los investigadores es recordar a cada generacion de practicos que lo que parece

un proceso natural que ocurre en el contexto de una institucion natural es, en realidad, un

83 Contreras J. Obra citada.
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proceso socialmente construido en una institucion socialmente construida.

Por otra parte, la comprension de los procesos de ensefianza-aprendizaje no se agota en el
analisis y comprension de los acontecimientos del aula; la ensefianza necesita de la elaboracion
de estrategias para interpretar y acortar las distancias entre las condiciones de la realidad y las
aspiraciones educativas. Esto lleva a considerar qué procesos intervienen en la formacion del
conocimiento de los alumnos en las clases y qué relacion guarda tanto con lo que se ensefia
explicita como implicitamente; de donde procede el conocimiento que se enseia en la escuela;
quién y como lo selecciona y bajo qué intereses, argumentos y suposiciones; qué relacion hay
entre las decisiones curriculares y los participantes en el aula; a qué intereses sirve la escuela y

coémo se realizan a través de todos los procesos mencionados.

También la Didactica estudia el papel del Profesor en cuanto figura fundamental en el
desarrollo de las estrategias de ensefianza. Finalmente, la Didactica en cuanto ciencia de la
ensefianza, esta moralmente comprometida con la intervencion educativa; esta influencia en la
realidad educativa implica la adopcion de una posicion de valor para el andlisis y de un
compromiso con la préctica para la realizacion de esos ideales.

Todas estas cuestiones, analizadas, debatidas y organizadas por la Didactica General
ofrecen un apoyo indiscutible a la Didactica de la Matematica, cuya necesidad estd fuera de

discusion.

Hay otra aportacion de la Didéactica General a nuestra area de conocimiento, que es la
relativa a la fundamentacion epistemologica de la Didactica, y que se concreta en dos cuestiones
principales: en primer lugar, cudl es el caracter del conocimiento que genera; la naturaleza

cientifica de ese conocimiento, en segundo lugar.

El primer problema expresa la dificultad de la relacion entre el conocimiento y la accion;
se ha dicho que la Didéactica es la disciplina que explica los procesos de ensefianza-aprendizaje
para proponer su realizacion, lo que implica una dependencia del componente explicativo
respecto del compromiso con la practica y, por tanto, la practica debe constituir la fuente de
contrastacion de la Didactica. Una de las dificultades de esta doble faceta explicativa-normativa
de la Didactica consiste en aclarar qué constituye una explicacion genuinamente didactica. Al
hacer el balance de la situacion actual de la investigacion en Didéactica de las Matematicas, en el

apartado 1I-2-2, siguiendo a Kilpatrick, ya vimos esta tension entre teoria y practica y los
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planteamientos de superacion de la disyuntiva que nos ofrecia este autor, siguiendo y
desarrollando las reflexiones criticas de Carr y Kemmis™, realizadas desde la Didactica General.
La naturaleza del conocimiento generado por la Didactica de la Matematica es una cuestion
abierta, que no puede aislarse de las reflexiones realizadas sobre la naturaleza del conocimiento
que proporciona la Didactica. Cualquier opcion epistemoldgica en el campo de la Didactica tiene
su version correspondiente para la Didéctica de la Matematica; mas atin, cuando el especialista
de Didactica de la Matematica reflexiona a este nivel de abstraccion estd haciendo un trabajo
como didacta, como pedagogo, en general, lo cual es legitimo si se hace con el rigor y
honestidad adecuados, pero no esta reflexionando sobre cuestiones que afectan tnicamente a la

ensefianza/aprendizaje de las matematicas, sino a la ensefianza-aprendizaje en general.

En esta perspectiva epistemologica general, tiene también sentido la discusion sobre si las
disciplinas educativas son o no cientificas. Parece haber dos razones diferentes en la base de esta
discusion. La primera de ellas afecta igualmente a todas las ciencias sociales, y se plantea el
identificar la ciencia mediante planteamientos positivistas y, por tanto, niega el cardcter de
ciencia a toda disciplina que no se acomode en sus formas tedricas y en sus practicas

metodologicas al modelo de ciencias fisico-naturales.

La segunda razon es especifica de la Didactica ya que, a diferencia de las restantes
ciencias sociales, que tienen un compromiso tedrico, las disciplinas educativas tienen un fuerte
compromiso practico, es decir, su fin tltimo no es limitarse a saber como funcionan las practicas
educativas -por importante que pueda ser sino a conocer cémo se alcanzan determinadas
aspiraciones educativas; establecer el caracter cientifico de una disciplina de estas caracteristicas

necesita de una justificacion propia.

Benedito®, despues de una revision de las principales tendencias y enfoques en relacion con la
teoria del conocimiento cientifico, que incluye las ideas y planteamientos tanto de la ortodoxia
analitica como de enfoques alternativos, entre los que incluye a Piaget, Kuhn, Bunge y Lakatos, asi

como las aportaciones de autores espanoles, como Quintanilla y Pérez Goémez, plantea la cuestion en

84 Carr W. & Kemmis S. (1988). Teoria critica de la ensefianza. Barcelona: Martinez Roca.

85 . .y T ‘s e - .
Benedito V. (1987). Introduccion a la Didactica. Fundamentacion tedrica y disefio curricular.
Barcelona: Barcanova.
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los siguientes términos: “La Did4ctica, ;ciencia, tecnologia o técnica?”’, desarrollando a continuacion

su defensa de la Didéctica como ciencia en 22 proposiciones, que pasamos a resumir:

1. Las diferencias entre ciencias de la naturaleza y ciencias sociales son cuestiones de
grado y de nivel de elaboracion.

2. La dimension ideologica del conocimiento cientifico es el motor de desarrollo cientifico.
En diddctica, las ideologias son imprescindibles en los programas de investigacion
cientifica (Quintanilla).

3. La relacion entre objeto y sujeto es caracteristica y propia de las ciencias humanas vy,
por tanto, de la Diddctica.

4. El concepto de racionalidad cientifica ha de tomar en consideracion los aspectos
contextuales, psicosociales, del mundo fdctico e institucional.

5. Una teoria cientifica no es lo mismo que su formulacion lingiiistica, pero ambas cosas no
estan refiidas; se ha de buscar y alcanzar - en la medida de lo posible- la mdxima
claridad y rigor en los términos.

6. Los conceptos y principios han de relacionarse en conformidad con las leyes de la logica
para formar un cuerpo integrado de hipotesis y leyes.

7. La diddctica presenta dificultades epistemologicas en torno al método de investigacion.
El problema y la dificultad a superar es el grado de precision en la observacion de los
hechos.

8. La diddctica como ciencia ha de tender a formar un cuerpo creciente de conocimientos
que se caracterizan por la racionalidad, sistematicidad, exactitud, verificabilidad y
falibilidad. El conjunto de ideas y teorias establecidas provisionalmente forman el
conocimiento cientifico de la diddctica.

9. La estructura explicativa de las teorias diddcticas se ha de configurar a partir de una
rigurosa investigacion cientifica y tecnolégica que descienda a marcos reales y
prdcticos.

10. La evidencia o apoyo empirico es condicion de validez de una teoria cientifica. Los
conceptos, principios e hipotesis derivados de una teoria han de someterse a
verificacion y falsacion experimentales.

11. La concepcion sobre el hombre y el mundo ha de planear sobre la investigacion y sobre
la aplicacion prdctica de lo investigado.

12. La interrelacion y la pluralidad metodologicas parece, en el momento actual, la mejor

opcion posible. El tinico criterio para la exclusion de un método es su falta de rigor.
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13. Las metodologias de los programas de investigacion o de los paradigmas proporcionan
a la diddctica un marco coherente de investigacion.

14. El conocimiento cientifico en diddctica se caracteriza por su provisionalidad, por su
CONSIrUCCIOn y reconstruccion permanentes.

15. La normatividad diddctica ha de construirse a partir de resultados de investigacion
contrastados; nuevas investigaciones pueden modificar la norma.

16. El progreso cientifico exige tolerancia, tenacidad y proliferacion de teorias; una
buisqueda del contraste y variedad de perspectivas.

17. El peligro de la subjetividad debe superarse mediante un procedimiento metodologico
depurado, pruevas evidentes y el contraste y contraposicion de resultados.

18. Los paradigmas alternativos deben disponer de tiempo y oportunidades para su
consolidacion.

19. En el momento actual, el paradigma ecologico parece el mds adecuado para
fundamentar y desarrollar el concepto cientifico de la Diddctica.

20. El cardcter pragmdtico, de utilidad social, de la investigacion diddctica debe primar
sobre cualquier otro aspecto a la hora de seleccionar niicleos de contenidos y temas
sobre los que volcar la investigacion.

21. También hay que revisar y elaborar teorias que vayan conformando los fundamentos y
estructuras del edificio diddctico.

22. El uso de esquemas formales, como el de Bunge, para los campos de investigacion
puede tener valor instrumental en Diddctica cuando se trata de concretar, situar y

aclarar teorias, modelos, niicleos temdticos de investigacion, etc.

No obstante, Benedito no limita su andlisis a las consideraciones anteriores sino que
contempla, igualmente, la didactica como saber tecnoldgico y como hacer técnico, entendiendo
que estas tres dimensiones: cientifica, tecnoldgica y técnica, delimitan con mayor claridad el
estatus epistemologico de la Didactica ya hemos dicho con anterioridad que no entra dentro de
nuestras preocupaciones prioritarias establecer aqui una fundamentacion sobre el caracter
cientifico de la Didactica de la Matematica, pero entendemos que la clarificacion de estas
cuestiones contribuye a la delimitaciéon y avance de este Area de Conocimiento. También
entendemos que el estatus epistemologico de la Didactica de la Matematica tiene dos fuentes de
legitimacion: una tedrica y comun a todas las disciplinas didécticas; otra especifica y procedente
de las aportaciones e investigaciones hechas desde su propio campo de trabajo y estudio, que ya

hemos comentado previamente.
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I1.3.2.3. Teoria Curricular y Didactica de la Matematica.

La puesta en practica de los procesos de ensenanza-aprendizaje necesita de una
organizacion y planificacion y unos criterios claros de desarrollo. El Sistema Escolar es un
sistema complejo de organizacion, disefiado para producir unos determinados resultados, que
denominamos educacion institucional. La transmision y adquisicion de conocimientos y también
de valores, conductas, reglas de actuacion, actitudes, habilidades y destrezas necesitan de un
entramado complejo de relaciones sociales institucionales y personales, cuya planificacion y

criterios de realizacion los estudia la Teoria Curricular.

La Teoria Curricular se ocupa de todos los elementos que intervienen en la planificacion,
ejecucion y control de cualquier plan de formacion o de cualquier formacién planificada. Se trata
de una disciplina que procede del campo de la Didactica y, por tanto, es prescriptiva y
organizativa. Sin embargo, tiene su fundamento en una consideracion profunda de qué es y en
qué consiste la educacion, para dar razon de la especificidad de la educacion institucionalizada.

Conecta, pues, con las dos disciplinas consideradas anteriormente.

La Teoria Curricular, en nuestro caso, se ocupa de explicitar detalladamente todos los
elementos, y las relaciones estructurales entre ellos, que definen un plan de formaciéon en
Educacion Matematica.

El concepto de Curriculo es un nocidon compleja, suceptible de diferentes analisis y
niveles de reflexion. Stenhouse™ considera que Curriculo significa plan de formacion, que
expresa, por un lado, lo que debiera ocurrir - teoria - y, por otro lado, lo que de hecho ocurre -

practica-.

8 Stenhouse L. (1984 ). Investigacion y Desarrollo del Curriculo. Madrid: Morata.
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Howson, Keitel y Kilpatrick® establecen que el curriculo comprende metas, contenidos,

métodos y medios de valoracion, y debe destacar el papel del profesor.

En los documentos elaborados por el Ministerio de Educacion y Ciencia®™ se establece
que Curriculo es un proyecto que determina los objetivos de la educacion escolar, promueve el
desarrollo e incorporacion de la cultura y propone un plan de acciodn; asi se satisfacen dos tipos
de funciones diferentes: explicitar las intenciones educativas, que se expresan en el Disefio del
Curriculo, y servir de guia para la practica, lo cual se logra en el Desarrollo del Curriculo. De
este modo, el curriculo responde a una serie de cuestiones fundamentales, como son: ;qué

ensefiar?, ;cuando ensefiar?, y ;qué, cobmo, cuando evaluar?.

Nosotros hemos elaborado nuestra propia nocioén de curriculo, que ya presentamos en el
apartado 11.2.5 de este Proyecto sobre la base de cinco componentes fundamentales que, a
nuestro juicio, cubren toda la variedad de planes de formacion y, en particular, los derivados de

la Educacion Matematica. Esquematizando las ideas ya presentadas, tenemos:

" Howson G., Keitel C., Kilpatrick J. (1981 ). Curriculum Development in Mathematics. Cambridge:
Cambridge University Press.

% MEC (1989 ). Disefio Curricular Base. Educacion Secundaria Obligatoria. Madrid: Servicio
Publicaciones del MEC.
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Delimitar los componentes que hacen viable un plan de formacioén no es una actividad
superflua ya que cada uno de ellos es determinante para la realizacion de ese plan y el
cumplimiento de las metas previstas. Ya hemos visto en otro apartado de este Proyecto que la
cuestion ;jPor qué se ensefian matematicas? es clave en el campo de la Educacion Matematica,
situada en el centro de una red compleja de opciones y prioridades, y cuya resolucion resulta
problematica. La toma de decisiones que acompafian a la eleccion de las metas en Educacion
Matematica y a su puesta en practica y realizacion necesitan de un marco teorico claro, que viene

determinado por la Teoria Curricular.

Hay otro campo de reflexion menos general que el anterior. Una vez elegido el marco
tedrico la concreccion del curriculo tiene diferentes niveles de responsabilidad: el nivel de la
practica escolar, el nivel administrativo y el nivel politico. Hay una serie de decisiones que
afectan al modo concreto en que la Educacion Matematica se va a poner en practica. Hay una
responsabilidad del Centro, de su Equipo Educativo y de su Consejo Escolar, hay una
responsabilidad de los Profesores que constituyen el Seminario de Matematicas, y, finalmente,
hay una responsabilidad de cada Profesor singular. El esquema de trabajo sobre el que se
articulan las distintas responsabilidades en la practica escolar consta de cuatro elementos o

componentes basicas:

* Objetivos.
* Contenidos.
* Metodologia.

* Evaluacion.

Estas cuatro componentes no se presentan aisladas, sino que entre si estan interconectadas
de tal modo que cualquier modificacion sobre una de ellas afecta al resto. Las cuatro

componentes constituyen un sistema interno, que gestiona usualmente el Equipo Docente.
La importancia de las componentes anteriores la encontramos recogida en la LOGSE: “ Se

entiende por curriculo el conjunto de objetivos, contenidos, métodos pedagdgicos y criterios de

evaluacion de cada uno de los niveles, etapas, ciclos, grados y modalidades del sistema
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%% Mucho antes, y con relacion a la Educacion

educativo que regulan la practica docente
e . . . . . 90 . ~
Matematica, ya hemos indicado que encontramos esta misma idea en Steiner , quien sefiala que

las cuatro dimensiones del concepto curriculo son: objetivos, contenidos, método y evaluacion.

Una representacion esquemadtica de las relaciones entre estas cuatro componentes o

dimensiones del concepto de Curriculo a nivel docente viene dada por el siguiente tetraedro:

El sistema anterior no puede considerarse aislado, sino que se integra en otro sistema mas
amplio, cuya responsabilidad y gestion corresponde a la Administracion educativa, y que, a su
vez, tiene unos componentes o dimensiones prioritarias: Metas, Conocimientos, Profesorado y
Alumnado. Esquemadticamente lo visualizamos asi, destacando que el nuevo Sistema abarca al

anterior.

89 Ley Organica 1/1990 de 3 de Octubre, de Ordenacion General del Sistema Educativo.
BOE n°238 de 4 octubre de 1990. Madrid.

%0 Steiner H. (1980). Institut fiir Didaktik der Mathematik: Comaparative Studies of Mathematics
Curricula. Change and Stability 1969-1980. Bielefeld. IDM Universitét Bielefeld.
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El esquema identifica cada componente del sistema exterior como dual de un componente
del sistema interior; también sitiia los componentes del sistema interno en un plano determinado
por tres componentes del sistema externo. Este doble sistema no lo entendemos como estatico
sino como dinamico, y la mayor o menor fuerza de las relaciones entre sus componentes hace
que el equilibrio entre ellas tenga su centro de gravedad mas o menos desplazado y

condicionado.

A su vez, el tercer nivel de responsabilidad, que es el nivel de las decisiones generales
sobre politica educativa, viene determinado por otras cuatro componentes principales sobre las
que se establecen prioridades y se toman decisiones. Estas cuatro componentes o categorias son:
Ciudadano, Sociedad, Cultura y Educacion y entre ellas determinan un nuevo sistema de

relaciones, que se integra con los anteriores, y cuya representacion esquematica es como sigue:
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La Teoria Curricular proporciona un marco para el estudio detallado de los niveles de
analisis, reflexion y responsabilidad en la puesta en practica de un plan de formacion; también
distingue las componentes principales en cada uno de los niveles, las relaciones entre ellas y la
conexion con las del nivel anterior; finalmente, proporciona un esquema para analizar

detalladamente cada una de esas componentes y su intervencion en Educacion Matematica.

No se agota la Teoria Curricular en las aportaciones anteriores, ya que el estudio detallado
de cada una de las componentes que hemos explicitado estd proporcionando una informacion
sistematizada, unos esquemas de estudio y reflexion y unos campos de estudio e investigacion
ricos y complejos, aun por desarrollar en Educacion Matematica; pensemos solamente en los
estudios sobre Evaluacion en Matemadtica y en el interés que estdn provocando estos ultimos
afios. Por no hacer este apartado excesivamente extenso nos vamos a limitar a mencionar otras
dos aportaciones importantes de la Teoria Curricular a la Educacion Matematica. En primer
lugar queremos referirnos a la preparacion de documentos curriculares que planifiquen la
realizacion del trabajo en el aula con cardcter inmediato; nos referimos a los documentos
conocidos hasta ahora como Programaciones, que también se pueden denominar como Disefio de
una Unidad Didéctica o de un bloque. Estos disefios deben contemplar las cuatro componentes
principales de todo disefio: objetivos, contenidos, metodologia y evaluacion. Sin embargo, en la
mayor parte de los casos, la informacién que transmiten estas cuatro componentes para el
desarrollo de un tema concreto resulta insuficiente por esquemadtica y limitada. Son necesarios
otros descriptores que incorporen la riqueza conceptual, procedimental y actitudinal de cada

bloque de contenidos, sus potencialidades metodologicas, aplicaciones, modelos,
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representaciones, materiales y recursos; la concreccion formativa o utilitaria de cada contenido;
el modo de diagnosticar, corregir, orientar y valorar en cada caso. Estos descriptores, su
sistematizacion y uso, constituyen también parte importante de la aportacion de la Teoria
Curricular a la Educacién Matematica, y ya veremos su interés en el desarrollo del Programa de

la Asignatura Didactica de la Matemadtica en el Bachillerato.

Para concluir, queremos también indicar que gran parte de los disefios quedarian
incompletos si no vinieran complementados por materiales concretos que proponen y organizan
secuencias de trabajo para los alumnos. Los libros, fichas, guiones de trabajo, software
educativo, juegos e instrucciones, problemas, situaciones abiertas, materiales, etc, constituyen el
complemento ineludible de todo plan de formacidon en matemadticas. Recientemente se estd
tratando de sistematizar este campo de trabajo con la denominacidon genérica de Ingenieria
Didactica. La ingenieria de la Didéctica de la Matematica es también un campo de estudio, atin

abierto, procedente de la Teoria Curricular.

I1.3.3. Aportaciones de la Psicologia.

En apartados anteriores de este Proyecto se ha visto la influencia destacable que ha tenido

la Psicologia sobre el campo de la Educaciéon Matematica, desde el comienzo mismo de la
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aparicion de ambas disciplinas. La Educacion Matematica ofrece un campo de problemas con
caracteristicas bien definidas que han recibido atencidn por parte de la Psicologia. La Psicologia
ha ofrecido y ofrece una variedad de marcos tedricos y metodolégicos con los que plantear y
estudiar cuestiones importantes para la Educacion Matematica, sistematizar e interpretar datos e
informaciones procedentes de la experiencia y avanzar respuestas a cuestiones planteadas. Esta
relacion mutua, que ha enriquecido a las dos disciplinas, la hemos apreciado desde los
comienzos de la investigacion en Educacion Matematica; también hemos considerado el
predominio de cuestiones cognitivas al tratar de establecer los principales problemas de la
Educacion Matematica; igualmente, hemos visto que en el desarrollo actual de la Educacion
Matematica es imprescindible un cierto dominio del campo de la psicologia, en tanto que es
obligado plantearse y tratar de buscar respuesta a cuestiones generales, de fundamentacion
psicologica, como las siguientes: ;Coémo piensa la gente cuando trabaja en matematicas?, ;Como
se desarrolla la comprension de los conceptos matematicos?, ;Qué hacen las personas cuando
ejecutan tareas matematicas?, ;Como se desarrolla la comprension de los conceptos
matematicos?, ;Qué hacen las personas cuando ejecutan tareas matematicas?, ;Como se aprende

a pensar de forma matematica?.

La Psicologia ha hecho aportaciones importantes a la Educacion Matematica; en este
apartado vamos a presentar y comentar tres areas de dominio psicoldégico que tienen influencia
destacable y contribuyen al avance de la Educacion Matemadtica, sefialando algunas de sus

caracteristicas mas significativas para nuestra materia en cada caso. Nos vamos a referir a:

* La psicologia cognitiva y el modelo de procesamiento de la informacion.
* Psicologia de la Educacion.

* Constructivismo.

I1.3.31. Psicologia cognitiva. Modelo de procesamiento de la informacion.

En este apartado seguimos las ideas y el planteamiento de Mayer.”'

o1 Mayer R. (1981). El futuro de la Psicologia Cognitiva. Madrid: Alianza Universidad.
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Por Psicologia cognitiva se entiende el andlisis cientifico de los procesos mentales y

estructuras de memoria humanas con el fin de comprender la conducta humana.

“Andlisis cientifico” -alude al como-. No podemos observar los sucesos mentales
privados, solo pueden inferirse a partir de la conducta de alguien. Los psicologos cognitivos
tienen que disefiar métodos cientificos para observar la vida mental indirectamente. Los
principales instrumentos de la psicologia cognitiva son técnicas de andlisis que permiten dividir

las actividades globales de la mente en componentes que se puedan medir.

“Procesos y estructuras mentales”. La psicologia cognitiva estudia lo que ocurre dentro
de la cabeza de una persona cuando realiza una tarea determinada -es decir, procesos mentales- y
el modo en que la persona almacena y utiliza su conocimiento para realizar la tarea - es decir, las

estructuras mentales-.

“Comprender la conducta humana” . El objetivo de la psicologia cognitiva es describir los
sucesos cognitivos con claridad y precision, para predecir y comprender mejor la conducta

humana.

La psicologia cognitiva se caracteriza porque su objeto de conocimiento es la actividad
racional o mental humana, su método es el andlisis cientifico de las estructuras y procesos

mentales y su objetivo es comprender la conducta humana.

La actividad matematica es un caso de actividad racional humana, con caracteristicas bien
definidas, que resulta especialmente adecuada para el analisis cientifico y que forma parte del

campo de interés de la psicologia cognitiva.

Entre los precedentes de la psicologia cognitiva tenemos el conductismo, con el que

conviene sefalar y establecer diferencias claras.

El conductismo tiene como objetivo comprender la conducta humana pero, a diferencia de
la psicologia cognitiva, nunca intenta comprender ni estudiar los procesos internos que subyacen
a la conducta. Sin embargo, se atiene a los métodos rigurosos de la ciencia, ain cuando las

técnicas especificas son distintas. Finalmente, reduce su objeto al estudio de las leyes de la
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conducta, y no estudia los sucesos que no son observables directamente.

Como ya se ha indicado en otro apartado de este Proyecto, el conductismo ha tenido una
influencia considerable en los primeros estudios e investigaciones en Educacion Matematica, asi
como en la fundamentacion psicologica de los procesos de instruccion, influencia que atn hoy

dia es facil detectar.

Instrumentos de la psicologia cognitiva. Cuatro de los instrumentos mas importantes en

psicologia cognitiva, para el estudio de la conducta humana, son los siguientes:

i. Analisis del sistema de procesamiento de informacién. Se basa en la idea de que las

personas somos procesadores de informacidon: recibimos informaciéon, modificamos la
informaciéon mediante una operacion mental, aplicamos la informacion mediante una operacion
mental, aplicamos otra operacion que la vuelve a modificar, y asi sucesivamente hasta que se
llega a un resultado disponible para almacenar en la memoria o para generar una conducta

especifica.

El modelo de procesamiento de la informacion hace referencia a las diferentes

organizaciones a que se somete la informacion a medida que pasa a través del sistema.

ii. Analisis de Procesos Cognitivos. Esta técnica de analisis consiste en elegir una tarea

intelectual, observar a una persona como resuelve el problema y preguntarle sobre lo que hace,
analizar el proceso en pequefias partes consistentes en procesos (manipulacion de cosas) y
decisiones (comprobaciones de algo); después hay que confrontar el modelo de proceso que se
ha construido con la conducta humana real. El modelo procesal de la tarea estudiada debe poder
escribirse en forma de un programa de ordenador, de un diagrama de flujo, o de alglin otro

modo.

iii. Analisis de estructuras cognitivas. Existen técnicas para representar el conocimiento de

una persona que conoce una historia u otro tipo de informacioén verbal. La informacion se analiza
en funciéon de grandes apartados y de las relaciones entre ellos; seguidamente se compara el

modelo estructural con las actuaciones reales de los sujetos.

iv. Analisis de estrategias. El cuarto de los principales instrumentos de la psicologia
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cognitiva estd relacionado con la investigacion de las técnicas que utilizan las personas para
controlar los diferentes fragmentos de informaciéon que poseen. Estas técnicas se conocen con el

nombre de estrategias cognitivas.

Veamos mas en detalle algunas caracteristicas de estos cuatro instrumentos y algunas

contribuciones realizadas a la Educacion Matematica.

Procesamiento de la informacion.

El instrumento cognitivo mas util para explicar y estudiar el problema de las diferencias
en las aptitudes es el modelo general del procesamiento de la informacion. Idea fundamental es
que todos los seres humanos estan equipados basicamente con el mismo sistema de
procesamiento de informacion (SPI).

Los componentes principales del sistema de procesamiento son:

i. Almacen sensorial a corto plazo (ASCP). Tiene una capacidad de memoria grande o

ilimitada; el modo de almacenamiento es exacto y sensorial; la duracion es muy breve ya que se

desvanece en medio segundo.

ii. Memoria a corto plazo y memoria en funcionamiento (MCP-MF). Tiene una capacidad

limitada (7 “chunks”); la informacion se transforma y se almacena por repeticion y repaso; la
duracién es mayor: unos 18 sg. sin repaso; la informacion se pierde por falta de repaso o por

desplazamiento debido a nueva informacion.

iii. Memoria a largo plazo (MLP). Tiene capacidad ilimitada; el modo de almacenamiento

es organizado y significativo; la duracion se supone permanente y por ello no se contempla la
pérdida de la informacion sino el fallo en la recuperacion o la interferencia de otras

informaciones.

Esquemadticamente, el modelo de procesamiento de la informacidn, tiene las siguientes

185



92

93

e‘[apas:92

Analizar las aptitudes en términos de los componentes del sistema de procesamiento de la
informacion consiste en analizarlas en términos de las caracteristicas de los almacenes de

memoria y los procesos que intervienen en la ejecucion de una tarea determinada.

El modelo de procesamiento de la informacion se ha aplicado al estudio de una variedad
de tareas tales como estudios sobre Atencion, Discriminacion, Reconocimiento de Patrones, etc.
Entre las aplicaciones de interés para las matematicas se encuentran los estudios relativos a

. ., . . .93
tareas de induccion, que pasamos a describir brevemente, siguiendo a Pellegrino™ .

Se entiende por Induccion el desarrollo de reglas, ideas o conceptos generales a partir de
grupos especificos de ejemplos. Al analizar semejanzas y diferencias entre experiencias
especificas se extraen las caracteristicas generales de las clases de objetos, sucesos y situaciones.
Se aplican estas generalizaciones a nuevas experiencias, se refinan y modifican y asi pasan a

formar parte de nuestra base de conocimientos permanentes.

Mayer R. Obra citada.
Reed, S. (1988). Cognition. Brooks-Cole Pub. Comp. C.A.

Pellegrino J. (1986). Capacidad de Razonamiento inductivo, en R. Stenberg: Las capacidades
humanas. Barcelona: Labor.
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Tareas de induccion: Todas las tareas de razonamiento inductivo tienen la misma
propiedad basica. Se presentan un grupo de estimulos a un sujeto y su tarea consiste en inferir el
modelo o regla estructural, de forma que se pueda generar o seleccionar una continuacion

apropiada del modelo.

Se dan una variedad de tareas diferentes: clasificaciones, series incompletas, analogias y
matrices. En las tareas de induccion se trabaja también sobre una variedad de contenidos: letras,

numeros, palabras, figuras.

El procesamiento de la informacioén aborda el estudio de las tareas de razonamiento

inductivo planteando tres cuestiones generales:

1°. (Cuales son los procesos psicologicos basicos implicados en la resolucion de

problemas de razonamiento inductivo?

La respuesta consiste en proponer una hipotesis sobre cuales son los procesos mentales
necesarios para enfrentarse al contenido y a la estructura de un problema. Parte de la hipdtesis
debe incluir suposiciones sobre la secuencia en que se presentan o ejecutan los procesos y

proponer un esquema interpretativo tedrico.

2°. (Cudles son las predicciones de las hipdtesis y el esquema tedrico asociado y como

podemos probar su validez?

Normalmente, la hipdtesis debe basarse en una teoria que proporcione predicciones
explicativas sobre las diferencias entre tareas de induccion. Se pueden hacer experimentos para
falsar esa teoria. Se debe conseguir una teoria que explique y prediga el rendimiento.

3°. (Cémo se diferencian las personas?

La teoria debe proporcionar una base para analizar detalladamente las diferencias

individuales en velocidad y seguridad de ejecucion.

Veamos el modo en que el procesamiento de la informacién ha hecho el estudio de un tipo
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concreto de razonamiento inductivo: las series numéricas incompletas.

Se consideran tres componentes en el proceso de completar series:

* Primera componente: deteccion de relaciones; hay que examinar la serie y emitir una

hipotesis de como un elemento de la serie estd relacionado con otro.
En series de letras hay tres relaciones bésicas: identidad, continuidad, precedencia.
En series de nimeros hay mayor varided de relaciones: tipo de operacion, variacion en la

magnitud de la operacion, combinacion de operaciones.

* Segunda componente: descubrimiento de la periodicidad.

La longitud del periodo es el numero de elementos que constituyen un ciclo completo del

modelo en el que actuan las relaciones detectadas.

Hay dos enfoques para descubrir la periodicidad de las series:

i. enfoque adyacente: se descubre el periodo observando las interrupciones regulares en
las relaciones entre elementos adyacentes.

ii. enfoque no adyacente: se descubre la longitud del periodo observando algun intervalo

regular en el que se repita una relacion.

* Tercera componente: finalizacion de la descripcion del modelo.

Localizado el periodo - su longitud- hay que determinar las relaciones establecidas entre
las restantes posiciones dentro del periodo, se llega asi a definir de forma completa la regla de la

secuencia.

* Cuarta Componente: extrapolacion.

Los resultados obtenidos de los estudios realizados sobre la base del modelo anterior han

aportado las siguientes evidencias:

La solucion de un problema de series no puede subdividirse en tiempos discretos para

cada unos de los diferentes componentes.
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Uno de los factores més importantes que afectan a a la exactitud de la solucion de
problemas de series numéricas es el nimero de espacios de la memoria que se necesitan para

representar el modelo de un item.

La capacidad para manejar grandes cantidades de informacién y reglas mas complejas
también puede ser atribuible a diferencias en los conocimientos. Los adultos son mas capaces en
el manejo de reglas numéricas mas complejas.

Los nifios presentan un mejor rendimiento en problemas de series basados en relaciones
de adicion y sustraccion que en los que se basan en relaciones de multiplicacion y division. Los
problemas de series incompletas son indices sensibles de la capacidad de resolucion de

problemas y de razonamiento inductivo.

El razonamiento inductivo es un elemento destacable en el razonamiento matematico, por
ello el estudio de los procesos psicologicos implicados en la resolucion de series incompletas, en
particular, y de analogias, en general, tienen interés para el conocimiento e interpretacion del
razonamiento matematico. El procesamiento de la informacion aborda el problema de las

habilidades y procedimientos mediante el disefio de modelos para los procesos cognitivos.
Modelos de procesos cognitivos.

Segun el enfoque cognitivo las personas no aprenden conductas directamente, sino que
adquieren procedimientos de orden superior o sistemas de reglas que se utilizan para generar

conductas en multiples situaciones.

Para abordar el problema de las habilidades de procedimiento los psic6logos han tenido
que desarrollar instrumentos rigurosos que permitieran analizar un proceso cognitivo en sus
partes; y han aplicado con éxito técnicas diferentes para analizar formalmente y especificar el

conocimiento procedimental que utiliza una persona ante un problema dado.
Hay dos formas utiles de representar el conocimiento procedimental: escribir un programa
y dibujar diagramas de flujo. Un programa es una lista de cosas que hay que hacer, empezando

desde arriba y siguiendo paso a paso las instrucciones.

Las técnicas de andlisis de procesos cognitivos se han empleado con éxito al estudio de
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coémo los nifios ejecutan procedimientos aritméticos, permitiendo prever, detectar, diagnosticar y
corregir errores en la ejecucion de tareas algoritmicas en aritmética. El enfoque cognitivo
contempla el aprendizaje como la adquisicién de procedimientos cada vez mas potentes. Este
enfoque es bastante prometedor respecto del tipo de cambio que es necesario introducir en el

modo de llevar a cabo la instruccidn escolar.

Modelos de Estructuras Cognitivas.

El problema del conocimiento verbal. Gran parte de lo que sabemos sobre el mundo nos
llega como informacion verbal. Cuando escuchamos o leemos informacion verbal siempre
tendemos a recordar algo u olvidar algo y también a afiadir y cambiar cosas. ;Cual es el proceso
por el que adquirimos nueva informacion verbal? ;Cémo lo almacenamos en la memoria? Estas

preguntas constituyen lo que podria llamarse el problema del conocimiento verbal.

El enfoque cognitivo del problema del aprendizaje verbal consiste en intentar analizar este
conocimiento verbal en sus partes e indicar la estructura en la que se enlazan éstas. Por ello, un
modelo estructural del conocimiento verbal de una persona consiste generalmente en elementos
y relaciones entre esos elementos. Dos de las técnicas mdas utiles para representar el
conocimiento verbal son las redes y los arboles. Una red es un diagrama en el que los elementos
principales se sefialan mediante cuadros u dvalos y las relaciones entre ellos se indican con
flechas. Un arbol es un diagrama que comienza en un nivel superior, se ramifica en un segundo

nivel, este a su vez, se ramifica en un tercero, etc.

Una variante de la representacion mediante red es la del mapa conceptual, elaborada por
Novak y Gowin, que viene utilizandose recientemente con €xito para representar y analizar el
conocimiento declarativo que tienen las personas en relacion con el dominio conceptual del
conocimiento matematico. Esta técnica permite establecer los nucleos o unidades informativas

de que dispone un sujeto en relacion con un contenido concreto y las relaciones que es capaz de
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establecer estre ellas. Las ausencias o carencias en la representacion permiten detectar posibles
fallos o lagunas en el dominio conceptual correspondiente. Un ejemplo de mapa conceptual

sencillo puede verse en el apartado I1.3.2.3, relativo a la nocidn de curriculo.
Modelos de estrategias cognitivas.

Las personas suelen disponer de varias estrategias alternativas para abordar tareas
complicadas de resolucion de problemas. Especificar con claridad cuéles son esas estrategias
(también llamadas heuristicas) y cémo se utilizan, es una de las tareas de los psicologos

cognitivos. Lo podemos llamar el problema de las estrategias.

Los primeros trabajos sobre el problema de las estrategias se basaban en observaciones
informales de personas cuando resolvian problemas. Una de las observaciones mas comunes era
que las personas tienden a pasar por una serie de fases antes de alcanzar la resolucion de

problemas matematicos muy similares a las sefialadas por algunos psicologos previamente.

Los psicologos de la Gestalt observaron que las personas se fijaban metas parciales para
resolver problemas. Duncker constatd que las personas primero tienden a fraccionar los

problemas en metas parciales y después intentan acceder a esas metas parciales o submetas.

Polya también se dio cuenta de que cuando un problema parece muy dificil de resolver,
una buena estrategia es fraccionarlo en pequefios problemas que si admiten solucion. Sin
embargo, los instrumentos analiticos pertinentes para predecir y describir con claridad las
estrategias en la ejecucion de problemas eran un tanto vagos hasta la revolucion cognitiva, si
bien la obra de Polya y otros autores sacaron a la luz ideas interesantes, estimulando a los

psicologos para trabajar en este tema.

Con el enfoque cognitivo, a principio de los afios cincuenta se construyeron ordenadores
capaces de resolver problemas muy diversos. Para dotarlos de programas que resolvieran
problemas, los ordenadores necesitaban varias cosas: un conjunto de procedimientos para
acceder a objetivos, un conjunto de estrategias generales, o heuristicas, que controlaran el

proceso de resolucion de problemas.

Para resolver un problema con ordenadores se requerian descripciones muy precisas de
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heuristicas; para describir las estrategias de los humanos podrian utilizarse, en principio, los
mismos instrumentos de andlisis que se estaban utilizando para estudiar las estrategias de los

ordenadores.

Uno de los programas de ordenador mas conocidos, relacionados con este tema, fue el
Solucionador General de Problemas (SGP), de Ernst, Newell y Simon, que supuso una ruptura

con los planteamientos limitados anteriores.

Pensamos como se puede representar la estrategia de resolucion de problemas de una
persona. Para comprender cémo lo hace el SGP hay que considerar dos ideas. La primera es que
el problema tiene que representarse en un “espacio del problema”. El espacio del problema
contiene el estado actual del problema, el estado final (o meta) del problema y todos los estados
intermedios. El espacio del problema puede tener multitud de caminos inttiles y callejones sin

salida.

La segunda idea es que la resolucién de un problema conlleva una busqueda dirigida por
el objetivo, a través del espacio del problema. En nuestro caso, la soluciéon del problema
consiste en encontrar el recorrido correcto desde el estado inicial al estado final, pasando por
algunos de los estados intermedios. El aspecto a resaltar aqui es que el proceso de busqueda esté

dirigido por una meta.

A la estrategia basica de busqueda en el espacio del problema del SGP se la denomina
analisis medios-fines. El analisis medios-fines no es mas que una de las estrategias posibles que
puede utilizar una persona, pero es una de las mas generales y de las mas potentes. El andlisis de
medios-fines trabaja a partir de un espacio del problema muy bien especificado; tienen que estar
definidos todos los estados posibles y todos los operadores. Después el solucionador de
problemas genera metas y hace ensayos para encontrar operadores que puedan satisfacer cada
meta; si no puede acceder a una meta determinada crearda una submeta; nunca podré trabajar con

mas de una submeta simultdneamente.
El SGP utiliza tres submetas generales para llevar a cabo el analisis medios-fines. Pueden

usarse repetidamente en un problema, pero nunca mas de una a la vez. Las tres submetas

generales son:
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1. Transformar el estado A en el estado B. Para acceder a esta submeta hay que comparar
el estado A con el estado B; si son iguales, ya se ha conseguido pero si son diferentes hay

que especificar claramente cual es la diferencia D.

2. Reducir la diferencia D entre el estado A y el estado B. Una vez localizada la diferencia,

para reducirla hay que aplicar algin operador Q apropiado.

3. Aplicar el operador Q al estado A. Para ello debemos considerar si el operador Q es

adecuado para el estado A; cuando esto ocurre lo aplicamos y damos lugar a un estado
A,

Hay dos instrumentos importantes que se pueden utilizar para resolver la cuestion de las
estrategias. Estos instrumentos, son: una técnica para especificar el espacio del problema y una

técnica para especificar la estructura de metas del problema.

Las submetas e instrumentos anteriores se han empleado con éxito para simular las
diversas estrategias posibles en la resolucion de algunos problemas. El caso mas conocido es el
andlisis del problema de la Torre de Hanoi, pero hay muchas otras aplicaciones a tareas

especificamente matematicas.

Cuanto mas se avanza en la descripcion de heuristicos generales potentes, mas cerca se

estd del disenio de métodos para ensefiar directamente estas técnicas a los principiantes.

I1. 3.3.2. Aportaciones de la Psicologia de la Educacion.
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La Psicologia de la Educacion trata de la aplicacion de los principios y explicaciones de la
Psicologia a la teoria y la practica educativas. Coll’* expresa las diferentes opciones que pueden
surgir de este planteamiento general: “Por un lado, es posible entender la Psicologia de la
Educacion como una simple etiqueta que sirve para designar la amalgama de explicaciones y
principios psicologicos que son pertinentes y relevantes para la educacion y la ensefianza; en
este caso la Psicologia no configura un dmbito propio de conocimiento, sino que es mds bien el
resultado de una especie de seleccion de los principios y explicaciones que proporcionan otras
parcelas de la Psicologia. Por otro lado, la Psicologia de la Educacion realiza contribuciones
originales teniendo en cuenta al mismo tiempo los principios psicologicos y las caracteristicas
de los procesos educativos; en este caso la Psicologia de la Educacion es una disciplina con
unos programas de investigacion, unos objetivos y unos contenidos propios”. Tenemos asi, en
un extremo, los autores que conciben la psicologia de la educacidon simplemente como un campo
de aplicacion de la psicologia; bajo esta idea se encuentra la creencia de que las aportaciones de
la psicologia permitiran resolver, por si solas, los problemas educativos de una manera cientifica
y racional. En el otro extremo se encuentran los planteamientos que niegan que la Psicologia de

la Educacion sea una disciplina independiente.

En una posicion intermedia se encuentran quienes conciben la Psicologia de 1la Educacion
como una disciplina puente entre Psicologia y Educacion, con un objeto de estudio, unos
métodos y unos marcos tedricos y conceptuales propios. En esta posicion se encuentran autores,
como Glaser y Ausubel, que tienen una influencia destacable en Educacion Matematica. Glaser
defiende una psicologia de la instruccidn, con caracteristicas de disciplina aplicada, como una
ciencia del disefo o disciplina tecnologica; idea clave es que no se limita a describir su objeto de
estudio sino que ademds elabora procedimientos para modificarlo, Ausubel sefala que la
diferencia basica entre Psicologia y Psicologia de la Educacioén consiste en que la primera se
ocupa del estudio de las leyes del psiquismo humano, mientras que la segunda limita su estudio a

las leyes del psiquismo humano que actian durante el aprendizaje escolar.

Con caracter general, se sefiala como objeto de estudio de la Psicologia de la Educacion

los procesos de formacion, es decir, los procesos de cambio sistematico en el comportamiento

C. Coll (1990). Psicologia y Educacion: aproximacion a los objetivos y contenidos de la Psicologia de
la Educacion, en Coll, Palacios, Marchesi: Desarrollo psicologico y educacion II. Madrid: Alianza.
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humano que satisfacen los siguientes criterios: son procesos de adquisicion, o lo que es lo
mismo, dan lugar a un aprendizaje; son intencionales y se proponen una finalidad, es decir,
responden a unas intenciones u objetivos educativos; tienen lugar durante un periodo de tiempo
relativamente largo; provocan efectos durables en las personas; y, finalmente, producen

reestructuraciones importantes del comportamiento.

“La Psicologia de la Educacion estudia los procesos educativos con una triple finalidad:
contribuir a la elaboracion de una teoria explicativa de estos procesos, elaborar modelos y
programas de intervencion dirigidos a actuar sobre ellos con una finalidad determinada y dar

s e . ) 95
lugar a una prdxis educativa coherente con las propuestas teoricas formuladas”

Al igual que ya vimos con la Didactica, la Psicologia de la Educacion es también una
disciplina educativa, y por tanto, de naturaleza aplicada y fuertemente vinculada con la practica.
Bajo este supuesto surge una triple consideracion. En primer lugar, un conjunto de
conocimientos que se aplican, a los que se denominan el nucleo tedrico-conceptual; en segundo
lugar, el &m bito de aplicacioén, en nuestro caso los procesos de ensefianza y aprendizaje de
matematicas; y en tercer lugar, los procedimientos de ajuste del conocimiento teédrico a las

caracteristicas particulares de la Educacion Matematica.

Por lo que se refiere al primer punto hay que indicar que la Psicologia de la Educacion no
dispone de un marco tedrico unificado y coherente que permita dar cuenta de los multiples y
complejos aspectos implicados en los procesos de desarrollo personal, de la influencia que la
educacion escolar tiene sobre ellos y, en particular, del peso real que tiene el aprendizaje de

conocimientos matematicos.

No se dispone de una teoria comprensiva de la instruccion, con apoyo empirico y tedrico
suficientes para utilizarla como fuente inica de informacioén en la preparacion y realizacion del
curriculo escolar; tampoco existe una teoria especifica de la instruccion en el campo de la
Educacion Matematica. Si hay, sin embargo, multiples teorias que proporcionan informacion

parcial adecuada.

95 Coll C. Obra citada.
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Nuestro marco de referencia concreto es un conjunto de teorias y explicaciones que, si a
veces mantienen entre si discrepancias importantes en algunos puntos, participan de una serie de
principios comunes o, por lo menos, no contradictorios. Estos principios son los que determinan
el desarrollo actual de la Educacion Matematica y vienen marcando la linea de progreso en la

investigacion y el disefo curricular en este campo.

El marco de referencia estd delimitado por lo que se puede denominar enfoques cognitivos
en sentido amplio. Entre ellos hay que destacar la Psicologia genética de J. Piaget y sus
colaboradores de la Escuela de Gienebra; en este caso las aportaciones mas destacables se
refieren a la concepcion de los procesos de cambio, las formulaciones estructurales del
desarrollo operativo y las elaboraciones en torno a las estrategias cognitivas. También es
importante la teoria del origen socio-cultural de los procesos psicoldgicos superiores de
Vygotsky y su desarrollo posterior, en especial lo relativo al modo de entender las relaciones
entre aprendizaje y desarrollo y la importancia de los procesos de interaccion interpersonal. La
teoria del aprendizaje verbal significativo de Ausubel y su prolongacion en la teoria de la
asimilacion de Mayer, tienen un interés destacable por ir especialmente dirigidas a explicar los
procesos de aprendizaje de bloques de conocimientos altamente estructurados. También hemos
considerado en el apartado anterior la teoria del procesamiento de la informacion, cuyo interés
en este caso se concreta en la hipdtesis de que el conocimiento previo, organizado en bloques

interrelacionados, es un factor decisivo en la realizacion de nuevos aprendizajes.

(Existe una teoria del aprendizaje de las matematicas?. Aunque se han realizado intentos
bastante elaborados por avanzar en la construccion de una tal teoria, no se han alcanzado
resultados efectivos hasta el momento. Entre los intentos mas difundidos se encuentra el trabajo
de Dienes, inspirado en la obra de Piaget, Bruner y Bartlett, algunos de cuyos aspectos se han

comentado ya en este Proyecto. La teoria de Dienes se resume en cuatro principios:
1. Principio dindmico.
2. Principio constructivo.
3. Principio de variabilidad matematica.

4. Principio de variabilidad perceptiva,

cuyo desarrollo puede encontrarse en las obras de este autor.
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Otros autores, como Skemp y Mialaret, han desarrollado tratamientos teoricos relativos al
aprendizaje de las matematicas, siempre fundamentados en las grandes corrientes tedricas antes

sefaladas.

Otros autores se han ocupado con mayor interés del ambito de aplicacion de las teorias a
los procesos de ensefianza y aprendizaje de las matematicas. Orton plantea una serie de
cuestiones destacables en este &mbito de aplicacion y recuerda continuamente que, aunque la
fundamentacion tedrica conductista parezca estar desprestigiada cientificamente y sea excluida
explicitamente en la elaboracion de disefios curriculares, tiene una influencia real en el aula ya

que sostiene las crencias y pautas de actuacion de muchos profesores.
Entre las cuestiones planteadas por Orton’® destacamos las siguientes:

1. ¢Necesitan teorias los profesores de matematicas?. La respuesta es obvia: “un profesor
acepta una posicion teorica al admitir un determinado punto de vista o al tomar postura
respecto de una cuestion especifica”; la idea resultante es que siempre se esta
interpretando, es decir, empleando una teoria; la cuestion se transforma en ;qué teoria

interpreta mejor el aprendizaje escolar en matematicas?

2. ;Cuadles son las exigencias cognitivas en el aprendizaje de las matematicas? Sobre esta
cuestion plantea algunos de los puntos mas relevantes en el aprendizaje de las
matematicas; los concreta en: retencion y memorizacién; empleo de algoritmos;

aprendizaje de conceptos; y resolucion de problemas.

3. Un tercer bloque lo desglosa en las siguientes cuestiones:
(Podemos promover el aprendizaje a través de una secuencia Optima?
(Debemos aguardar hasta que los alumnos estan dispuestos?

(Pueden los alumnos descubrir las matematicas por si mismos?

En cada uno de los casos se analizan las implicaciones de tres planteamientos teoricos en

relacion con el aprendizaje de las matematicas.

% Orton A. (1988). Learning Mathematics. Issues, Theory and Classroom practices. London: Cassell.
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4. Finalmente, hay un cuarto bloque de cuestiones mas concretas:
(Por qué algunos alumnos rinden mas que otros?

(Influye el lenguaje en el aprendizaje de las matematicas?

A lo largo de la obra citada, y mediante la estructura disefiada por las cuestiones
anteriores, explora sistematicamente el ambito de aplicacion de las teorias generales a la

Educacion Matematica.

Gomez también estudia esta relacion entre Psicologia y Educacion Matematica,
destacando las aportaciones tanto tedricas como de desarrollo: “Se asume que el aprendizaje de
las Matemdticas tiene su propia psicologia, que los estudiantes y profesores tienen ideas propias
acerca de las Matemditicas en las situaciones de aprendizaje y que los profesores estardn mejor
equipados para su tarea si pueden comprender como se ven las Matemdticas desde la

perspectiva del que aprende”™’ .

El ambito de aplicacion de las teorias que fundamentan la Psicologia de la Educacion en
el aprendizaje de las matematicas suele estar muy conectado, en la mayor parte de los casos, con
los procedimientos de ajuste: procedimientos de disefio y planificacion de procesos educativos,
que abarcan la dimension tecnoldgico-proyectiva de la Psicologia de la Educacion. Estos
procedimientos de disefio y planificacion suelen ir precedidos por el desarrollo de investigacion
basica sobre el aprendizaje de topicos matematicos concretos en los que se debe poner de
manifiesto si el modo concreto de interpretar aprendizajes especificos, bajo un esquema tedrico,
da los resultados previstos, necesita de alguna revision en profundidad o de nuevos
planteamientos. Todo este campo de investigacion, que trata de ajustar el marco tedrico general a
las actividades de disefio y planificacion de procesos educativos en matemadticas, es, en la
actualidad, uno de los campos de estudio e investigacion mas fecundos en Educacion
Matematica y una de las aportaciones mas relevantes que se realizan desde la Psicologia de la
Educacion en el momento actual.

En resumen, el campo de problemas que se pretende clarificar mediante las aportaciones

7 Gémez B. (1991). Las Matematicas y el proceso educativo, en A. Gutiérrez (Edt.)
Area de Conocimiento Didactica de la Matematica. Madrid: Sintesis.
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de la Psicologia Educativa est4 centrado en el modo de entender e interpretar las relaciones entre
desarrollo, aprendizaje y ensefianza, y por tanto en la concepcion misma sobre la Educacion en

general y la Educacion Matematica en particular.

No hay discrepancias al afirmar que la finalidad ultima de la educacioén es promover el
desarrollo de los seres humanos; si las hay cuando se quiere definir y explicar en qué consiste
ese desarrollo y hay que decidir el tipo de acciones educativas mas adecuadas para promoverlo;

mayor dificultad presenta integrar el conocimiento matematico en ese desarrollo.

La disyuntiva basica se produce entre los que entienden que el desarrollo es el resultado
de un proceso endogeno, que procede de dentro a fuera y los que lo conciben como resultado de
un proceso exogeno, que procede de fuera a dentro, producido por una serie de aprendizajes

especificos.

En el primer caso, lo verdaderamente importante es la competencia cognitiva general,
siendo finalidad de la educacion reforzar esta competencia cognitiva dentro de los margenes que
permiten las leyes generales del desarrollo a las que estd sometida. Las teorias estructurales del
desarrollo han proporcionado un apoyo considerable a esta orientacion al postular la existencia
de una direccion y unos estadios o niveles universales del desarrollo que pueden adoptarse como
fines educativos, es decir, que pueden tomarse como un modelo del desarrollo personal que debe

promover la educacion, a los que se ajusta la educacion matematica.

La segunda alternativa, que interpreta el desarrollo fundamentalemente como resultado de
aprendizajes especificos, critica el enfoque cognitivo/evolutivo y denuncia el caracter ciclico de
sus argumentos: si los aprendizajes especificos introdujeran modificaciones en los universales
del desarrollo cognitivo, dejarian de ser universales. Se argumenta que es absurdo plantearse
como meta que los nifios alcancen un estadio determinado pues de todos modos lo alcanzaran sin
necesidad de ayudas especificas, ya que se trata de un eslabon del proceso natural del desarrollo
del ser humano. En este caso, el Sistema Escolar debe seleccionar y promover el aprendizaje de

parcelas especificas de conocimiento, incluidos los conocimientos matematicos.

Las aportaciones de la Psicologia de la Educaciéon a la Didactica de la Matemaética son

esenciales, como se ve, a la fundamentacion y desarrollo de nuestra area de conocimiento.
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11.3.3.3. Constructivismo.

Aunque el Constructivismo no se puede considerar como una teoria del aprendizaje, son
varios los motivos que nos han llevado a incluir una reflexién sobre el Constructivismo y sus
relaciones con la Educacion Matematica, dentro del apartado dedicado a las aportaciones

procedentes de la Psicologia.

En primer lugar, en los documentos recientes elaborados por el Ministerio, relativos al

Disefio Curricular para el Area de Matematicas,” encontramos las siguientes consideraciones:

“Desde la perspectiva de su elaboracion y adquisicion, las matemdticas son pues mds
constructivas que deductivas. Desligado de la actividad constructiva que estd en su origen, el
conocimiento matemdtico corre el peligro de caer en puro formalismo y de perder toda su
potencialidad como instrumento de representacion, explicacion y prediccion.

La naturaleza del conocimiento matemdtico, su cardcter constructivo y su vinculacion
con la capacidad de abstraer relaciones a partir de la propia actividad y reflexionar sobre ellas
obliga a tener especialmente en cuenta, en la planificacion de la enseiianza y el aprendizaje de
las matemdticas, el nivel de competencia cognitiva de los alumnos. Existe un estrecho vinculo
entre las relaciones que los nifios pueden establecer en un momento determinado y su nivel de

desarrollo intelectual”

La relacién que se establece entre Constructivismo y aprendizaje de las matematicas es

una de las caracteristicas innovadoras del Disefio Curricular.

Ministerio de Educacion y Ciencia (1989). Disefio Curricular Educacién Secundaria Obligatoria.
Madrid: Centro de Publicaciones del MEC.
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En esta misma linea Novak®”, hablando del constructivismo humano, dice:

“La creacion de nuevo conocimiento es, por lo que respecta al creador, una forma de
aprendizaje significativo. Implica, al mismo tiempo, el reconocimiento de nuevas regularidades
en los hechos u objetos, invencion de nuevos o extension de antiguos conceptos, reconocimiento
de nuevas relaciones entre conceptos y, en los saltos mds creativos, una gran reestructuracion
de las tramas conceptuales para que incluyan relaciones de orden superior. Estos procesos
pueden ser vistos como parte del proceso del aprendizaje asimilador, que implica la adicion de
nuevos conceptos, la diferenciacion progresiva de los conceptos existentes, el aprendizaje de
orden superior (en ocasiones) y una nueva reconciliacion integradora significativa entre las

tramas conceptuales” .

También Fischbein'®, al presentar las lineas y nuevas tendencias de interés en Educacion
Matematica, procedentes del campo de la Psicologia sefiala el Constructivismo como una linea de

reflexion prioritaria, y hace las siguientes consideraciones:

“Aprender matemdticas significa construir matemdticas. La actividad matemdtica es
esencialmente un proceso constructivo. El estudiante no aprende matemdticas absorbiendo
conceptos, definiciones, teoremas y demostraciones, sino construyéndolos mediante sus propios
esfuerzos intelectuales. Pero los individuos no hacen todo esto respondiendo a sus propios
problemas 'y movilizando sus propios significados intelectuales naturales. Nuestro
comportamiento natural se adapta a la realidad concreta en la que vivimos y no a constructos

formales gobernados por reglas y definiciones formales” .

Los trabajos elaborados recientemente relativos al interés que presenta el Constructivismo
para la Educaciéon Matematica y, en particular, al aprendizaje escolar de las matematicas, las
contribuciones realizadas y los debates que han tenido lugar corroboran el interés que tiene el

Constructivismo en nuestro campo.

99 Novak J.D. (1988). El constructivismo humano, en Porlan R., Garcia E., Cafial P. (Edts.)
Constructivismo y Ensefianza de las Ciencias. Sevilla: Diada Editoras.

100 Fischbein E. (1990). Introduction, en Kilpatrick J. & Nesher P. (Edts.). Mathematics and Cognition.
Cambridge: Cambridge University Press.
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El Constructivismo puede caracterizarse simultdineamente como una posicion cognitiva y
como una perspectiva metodologica. Como perspectiva metodoldgica en las ciencias sociales, el
cosntructivismo asume que los seres humanos son sujetos que conocen, que el comportamiento
humano responde principalmente a propdsitos y que los organismos humanos, en el momento

actual, tienen una capacidad altamente desarrollada para organizar concimiento.

Como posicién cognitiva, el constructivismo asume que todo el conocimiento es
construido y que los instrumentos de construccion incluyen las estructuras cognitivas que son, a

su vez, innatas (Chomsky) o bien resultado de una construccion evolutiva (Piaget).

La segunda interpretacion es mas caracteristica del constructivismo como posicion

cognitiva y es la que sostienen la mayoria de los constructivistas en Educacion Matematica.

. . . . 101 » o .
Esta idea es la que sostiene Fischbein ~ cuando afirma: “el constructivismo es una teoria del
conocimiento. Nuestras conginiciones, no son duplicados de un mundo externo dado sino mds bien

construcciones cuyo proposito es el de garantizar los éxitos prdcticos de nuestro comportamiento.”

Los origenes del constructivismo actual se atribuyen, principalmente, al trabajo de Piaget.
Noddings'” explica la aparicion y desarrollo de las ideas constructivas a partir de Piaget, que

pasamos a resumir.

Al aceptar la distincion kantiana entre conocimiento empirico y logico-matematico Piaget
acepto la dificil tarea de explicar el desarrollo de las estructuras matematicas cognitivas. En este
caso, Piaget confi6 en el concepto de abstraccion reflexiva. La abstraccion reflexiva se diferencia
de la abstraccion clasica en que no procede de una serie de observaciones de acontecimientos u
objetos contingentes. Antes bien, es un proceso de interiorizacion de nuestras operaciones fisicas

sobre los objetos. Piaget se separd de Kant al describir las estructuras cognitivas como resultado

tot Fischbein E. Obra citada.

102 Noddings N. (1990). Constructivism in Mathematics Education, Davis R., Maher C. & Noddings N.
(Edts.) Constructivist views on the Teaching and Learning of Mathematics. Journal for Research in
Matematics Education. Monograph n° 4.
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del desarrollo, en vez de como estructuras innatas.

No podemos forzar determinados resultados en los objetos sobre los que operamos.
Nuestras operaciones estan constrefiidas de algin modo. Hay algo inevitable en los resultados y
caracteristicas de las operaciones. Esto sucede debido a que las estructuras resultantes son
légico-matematicas y sus actuaciones estan marcadas por la necesidad. Esta conclusion plantea
un reto a aquellos constructivistas que enfatizan la singularidad de las construcciones
individuales. Las teorias de Piaget son, en el importante sentido que acabamos de describir,
completamente constructivistas. No son unicamente procesos intelectuales constructivos sino
que las propias estructuras cognitivas son, ellas mismas, productos de una construccion continua.
Esta construccion activa implica a la vez una estructura basica desde la que comenzar la
construccion (una estructura de asimilacion) y un proceso de transformacion o creacion que es la
construccion. Finalmente el constructivismo cognitivo de Piaget conduce, ldgicamente, al

constructivismo metodologico.

El constructivismo en educacion matematica sostiene que el constructivismo cognitivo
implica el constructivismo pedagdgico; es decir, la aceptacion de premisas constructivas acerca
del conocimiento y los sujetos que conocen implica un modo de ensefiar que reconoce a los
sujetos del aprendizaje como conocedores activos. Sin embargo, es cierto que se pueden aceptar
los métodos pedagdgicos sugeridos por el constructivismo sin aceptar las premisas
constructivistas. También puede ocurrir que un constructivista filoséficamente convencido no

necesite, l16gicamente, emplear los llamados métodos constructivos.

Los constructivistas estan, por lo general, de acuerdo en lo siguiente.

1. Todo conocimiento es construido. El conocimiento matematico es construido, al menos
en parte, a través de un proceso de abstraccion reflexiva.

2. Existen estructuras cognitivas que se activan en los procesos de construccion. Estas
estructuras importan para construccion; es decir, explican el resultado de la actividad
cognitiva en el sentido genérico en el que un programa de ordenador cuenta para los
resultados.

3. Las estructuras cognitivas estan en desarrollo continuo. La actividad con proposito
induce la transformacién de las estructuras existentes. El entorno presiona al organismo

para que se adapte.
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4. El reconocimiento del constructivismo como una posicidon cognitiva conduce a la

adopcion del constructivismo metodologico.

a) El constructivismo metodoldgico en investigacion desarrolla métodos de estudio en
consonancia con los supuestos del constructivismo cognitivo.
b) El constructivismo pedagogico sugiere métodos de ensefianza en consonancia con

el constructivismo cognitivo.

Carpenter'”®, recientemente sefiala algunas de las ventajas obtenidas en investigacion al emplear
el constructivismo metodologico:

“ Hay una gran variedad de resultados prometedores en dreas especificas de
investigacion, pero la contribucion mds significativa de esta investigacion consiste en que la
enseiianza y el aprendizaje se describen como procesos activos en los que los profesores y
aprendices construyen su propio conocimiento. Esto implica que, incluso aunque podamos no
tener un mapa especifico de como se adquieren los conceptos y destrezas particulares, podemos
planificar la instruccion teniendo en cuenta lo que los estudiantes ya conocen y como asignan
significado a los nuevos conceptos y destrezas que han aprendido, y podemos tener en cuenta el
pensamiento de los profesores y la toma de decisiones. Si aceptamos seriamente estos supuestos,
tienen profundas implicaciones para el tipo de soluciones que buscamos para dirigir los

problemas de la educacion”.

Para los profesores, el constructivismo metodoldgico se convierte en constructivismo
pedagbgico. Para ensefar bien, necesitamos conocer lo que nuestros estudiantes piensan, como
producen la cadena de marcas que vemos en sus hojas de trabajo, y qué es lo quieren hacer (o
pueden hacer) con el material que les presentamos. Pero las premisas cognitivas del
constructivismo pueden dictar solamente guias para una buena ensefianza. No podemos obtener
de ellas, como tampoco lo podemos hacer de ninguna otra posiciéon cognitiva, métodos

especificos de ensefianza.

El constructivismo pedagégico sugiere instrumentos de diagnodstico mas sofisticados,

103 Carpenter T. (1990). Editorial. Journal for Research in Mathematics Education. Vol 21, n°® 3.
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herramientas que pondran al descubierto patrones de pensamiento, errores sistematicos y

concepciones erroneas persistentes.

El método de hacer explicito el pensamiento es, o puede ser, un método potente de
enseflanza tanto como una herramienta de diagnostico, pero los profesores no deben limitarse
solo a ella debido a su caracter constructivo. Las premisas constructivas implican que puede

haber muchas vias para llegar a muchas soluciones o terminales de instruccion.

Muchos educadores matematicos reconocen el poder de los métodos constructivos en
situaciones individualizadas, pero también aprecian que los escolares no pueden trabajar
continuamente en tales situaciones. Las condiciones del aula nos fuerzan a pensar acerca de
cierta economia en la instruccion. Los profesores constructivistas necesitan tener sus premisas
basicas en la mente, pero debieran tener libertad para adaptar una amplia variedad de métodos a

sus propios propositos.

Por ejemplo, consideremos la recomendacion constructiva general de que los profesores
deben procurar un empleo considerable de material manipulativo. Esta recomendacion fue un
primer y plausible intento para aplicar la teoria de Piaget directamente a la ensefianza. Si la
abstraccion reflexiva proviene de las operaciones que realizamos sobre los objetos, entonces
tiene sentido poner a los estudiantes a trabajar con objetos. La dificultad, por supuesto, esta en

que los estudiantes deben tener un propdsito para implicarse en la manipulacion de objetos.

Comprendiendo esta posibilidad, necesitamos quizas, proporcionar alguna instruccion
directa sobre el uso de diferentes materiales y luego ponerlos a disposicion de los alumnos. En
las situaciones de resolucion de problemas, no debieramos probablemente guiar a los estudiantes
en su uso. Si lo hacemos, es posible que apartemos a los estudiantes de sus propositos y los

pongamos a trabajar ciegamente en los nuestros.

La valoracion del constructivismo es, por lo general, positiva y su influencia sobre
Educacion Matematica considerable atin cuando se siguen planteando hoy dia cuestiones
importantes en relacién con la aplicacion del constructivismo a la ensefianza/aprendizaje de las

matematicas.

Por ejemplo, debido a que los profesores tienen que trabajar con muchos nifios, debemos
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preguntarnos si hay algiin modo de trabajar en situaciones uno a uno con un grupo completo. ;Se
puede lograr un pensamiento genuino de cada alumno en situaciones en las que interviene todo

el grupo?

Se han producido varios modelos, que son altamente interactivos. Los profesores,
simultdneamente, aplican el modelo y dirigen los logros, pero la aplicacién del modelo se debe
realizar planteando cuestiones, siguiendo los ejemplos y conjeturando, mas que presentando
productos incompletos. Ensefiar por esta via requiere un conocimiento matematico considerable
tanto como destrezas pedagogicas. ;Como pueden los profesores seguir las sugerencias de los
alumnos si no saben las suficientes matematicas como para percibir hacia donde deben conducir
las sugerencias?

(Como puede lograrse la implicacion personal, que es esencial para realizar
construcciones potentes? Una posibilidad estd en incrementar la cantidad de tiempo que los
alumnos emplean trabajando juntos. El uso de pequefios grupos de aprendizaje cooperativo esta
llegando a ser una estrategia popular, y hay buenas razones cognitivas para permitir que los
estudiantes trabajen juntos. Comienzan asi a retarse a si mismos, a preguntar las razones y, en
general, a conducir su propio trabajo mental mientras que otros hacen la exposicion publica. Una
dificultad que se presenta consiste en que, una vez mas, debemos asegurarnos que la comunidad

es una comunidad matematica.

La gran fuerza del constructivismo estd en que conduce a pensar critica e
imaginativamente acerca de los procesos de ensefianza y aprendizaje. La creencia en las
premisas del constructivismo lleva a no confiar en soluciones simples, y proporciona un potente

conjunto de criterios para juzgar las posibles elecciones de métodos de ensefianza.

Sin embargo, también el constructivismo ha recibido fuertes criticas, que han originado
cierta polémica en los ultimos afios. Entre las criticas mas elaboradas encontramos la de
Kilpatrick'™. Aunque el niicleo del analisis de Kilpatrick sobre el constructivismo esta centrado

en su fundamentacion epistemoldgica, las implicaciones para el aprendizaje de las matematicas

104 Kilpatrick J. (1987). What constructivism Migth be in Mathematics Education, en Bergeron J.,
Herscovics N. & Kieran C. Proceedings of the Eleventh PME Conference Vol. I, pp. 3-27,
Montreal: University of Montreal.
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son importantes. Resumimos a continuacion algunos de los argumentos empleados por

Kilpatrick en este trabajo, que nos parecen de especial interés.

Lo que el constructivismo parece ser:

Un problema epistemoldgico antiguo, no resuelto por la filosofia occidental, se refiere a
cémo una realidad objetiva independiente puede llegar a ser conocida por el sujeto cognoscente,
quien no tiene posibilidad de controlar si su conocimiento es o no conocimiento de algo.
Cualquier intento para probar la veracidad de lo que es conocido debe ser, en si mismo, un acto
de conocimiento y por tanto, subjetivo. Cualquier conocimiento de una “verdad objetiva”, resulta
imposible. El constructivismo corta el nudo gordiano separando la epistemologia de la ontologia
y argumentando que una teoria del conocimiento debiera ocuparse de la adaptacion del
conocimiento a la experiencia y no del emparejamiento entre conocimiento y realidad. La tinica

realidad que podemos conocer es la realidad de nuestra experiencia.

El punto de vista constructivista implica dos principios:

1. El conocimiento es construido activamente por el sujeto que conoce, y no recibido
pasivamente desde el entorno.

2. Llegar a conocer es un proceso adaptativo que organiza el mundo de experiencias de
cada sujeto; no se descubre un mundo independiente y preexistente fuera de la mente del

que conoce.

El primero de estos principios es mas ampliamente aceptado que el segundo entre los que
se consideran a si mismos como constructivistas; el segundo principio resulta chocante para
muchas personas. Esto separa lo que se denomina constructivismo simple del constructivismo

radical, que estd basado en la aceptacion de ambos principios.

El constructivismo radical se denomina asi porque rechaza el realismo metafisico en el
que aun permanecen muchos empiristas. Requiere de los que lo aceptan olvidar todos los
esfuerzos por conocer el mundo tal y como es.

El constructivismo radical adopta una vision ciega hacia “el mundo real”. Nunca

llegaremos a conocer una realidad exterior a nosotros. En vez de eso, todo lo que podemos
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aprender son las limitaciones del mundo sobre nosotros, las cosas no permitidas a través de

nuestra experiencia con la realidad, lo que no funciona.

En resumen, el constructivismo radical parece ser una epistemologia que convierte todo el
conocer en activo y todo el conocimiento en subjetivo. Siguiendo a las ciencias fisicas en su
rechazo de la posibilidad de llegar a conocer las realidades ultimas, trata al sujeto cognoscente
como organizador de su propia experiencia y constructor de su propia realidad. Considera el
llegar a conocer como un proceso en el que, mas que obtener informacion, el sujeto que conoce,

mediante ensayo y error, construye un modelo viable del mundo.

Lo que el constructivismo parece no ser.

Al ser una teoria de la adquisicion del conocimiento, el constructivismo no es una teoria
de la ensefianza o instruccion. No hay una conexidén necesaria entre como se considera la
adquisicion del conocimiento y qué procedimientos de instruccion parecen Optimos para lograr
que esa adquisicion suceda. La epistemologia es descriptiva mientras que las teorias de la
ensefianza y la instruccioén deben ser, necesariamente, teorias sobre la practica. Sin embargo, los
constructivistas han tratado de obtener implicaciones para la practica de su teoria, y en algunos
casos las implicaciones parecen indicar que algunas practicas de ensefanza y consideraciones

sobre la instruccion presuponen una vision constructivista del conocimiento.

Sin embargo, Kilpatrick es rotundo con relaciéon a esa pretension y niega que las
consecuencias que los constructivistas derivan del constructivismo radical para la practica
educativa puedan explicarse nicamente en términos de los supuestos del constructivismo. Por el
contrario, argumenta con conviccion que las consecuencias mas importantes pueden entenderse
en términos de otras hipdtesis alternativas. Citando a Von Glaesersfeld sefiala que las

consecuencias que se siguen del constructivismo radical para la practica educativa son:

a) la ensefianza (es decir, usar procedimientos que pretenden y generan comprension)
puede distinguirse con precision de la instruccion (es decir, usar procedimientos que
pretenden un comportamiento repetido);

b) los procesos que se supone ocurren en el interior de la cabeza de los estudiantes son

mas interesantes que el comportamiento explicito;

208



c) la comunicacién lingiiistica resulta un proceso para guiar el aprendizaje de los

estudiantes, no un proceso para transferir conocimiento.

d) las desviaciones de los estudiantes de las expectativas del profesor resultan medios

para entender sus esfuerzos por comprender;

e) la ensefanza por entrevista se propone como un intento no sélo de inferir las

estructuras cognitivas sino también de modificarlas.

El resto del trabajo lo dedica a sefialar conceptos y relaciones que los constructivistas
deben clarificar para lograr mayor credibilidad y coherencia y, también, contribuir a una
explicacion cientifica de los fenémenos de ensefianza/aprendizaje de las matematicas. En
particular, senala lineas de reflexion en la conexion con las Matematicas indicando la necesidad
de profundizar y expresarse con mas claridad sobre las relaciones entre el constructivismo, las
matematicas como disciplina y las matematicas como materia escolar. Mas aln, el
constructivismo necesita orientar las demandas de una nueva aproximacién a la filosofia de las
matematicas, cuasi-empirismo, que estudia la practica de las matematicas en un contexto socio-
histérico y que parece ser compatible tanto con la matematica realista como con la

constructivista.

También es necesario trabajar adecuadamente con las matematicas escolares. Sola la
epistemologia no puede responder a la cuestion de qué matematicas ensefar. Un analisis del
conocimiento no puede producir un curriculo. El curriculo se basa en nuestros propdsitos, en lo
que valoramos, y acerca de todo ésto la epistemologia no tiene nada que decir. Pensar de otro

modo es caer en la “falacia epistemologica”.

La critica que realiza sobre la fundamentacion constructivista del curriculo es
especialmente lucida:

“ Algunos constructivistas han tratado de basar el curriculo sobre una fundamentacion
constructivista. Se ha argumentado que necesitamos en primer lugar determinar el orden moral,
politico o social que creemos necesario, luego expresar nuestros propositos educativos y, a la
vista de estos propdositos, escoger el contenido y los objetivos del curriculo. La espistemologia

puede resultar 1iitil en este momento para determinar los objetivos cognitivos, pero serdn
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necesarias otras ayudas para los objetivos no cognitivos.”

Como se ha visto, la polémica es seria y va al fondo de las cuestiones; seguramente queda
ain camino por recorrer, fundamentaciones que completar e implicaciones que establecer. Aun
asi, no cabe duda que la contribucion actual del Constructivismo a la Educaciéon Matematica es,

hoy dia, importante y merecedora de consideracion.

Aportaciones de la Psicologia a la Educacion Matemaética.
Prof. L. Rico. Proyecto Docente

La Psicologia ha ofrecido y ofrece una variedad de marcos tedricos y metodologicos con
los que plantear y estudiar cuestiones importantes para la Educacion Matematica, sistematizar e
interpretar datos e informaciones procedentes de la experiencia y avanzar respuestas a cuestiones
planteadas. Esta relacion mutua, que ha enriquecido a las dos disciplinas, la hemos apreciado
desde los comienzos de la investigacion en Educacion Matemadtica; también hemos considerado
el predominio de cuestiones cognitivas al tratar de establecer los principales problemas de la
Educacion Matematica; igualmente, hemos visto que en el desarrollo actual de la Educacion
Matematica es imprescindible un cierto dominio del campo de la psicologia, en tanto que es
obligado plantearse y tratar de buscar respuesta a cuestiones generales, de fundamentacion
psicologica, como las siguientes: ;Coémo piensa la gente cuando trabaja en matematicas?, ;Como
se desarrolla la comprension de los conceptos matematicos?, ;Qué hacen las personas cuando
ejecutan tareas matematicas?, ;Como se desarrolla la comprension de los conceptos
matematicos?, ;Qué hacen las personas cuando ejecutan tareas matematicas?, ;Como se aprende
a pensar de forma matematica?.

La Psicologia ha hecho aportaciones importantes a la Educacion Matematica; en este
apartado vamos a presentar y comentar tres areas de dominio psicoldégico que tienen influencia
destacable y contribuyen al avance de la Educacion Matemadtica, sefialando algunas de sus

caracteristicas mas significativas para nuestra materia en cada caso. Nos vamos a referir a:

* La psicologia cognitiva y el modelo de procesamiento de la informacion.
* Psicologia de la Educacion.

* Constructivismo.
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1. Psicologia cognitiva. Modelo de procesamiento de la informacion.
En este apartado seguimos las ideas y el planteamiento de Mayer.'"”
Por Psicologia cognitiva se entiende el andlisis cientifico de los procesos mentales y

estructuras de memoria humanas con el fin de comprender la conducta humana.

“Andlisis cientifico” -alude al como-. No podemos observar los sucesos mentales
privados, solo pueden inferirse a partir de la conducta de alguien. Los psicologos cognitivos
tienen que disefiar métodos cientificos para observar la vida mental indirectamente. Los
principales instrumentos de la psicologia cognitiva son técnicas de andlisis que permiten dividir
las actividades globales de la mente en componentes que se puedan medir.

“Procesos y estructuras mentales”. La psicologia cognitiva estudia lo que ocurre dentro
de la cabeza de una persona cuando realiza una tarea determinada -es decir, procesos mentales- y
el modo en que la persona almacena y utiliza su conocimiento para realizar la tarea - es decir, las
estructuras mentales-.

“Comprender la conducta humana”. El objetivo de la psicologia cognitiva es describir los
sucesos cognitivos con claridad y precision, para predecir y comprender mejor la conducta

humana.

La psicologia cognitiva se caracteriza porque su objeto de conocimiento es la actividad
racional o mental humana, su método es el andlisis cientifico de las estructuras y procesos
mentales y su objetivo es comprender la conducta humana.

La actividad matematica es un caso de actividad racional humana, con caracteristicas bien
definidas, que resulta especialmente adecuada para el analisis cientifico y que forma parte del
campo de interés de la psicologia cognitiva.

Entre los precedentes de la psicologia cognitiva tenemos el conductismo, con el que
conviene sefalar y establecer diferencias claras.

El conductismo tiene como objetivo comprender la conducta humana pero, a diferencia de
la psicologia cognitiva, nunca intenta comprender ni estudiar los procesos internos que subyacen
a la conducta. Sin embargo, se atiene a los métodos rigurosos de la ciencia, ain cuando las
técnicas especificas son distintas. Finalmente, reduce su objeto al estudio de las leyes de la

conducta, y no estudia los sucesos que no son observables directamente. El conductismo ha

105 Mayer R. (1981). El futuro de la Psicologia Cognitiva. Madrid: Alianza Universidad.
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tenido una influencia considerable en los primeros estudios e investigaciones en Educacion
Matematica, asi como en la fundamentacion psicologica de los procesos de instruccion,

influencia que atn hoy dia es facil detectar.

Instrumentos de la psicologia cognitiva. Cuatro de los instrumentos més importantes en
psicologia cognitiva, para el estudio de la conducta humana, son los siguientes:

1. Analisis del sistema de procesamiento de informacion. Se basa en la idea de que las

personas somos procesadores de informacidon: recibimos informaciéon, modificamos la
informaciéon mediante una operacion mental, aplicamos la informacion mediante una operacion
mental, aplicamos otra operacion que la vuelve a modificar, y asi sucesivamente hasta que se
llega a un resultado disponible para almacenar en la memoria o para generar una conducta
especifica.

El modelo de procesamiento de la informacion hace referencia a las diferentes

organizaciones a que se somete la informacion a medida que pasa a través del sistema.

ii. Analisis de Procesos Cognitivos. Esta técnica de andlisis consiste en elegir una tarea

intelectual, observar a una persona como resuelve el problema y preguntarle sobre lo que hace,
analizar el proceso en pequefias partes consistentes en procesos (manipulacion de cosas) y
decisiones (comprobaciones de algo); después hay que confrontar el modelo de proceso que se
ha construido con la conducta humana real. El modelo procesal de la tarea estudiada debe poder
escribirse en forma de un programa de ordenador, de un diagrama de flujo, o de alglin otro

modo.

iii. Analisis de estructuras cognitivas. Existen técnicas para representar el conocimiento de

una persona que conoce una historia u otro tipo de informacioén verbal. La informacion se analiza
en funciéon de grandes apartados y de las relaciones entre ellos; seguidamente se compara el

modelo estructural con las actuaciones reales de los sujetos.

iv. Andlisis de estrategias. El cuarto de los principales instrumentos de la psicologia

cognitiva estd relacionado con la investigacion de las técnicas que utilizan las personas para
controlar los diferentes fragmentos de informaciéon que poseen. Estas técnicas se conocen con el
nombre de estrategias cognitivas.

Veamos mas en detalle algunas caracteristicas de estos cuatro instrumentos y algunas

contribuciones realizadas a la Educacion Matematica.
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Procesamiento de la informacion.

El instrumento cognitivo mas Util para explicar y estudiar el problema de las diferencias en
las aptitudes es el modelo general del procesamiento de la informacion. Idea fundamental es que
todos los seres humanos estan equipados basicamente con el mismo sistema de procesamiento de
informacion (SPI).

Los componentes principales del sistema de procesamiento son:

i. Almacen sensorial a corto plazo (ASCP). Tiene una capacidad de memoria grande o

ilimitada; el modo de almacenamiento es exacto y sensorial; la duracion es muy breve ya que se
desvanece en medio segundo.

ii. Memoria a corto plazo y memoria en funcionamiento (MCP-MF). Tiene una capacidad

limitada (7 “chunks”); la informacion se transforma y se almacena por repeticion y repaso; la
duracién es mayor: unos 18 sg. sin repaso; la informacion se pierde por falta de repaso o por
desplazamiento debido a nueva informacion.

iii. Memoria a largo plazo (MLP). Tiene capacidad ilimitada; el modo de almacenamiento

es organizado y significativo; la duracion se supone permanente y por ello no se contempla la
pérdida de la informacion sino el fallo en la recuperacion o la interferencia de otras
informaciones.

Analizar las aptitudes en términos de los componentes del sistema de procesamiento de la
informacién consiste en analizarlas en términos de las caracteristicas de los almacenes de
memoria y los procesos que intervienen en la ejecucion de una tarea determinada.

El modelo de procesamiento de la informacion se ha aplicado al estudio de una variedad de
tareas tales como estudios sobre Atencion, Discriminacion, Reconocimiento de Patrones, etc.
Entre las aplicaciones de interés para las matematicas se encuentran los estudios relativos a
tareas de induccion, que pasamos a describir brevemente, siguiendo a Pellegrino'” .

Se entiende por Induccion el desarrollo de reglas, ideas o conceptos generales a partir de
grupos especificos de ejemplos. Al analizar semejanzas y diferencias entre experiencias
especificas se extraen las caracteristicas generales de las clases de objetos, sucesos y situaciones.
Se aplican estas generalizaciones a nuevas experiencias, se refinan y modifican y asi pasan a

formar parte de nuestra base de conocimientos permanentes.

106 Pellegrino J. (1986). Capacidad de Razonamiento inductivo, en R. Stenberg: Las capacidades
humanas. Barcelona: Labor.
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Tareas de induccion: Todas las tareas de razonamiento inductivo tienen la misma
propiedad basica. Se presentan un grupo de estimulos a un sujeto y su tarea consiste en inferir el
modelo o regla estructural, de forma que se pueda generar o seleccionar una continuacion
apropiada del modelo.

Se dan una variedad de tareas diferentes: clasificaciones, series incompletas, analogias y
matrices. En las tareas de induccion se trabaja también sobre una variedad de contenidos: letras,
numeros, palabras, figuras.

El procesamiento de la informacion aborda el estudio de las tareas de razonamiento
inductivo planteando tres cuestiones generales:

1°. (Cuales son los procesos psicologicos basicos implicados en la resolucion de
problemas de razonamiento inductivo?

La respuesta consiste en proponer una hipdtesis sobre cudles son los procesos mentales
necesarios para enfrentarse al contenido y a la estructura de un problema. Parte de la hipdtesis
debe incluir suposiciones sobre la secuencia en que se presentan o ejecutan los procesos y
proponer un esquema interpretativo tedrico.

2°. ;Cudles son las predicciones de las hipotesis y el esquema tedrico asociado y como
podemos probar su validez?

Normalmente, la hipotesis debe basarse en una teoria que proporcione predicciones
explicativas sobre las diferencias entre tareas de induccion. Se pueden hacer experimentos para
falsar esa teoria. Se debe conseguir una teoria que explique y prediga el rendimiento.

3°. (Cémo se diferencian las personas?

La teoria debe proporcionar una base para analizar detalladamente las diferencias

individuales en velocidad y seguridad de ejecucion.

Veamos el modo en que el procesamiento de la informacién ha hecho el estudio de un tipo
concreto de razonamiento inductivo: las series numéricas incompletas.
Se consideran tres componentes en el proceso de completar series:

* Primera componente: deteccion de relaciones; hay que examinar la serie y emitir una

hipotesis de como un elemento de la serie estd relacionado con otro.

En series de letras hay tres relaciones bésicas: identidad, continuidad, precedencia.

En series de nimeros hay mayor varided de relaciones: tipo de operacion, variacion en la
magnitud de la operacion, combinacioén de operaciones.

* Segunda componente: descubrimiento de la periodicidad.
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La longitud del periodo es el numero de elementos que constituyen un ciclo completo del
modelo en el que actuan las relaciones detectadas.

Hay dos enfoques para descubrir la periodicidad de las series:

i. enfoque adyacente: se descubre el periodo observando las interrupciones regulares en
las relaciones entre elementos adyacentes.

ii. enfoque no adyacente: se descubre la longitud del periodo observando algun intervalo

regular en el que se repita una relacion.

* Tercera componente: finalizacion de la descripcion del modelo.

Localizado el periodo - su longitud- hay que determinar las relaciones establecidas entre
las restantes posiciones dentro del periodo, se llega asi a definir de forma completa la regla de la
secuencia.

* Cuarta Componente: extrapolacion.

Los resultados obtenidos de los estudios realizados sobre la base del modelo anterior han
aportado las siguientes evidencias:

La solucién de un problema de series no puede subdividirse en tiempos discretos para
cada unos de los diferentes componentes.

Uno de los factores més importantes que afectan a a la exactitud de la solucion de
problemas de series numéricas es el nimero de espacios de la memoria que se necesitan para

representar el modelo de un item.

La capacidad para manejar grandes cantidades de informacién y reglas mas complejas
también puede ser atribuible a diferencias en los conocimientos. Los adultos son mas capaces en
el manejo de reglas numéricas mas complejas.

Los nifios presentan un mejor rendimiento en problemas de series basados en relaciones
de adicion y sustraccion que en los que se basan en relaciones de multiplicacion y division. Los
problemas de series incompletas son indices sensibles de la capacidad de resolucion de
problemas y de razonamiento inductivo.

El razonamiento inductivo es un elemento destacable en el razonamiento matematico, por
ello el estudio de los procesos psicologicos implicados en la resolucion de series incompletas, en
particular, y de analogias, en general, tienen interés para el conocimiento e interpretacion del
razonamiento matematico. El procesamiento de la informacion aborda el problema de las

habilidades y procedimientos mediante el disefio de modelos para los procesos cognitivos.

Modelos de procesos cognitivos.
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Segun el enfoque cognitivo las personas no aprenden conductas directamente, sino que
adquieren procedimientos de orden superior o sistemas de reglas que se utilizan para generar
conductas en multiples situaciones.

Para abordar el problema de las habilidades de procedimiento los psicologos han tenido
que desarrollar instrumentos rigurosos que permitieran analizar un proceso cognitivo en sus
partes; y han aplicado con éxito técnicas diferentes para analizar formalmente y especificar el
conocimiento procedimental que utiliza una persona ante un problema dado.

Hay dos formas ttiles de representar el conocimiento procedimental: escribir un programa
y dibujar diagramas de flujo. Un programa es una lista de cosas que hay que hacer, empezando
desde arriba y siguiendo paso a paso las instrucciones.

Las técnicas de analisis de procesos cognitivos se han empleado con éxito al estudio de
coémo los nifios ejecutan procedimientos aritméticos, permitiendo prever, detectar, diagnosticar y
corregir errores en la ejecucion de tareas algoritmicas en aritmética. El enfoque cognitivo
contempla el aprendizaje como la adquisicién de procedimientos cada vez mas potentes. Este
enfoque es bastante prometedor respecto del tipo de cambio que es necesario introducir en el

modo de llevar a cabo la instruccidn escolar.

Modelos de Estructuras Cognitivas.

El problema del conocimiento verbal. Gran parte de lo que sabemos sobre el mundo nos
llega como informacion verbal. Cuando escuchamos o leemos informacion verbal siempre
tendemos a recordar algo u olvidar algo y también a afiadir y cambiar cosas. ;Cudl es el proceso
por el que adquirimos nueva informacion verbal? ;Cémo lo almacenamos en la memoria? Estas
preguntas constituyen lo que podria llamarse el problema del conocimiento verbal.

El enfoque cognitivo del problema del aprendizaje verbal consiste en intentar analizar este
conocimiento verbal en sus partes e indicar la estructura en la que se enlazan éstas. Por ello, un
modelo estructural del conocimiento verbal de una persona consiste generalmente en elementos
y relaciones entre esos elementos. Dos de las técnicas mdas utiles para representar el
conocimiento verbal son las redes y los arboles. Una red es un diagrama en el que los elementos
principales se sefialan mediante cuadros u dvalos y las relaciones entre ellos se indican con
flechas. Un arbol es un diagrama que comienza en un nivel superior, se ramifica en un segundo
nivel, este a su vez, se ramifica en un tercero, etc.

Una variante de la representacion mediante red es la del mapa conceptual, elaborada por
Novak y Gowin, que viene utilizandose recientemente con €xito para representar y analizar el

conocimiento declarativo que tienen las personas en relacion con el dominio conceptual del
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conocimiento matematico. Esta técnica permite establecer los nticleos o unidades informativas
de que dispone un sujeto en relacion con un contenido concreto y las relaciones que es capaz de
establecer estre ellas. Las ausencias o carencias en la representacion permiten detectar posibles
fallos o lagunas en el dominio conceptual correspondiente. Un ejemplo de mapa conceptual

sencillo puede verse en el apartado I1.3.2.3, relativo a la nocidn de curriculo.

Modelos de estrategias cognitivas.

Las personas suelen disponer de varias estrategias alternativas para abordar tareas
complicadas de resolucion de problemas. Especificar con claridad cuéles son esas estrategias
(también llamadas heuristicas) y cémo se utilizan, es una de las tareas de los psicologos
cognitivos. Lo podemos llamar el problema de las estrategias.

Los primeros trabajos sobre el problema de las estrategias se basaban en observaciones
informales de personas cuando resolvian problemas. Una de las observaciones mas comunes era
que las personas tienden a pasar por una serie de fases antes de alcanzar la resolucion de
problemas matematicos muy similares a las sefialadas por algunos psicologos previamente.

Los psicologos de la Gestalt observaron que las personas se fijaban metas parciales para
resolver problemas. Duncker constatd que las personas primero tienden a fraccionar los
problemas en metas parciales y después intentan acceder a esas metas parciales o submetas.

Polya también se dio cuenta de que cuando un problema parece muy dificil de resolver,
una buena estrategia es fraccionarlo en pequefios problemas que si admiten solucion. Sin
embargo, los instrumentos analiticos pertinentes para predecir y describir con claridad las
estrategias en la ejecucion de problemas eran un tanto vagos hasta la revolucion cognitiva, si
bien la obra de Polya y otros autores sacaron a la luz ideas interesantes, estimulando a los
psicologos para trabajar en este tema.

Con el enfoque cognitivo, a principio de los afios cincuenta se construyeron ordenadores
capaces de resolver problemas muy diversos. Para dotarlos de programas que resolvieran
problemas, los ordenadores necesitaban varias cosas: un conjunto de procedimientos para
acceder a objetivos, un conjunto de estrategias generales, o heuristicas, que controlaran el
proceso de resolucion de problemas.

Para resolver un problema con ordenadores se requerian descripciones muy precisas de
heuristicas; para describir las estrategias de los humanos podrian utilizarse, en principio, los
mismos instrumentos de andlisis que se estaban utilizando para estudiar las estrategias de los

ordenadores.
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Uno de los programas de ordenador mas conocidos, relacionados con este tema, fue el
Solucionador General de Problemas (SGP), de Ernst, Newell y Simon, que supuso una ruptura
con los planteamientos limitados anteriores.

Pensamos como se puede representar la estrategia de resolucion de problemas de una
persona. Para comprender cémo lo hace el SGP hay que considerar dos ideas. La primera es que
el problema tiene que representarse en un “espacio del problema”. El espacio del problema
contiene el estado actual del problema, el estado final (o meta) del problema y todos los estados
intermedios. El espacio del problema puede tener multitud de caminos inttiles y callejones sin

salida.

La segunda idea es que la resolucion de un problema conlleva una busqueda dirigida por el
objetivo, a través del espacio del problema. En nuestro caso, la solucion del problema consiste
en encontrar el recorrido correcto desde el estado inicial al estado final, pasando por algunos de
los estados intermedios. El aspecto a resaltar aqui es que el proceso de busqueda estd dirigido
por una meta.

A la estrategia basica de busqueda en el espacio del problema del SGP se la denomina
analisis medios-fines. El analisis medios-fines no es mas que una de las estrategias posibles que
puede utilizar una persona, pero es una de las mas generales y de las mas potentes. El andlisis de
medios-fines trabaja a partir de un espacio del problema muy bien especificado; tienen que estar
definidos todos los estados posibles y todos los operadores. Después el solucionador de
problemas genera metas y hace ensayos para encontrar operadores que puedan satisfacer cada
meta; si no puede acceder a una meta determinada creard una submeta; nunca podra trabajar con
mas de una submeta simultdneamente.

El SGP utiliza tres submetas generales para llevar a cabo el analisis medios-fines. Pueden
usarse repetidamente en un problema, pero nunca mas de una a la vez. Las tres submetas
generales son:

1. Transformar el estado A en el estado B. Para acceder a esta submeta hay que comparar

el estado A con el estado B; si son iguales, ya se ha conseguido pero si son diferentes hay
que especificar claramente cual es la diferencia D.

2. Reducir la diferencia D entre el estado A y el estado B. Una vez localizada la diferencia,

para reducirla hay que aplicar alglin operador Q apropiado.

3. Aplicar el operador Q al estado A. Para ello debemos considerar si el operador Q es

adecuado para el estado A; cuando esto ocurre lo aplicamos y damos lugar a un estado
A,

218



Hay dos instrumentos importantes que se pueden utilizar para resolver la cuestion de las
estrategias. Estos instrumentos, son: una técnica para especificar el espacio del problema y una
técnica para especificar la estructura de metas del problema.

Las submetas e instrumentos anteriores se han empleado con éxito para simular las
diversas estrategias posibles en la resolucion de algunos problemas. El caso mas conocido es el
andlisis del problema de la Torre de Hanoi, pero hay muchas otras aplicaciones a tareas
especificamente matematicas.

Cuanto mas se avanza en la descripcion de heuristicos generales potentes, mas cerca se

estd del diseno de métodos para ensefiar directamente estas técnicas a los principiantes.

2. Aportaciones de la Psicologia de la Educacion.

La Psicologia de la Educacion trata de la aplicacion de los principios y explicaciones de la
Psicologia a la teoria y la practica educativas. Coll'”’ expresa las diferentes opciones que
pueden surgir de este planteamiento general: “Por un lado, es posible entender la Psicologia de
la Educacion como una simple etiqueta que sirve para designar la amalgama de explicaciones y
principios psicologicos que son pertinentes y relevantes para la educacion y la enseiianza; en
este caso la Psicologia no configura un dmbito propio de conocimiento, sino que es mds bien el
resultado de una especie de seleccion de los principios y explicaciones que proporcionan otras
parcelas de la Psicologia. Por otro lado, la Psicologia de la Educacion realiza contribuciones
originales teniendo en cuenta al mismo tiempo los principios psicologicos y las caracteristicas
de los procesos educativos; en este caso la Psicologia de la Educacion es una disciplina con
unos programas de investigacion, unos objetivos y unos contenidos propios”. Tenemos asi, en
un extremo, los autores que conciben la psicologia de la educacion simplemente como un campo
de aplicacion de la psicologia; bajo esta idea se encuentra la creencia de que las aportaciones de
la psicologia permitiran resolver, por si solas, los problemas educativos de una manera cientifica
y racional. En el otro extremo se encuentran los planteamientos que niegan que la Psicologia de

la Educacion sea una disciplina independiente.

En una posicion intermedia se encuentran quienes conciben la Psicologia de la Educacion
como una disciplina puente entre Psicologia y Educacion, con un objeto de estudio, unos

métodos y unos marcos teoricos y conceptuales propios. En esta posicion se encuentran autores,

107 ¢ coll (1990). Psicologia y Educacion: aproximacion a los objetivos y contenidos de la Psicologia de
la Educacion, en Coll, Palacios, Marchesi: Desarrollo psicologico y educacion II. Madrid: Alianza.
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como Glaser y Ausubel, que tienen una influencia destacable en Educacion Matematica. Glaser
defiende una psicologia de la instruccidn, con caracteristicas de disciplina aplicada, como una
ciencia del disefo o disciplina tecnologica; idea clave es que no se limita a describir su objeto de
estudio sino que ademds elabora procedimientos para modificarlo, Ausubel sefala que la
diferencia basica entre Psicologia y Psicologia de la Educacioén consiste en que la primera se
ocupa del estudio de las leyes del psiquismo humano, mientras que la segunda limita su estudio a
las leyes del psiquismo humano que actian durante el aprendizaje escolar.

Con caracter general, se sefiala como objeto de estudio de la Psicologia de la Educacion
los procesos de formacion, es decir, los procesos de cambio sistematico en el comportamiento
humano que satisfacen los siguientes criterios: son procesos de adquisicion, o lo que es lo
mismo, dan lugar a un aprendizaje; son intencionales y se proponen una finalidad, es decir,
responden a unas intenciones u objetivos educativos; tienen lugar durante un periodo de tiempo
relativamente largo; provocan efectos durables en las personas; y, finalmente, producen
reestructuraciones importantes del comportamiento.

“La Psicologia de la Educacion estudia los procesos educativos con una triple finalidad:
contribuir a la elaboracion de una teoria explicativa de estos procesos, elaborar modelos y
programas de intervencion dirigidos a actuar sobre ellos con una finalidad determinada y dar
lugar a una prdxis educativa coherente con las propuestas tedricas formuladas”'*

La Psicologia de la Educacion es una disciplina educativa, y por tanto, de naturaleza
aplicada y fuertemente vinculada con la préctica. Bajo este supuesto surge una triple
consideracion. En primer lugar, un conjunto de conocimientos que se aplican, a los que se
denominan el nucleo tedrico-conceptual; en segundo lugar, el am bito de aplicacidon, en nuestro
caso los procesos de ensefianza y aprendizaje de matematicas; y en tercer lugar, los
procedimientos de ajuste del conocimiento tedrico a las caracteristicas particulares de la
Educacion Matematica.

Por lo que se refiere al primer punto hay que indicar que la Psicologia de la Educaciéon no
dispone de un marco tedrico unificado y coherente que permita dar cuenta de los multiples y
complejos aspectos implicados en los procesos de desarrollo personal, de la influencia que la
educacion escolar tiene sobre ellos y, en particular, del peso real que tiene el aprendizaje de

conocimientos matematicos.

108 o1l C. Obra citada.
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No se dispone de una teoria comprensiva de la instruccidon, con apoyo empirico y tedrico
suficientes para utilizarla como fuente inica de informacioén en la preparacion y realizacion del
curriculo escolar; tampoco existe una teoria especifica de la instruccion en el campo de la
Educacion Matematica. Si hay, sin embargo, multiples teorias que proporcionan informacion
parcial adecuada. Nuestro marco de referencia concreto es un conjunto de teorias y explicaciones
que, si a veces mantienen entre si discrepancias importantes en algunos puntos, participan de una
serie de principios comunes o, por lo menos, no contradictorios. Estos principios son los que
determinan el desarrollo actual de la Educaciéon Matematica y vienen marcando la linea de
progreso en la investigacion y el disefio curricular en este campo.

El marco de referencia estd delimitado por lo que se puede denominar enfoques cognitivos
en sentido amplio. Entre ellos hay que destacar la Psicologia genética de J. Piaget y sus
colaboradores de la Escuela de Gienebra; en este caso las aportaciones mas destacables se
refieren a la concepcion de los procesos de cambio, las formulaciones estructurales del
desarrollo operativo y las elaboraciones en torno a las estrategias cognitivas. También es
importante la teoria del origen socio-cultural de los procesos psicoldgicos superiores de
Vygotsky y su desarrollo posterior, en especial lo relativo al modo de entender las relaciones
entre aprendizaje y desarrollo y la importancia de los procesos de interaccion interpersonal. La
teoria del aprendizaje verbal significativo de Ausubel y su prolongacion en la teoria de la
asimilacion de Mayer, tienen un interés destacable por ir especialmente dirigidas a explicar los
procesos de aprendizaje de bloques de conocimientos altamente estructurados. También hemos
considerado en el apartado anterior la teoria del procesamiento de la informacion, cuyo interés
en este caso se concreta en la hipdtesis de que el conocimiento previo, organizado en bloques
interrelacionados, es un factor decisivo en la realizacion de nuevos aprendizajes.

(Existe una teoria del aprendizaje de las matematicas?. Aunque se han realizado intentos
bastante elaborados por avanzar en la construccion de una tal teoria, no se han alcanzado
resultados efectivos hasta el momento. Entre los intentos mas difundidos se encuentra el trabajo
de Dienes, inspirado en la obra de Piaget, Bruner y Bartlett, algunos de cuyos aspectos se han
comentado ya en este Proyecto. La teoria de Dienes se resume en cuatro principios:

1. Principio dindmico.

2. Principio constructivo.

3. Principio de variabilidad matematica.
4. Principio de variabilidad perceptiva,

cuyo desarrollo puede encontrarse en las obras de este autor.
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Otros autores, como Skemp y Mialaret, han desarrollado tratamientos teoricos relativos al
aprendizaje de las matematicas, siempre fundamentados en las grandes corrientes tedricas antes
sefialadas.

Otros autores se han ocupado con mayor interés del ambito de aplicacion de las teorias a
los procesos de ensefianza y aprendizaje de las matematicas. Orton plantea una serie de
cuestiones destacables en este &mbito de aplicacion y recuerda continuamente que, aunque la
fundamentacion tedrica conductista parezca estar desprestigiada cientificamente y sea excluida
explicitamente en la elaboracion de disefios curriculares, tiene una influencia real en el aula ya

que sostiene las crencias y pautas de actuacion de muchos profesores.

Entre las cuestiones planteadas por Orton'”” destacamos las siguientes:

1. ¢Necesitan teorias los profesores de matematicas?. La respuesta es obvia: “un profesor
acepta una posicion teorica al admitir un determinado punto de vista o al tomar postura
respecto de una cuestion especifica”; la idea resultante es que siempre se esta
interpretando, es decir, empleando una teoria; la cuestion se transforma en ;qué teoria
interpreta mejor el aprendizaje escolar en matematicas?

2. (Cuadles son las exigencias cognitivas en el aprendizaje de las matematicas? Sobre esta
cuestion plantea algunos de los puntos mas relevantes en el aprendizaje de las
matematicas; los concreta en: retencion y memorizacién; empleo de algoritmos;
aprendizaje de conceptos; y resolucion de problemas.

3. Un tercer bloque lo desglosa en las siguientes cuestiones:

(Podemos promover el aprendizaje a través de una secuencia Optima?

(Debemos aguardar hasta que los alumnos estan dispuestos?

(Pueden los alumnos descubrir las matematicas por si mismos?

En cada uno de los casos se analizan las implicaciones de tres planteamientos teoricos en

relacion con el aprendizaje de las matematicas.

4. Finalmente, hay un cuarto bloque de cuestiones mas concretas:

(Por qué algunos alumnos rinden mas que otros?

[Influye el lenguaje en el aprendizaje de las matematicas?

199 Orton A. (1988). Learning Mathematics. Issues, Theory and Classroom practices. London: Cassell.
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A lo largo de la obra citada, y mediante la estructura disefiada por las cuestiones
anteriores, explora sistematicamente el dmbito de aplicacion de las teorias generales a la
Educacion Matematica.

Goémez también estudia esta relacion entre Psicologia y Educacion Matematica,
destacando las aportaciones tanto tedricas como de desarrollo: “Se asume que el aprendizaje de
las Matemdticas tiene su propia psicologia, que los estudiantes y profesores tienen ideas propias
acerca de las Matemdticas en las situaciones de aprendizaje y que los profesores estardn mejor
equipados para su tarea si pueden comprender como se ven las Matemdticas desde la
perspectiva del que aprende”'"° .

El ambito de aplicacion de las teorias que fundamentan la Psicologia de la Educacion en
el aprendizaje de las matematicas suele estar muy conectado, en la mayor parte de los casos, con
los procedimientos de ajuste: procedimientos de disefio y planificacion de procesos educativos,
que abarcan la dimension tecnoldgico-proyectiva de la Psicologia de la Educacion. Estos
procedimientos de disefio y planificacion suelen ir precedidos por el desarrollo de investigacion
basica sobre el aprendizaje de tOpicos matematicos concretos en los que se debe poner de
manifiesto si el modo concreto de interpretar aprendizajes especificos, bajo un esquema tedrico,
da los resultados previstos, necesita de alguna revision en profundidad o de nuevos
planteamientos. Todo este campo de investigacion, que trata de ajustar el marco tedrico general a
las actividades de disefio y planificacion de procesos educativos en matemadticas, es, en la
actualidad, uno de los campos de estudio e investigacion mas fecundos en Educacion
Matematica y una de las aportaciones mas relevantes que se realizan desde la Psicologia de la
Educacion en el momento actual.

En resumen, el campo de problemas que se pretende clarificar mediante las aportaciones
de la Psicologia Educativa est4 centrado en el modo de entender e interpretar las relaciones entre
desarrollo, aprendizaje y ensefianza, y por tanto en la concepcion misma sobre la Educacion en
general y la Educacion Matematica en particular.

No hay discrepancias al afirmar que la finalidad altima de la educacioén es promover el
desarrollo de los seres humanos; si las hay cuando se quiere definir y explicar en qué consiste
ese desarrollo y hay que decidir el tipo de acciones educativas mas adecuadas para promoverlo;

mayor dificultad presenta integrar el conocimiento matematico en ese desarrollo.

19 Gomez B. (1991). Las Matematicas y el proceso educativo, en A. Gutiérrez (Edt.)
Area de Conocimiento Didactica de la Matematica. Madrid: Sintesis.
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La disyuntiva basica se produce entre los que entienden que el desarrollo es el resultado
de un proceso endogeno, que procede de dentro a fuera y los que lo conciben como resultado de
un proceso exogeno, que procede de fuera a dentro, producido por una serie de aprendizajes
especificos.

En el primer caso, lo verdaderamente importante es la competencia cognitiva general,
siendo finalidad de la educacion reforzar esta competencia cognitiva dentro de los margenes que
permiten las leyes generales del desarrollo a las que estd sometida. Las teorias estructurales del
desarrollo han proporcionado un apoyo considerable a esta orientacion al postular la existencia
de una direccion y unos estadios o niveles universales del desarrollo que pueden adoptarse como
fines educativos, es decir, que pueden tomarse como un modelo del desarrollo personal que debe
promover la educacion, a los que se ajusta la educacion matematica.

La segunda alternativa, que interpreta el desarrollo fundamentalemente como resultado de
aprendizajes especificos, critica el enfoque cognitivo/evolutivo y denuncia el caracter ciclico de
sus argumentos: si los aprendizajes especificos introdujeran modificaciones en los universales
del desarrollo cognitivo, dejarian de ser universales. Se argumenta que es absurdo plantearse
como meta que los nifios alcancen un estadio determinado pues de todos modos lo alcanzaran sin
necesidad de ayudas especificas, ya que se trata de un eslabon del proceso natural del desarrollo
del ser humano. En este caso, el Sistema Escolar debe seleccionar y promover el aprendizaje de
parcelas especificas de conocimiento, incluidos los conocimientos matematicos.

Las aportaciones de la Psicologia de la Educacién a la Didactica de la Matemaética son

esenciales, como se ve, a la fundamentacion y desarrollo de nuestra area de conocimiento.

3. Constructivismo.

Aunque el Constructivismo no se puede considerar como una teoria del aprendizaje, son
varios los motivos que nos han llevado a incluir una reflexién sobre el Constructivismo y sus
relaciones con la Educacion Matematica, dentro del apartado dedicado a las aportaciones
procedentes de la Psicologia.

En primer lugar, en los documentos recientes elaborados por el Ministerio, relativos al

Disefio Curricular para el Area de Matematicas,''' encontramos las siguientes consideraciones:

" Ministerio de Educacion y Ciencia (1989). Disefio Curricular Educacion Secundaria Obligatoria.
Madrid: Centro de Publicaciones del MEC.
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“Desde la perspectiva de su elaboracion y adquisicion, las matemdticas son pues mds
constructivas que deductivas. Desligado de la actividad constructiva que estd en su origen, el
conocimiento matemdtico corre el peligro de caer en puro formalismo y de perder toda su
potencialidad como instrumento de representacion, explicacion y prediccion.

La naturaleza del conocimiento matemdtico, su cardcter constructivo y su vinculacion
con la capacidad de abstraer relaciones a partir de la propia actividad y reflexionar sobre ellas
obliga a tener especialmente en cuenta, en la planificacion de la enseiianza y el aprendizaje de
las matemdticas, el nivel de competencia cognitiva de los alumnos. Existe un estrecho vinculo
entre las relaciones que los nifios pueden establecer en un momento determinado y su nivel de

desarrollo intelectual”

La relacién que se establece entre Constructivismo y aprendizaje de las matematicas es

una de las caracteristicas innovadoras del Disefio Curricular.

En esta misma linea Novak''%, hablando del constructivismo humano, dice:

“La creacion de nuevo conocimiento es, por lo que respecta al creador, una forma de
aprendizaje significativo. Implica, al mismo tiempo, el reconocimiento de nuevas regularidades
en los hechos u objetos, invencion de nuevos o extension de antiguos conceptos, reconocimiento
de nuevas relaciones entre conceptos y, en los saltos mds creativos, una gran reestructuracion
de las tramas conceptuales para que incluyan relaciones de orden superior. Estos procesos
pueden ser vistos como parte del proceso del aprendizaje asimilador, que implica la adicion de
nuevos conceptos, la diferenciacion progresiva de los conceptos existentes, el aprendizaje de
orden superior (en ocasiones) y una nueva reconciliacion integradora significativa entre las

tramas conceptuales” .

También Fischbein'", al presentar las lineas y nuevas tendencias de interés en Educacion
Matematica, procedentes del campo de la Psicologia sefala el Constructivismo como una linea

de reflexion prioritaria, y hace las siguientes consideraciones:

12 Novak J.D. (1988). El constructivismo humano, en Porlan R., Garcia E., Cafial P. (Edts.)
Constructivismo y Ensefianza de las Ciencias. Sevilla: Diada Editoras.

"3 Fischbein E. (1990). Introduction, en Kilpatrick J. & Nesher P. (Edts.). Mathematics and Cognition.
Cambridge: Cambridge University Press.
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“Aprender matemdticas significa construir matemdticas. La actividad matemdtica es
esencialmente un proceso constructivo. El estudiante no aprende matemdticas absorbiendo
conceptos, definiciones, teoremas y demostraciones, sino construyéndolos mediante sus propios
esfuerzos intelectuales. Pero los individuos no hacen todo esto respondiendo a sus propios
problemas 'y movilizando sus propios significados intelectuales naturales. Nuestro
comportamiento natural se adapta a la realidad concreta en la que vivimos y no a constructos
formales gobernados por reglas y definiciones formales”.

Los trabajos elaborados recientemente relativos al interés que presenta el Constructivismo
para la Educaciéon Matematica y, en particular, al aprendizaje escolar de las matematicas, las
contribuciones realizadas y los debates que han tenido lugar corroboran el interés que tiene el
Constructivismo en nuestro campo.

El Constructivismo puede caracterizarse simultdineamente como una posicion cognitiva y
como una perspectiva metodologica. Como perspectiva metodoldgica en las ciencias sociales, el
cosntructivismo asume que los seres humanos son sujetos que conocen, que el comportamiento
humano responde principalmente a propdsitos y que los organismos humanos, en el momento
actual, tienen una capacidad altamente desarrollada para organizar concimiento.

Como posicion cognitiva, el constructivismo asume que todo el conocimiento es
construido y que los instrumentos de construccion incluyen las estructuras cognitivas que son, a
su vez, innatas (Chomsky) o bien resultado de una construccion evolutiva (Piaget).

La segunda interpretacion es mas caracteristica del constructivismo como posicion
cognitiva y es la que sostienen la mayoria de los constructivistas en Educacion Matematica.

Esta idea es la que sostiene Fischbein''* cuando afirma: “el constructivismo es una teoria
del conocimiento. Nuestras conginiciones, no son duplicados de un mundo externo dado sino
mds bien construcciones cuyo propdsito es el de garantizar los éxitos prdcticos de nuestro

comportamiento.”

Los origenes del constructivismo actual se atribuyen, principalmente, al trabajo de Piaget.
Noddings'"” explica la aparicion y desarrollo de las ideas constructivas a partir de Piaget, que

pasamos a resumir.

14 Fischbein E. Obra citada.

13 Noddings N. (1990). Constructivism in Mathematics Education, Davis R., Maher C. & Noddings N.
(Edts.) Constructivist views on the Teaching and Learning of Mathematics. Journal for Research in
Matematics Education. Monograph n° 4.
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Al aceptar la distincion kantiana entre conocimiento empirico y logico-matematico Piaget
acepto la dificil tarea de explicar el desarrollo de las estructuras matematicas cognitivas. En este
caso, Piaget confi6 en el concepto de abstraccion reflexiva. La abstraccion reflexiva se diferencia
de la abstraccion clasica en que no procede de una serie de observaciones de acontecimientos u
objetos contingentes. Antes bien, es un proceso de interiorizacion de nuestras operaciones fisicas
sobre los objetos. Piaget se separ6 de Kant al describir las estructuras cognitivas como resultado
del desarrollo, en vez de como estructuras innatas.

No podemos forzar determinados resultados en los objetos sobre los que operamos.
Nuestras operaciones estan constrefiidas de algin modo. Hay algo inevitable en los resultados y
caracteristicas de las operaciones. Esto sucede debido a que las estructuras resultantes son
logico-matematicas y sus actuaciones estan marcadas por la necesidad. Esta conclusion plantea
un reto a aquellos constructivistas que enfatizan la singularidad de las construcciones
individuales. Las teorias de Piaget son, en el importante sentido que acabamos de describir,
completamente constructivistas. No son unicamente procesos intelectuales constructivos sino
que las propias estructuras cognitivas son, ellas mismas, productos de una construcciéon continua.
Esta construccion activa implica a la vez una estructura basica desde la que comenzar la
construccion (una estructura de asimilacion) y un proceso de transformacion o creacion que es la
construccion. Finalmente el constructivismo cognitivo de Piaget conduce, logicamente, al
constructivismo metodologico.

El constructivismo en educacion matematica sostiene que el constructivismo cognitivo
implica el constructivismo pedagdgico; es decir, la aceptacion de premisas constructivas acerca
del conocimiento y los sujetos que conocen implica un modo de ensefiar que reconoce a los
sujetos del aprendizaje como conocedores activos. Sin embargo, es cierto que se pueden aceptar
los métodos pedagdgicos sugeridos por el constructivismo sin aceptar las premisas
constructivistas. También puede ocurrir que un constructivista filoséficamente convencido no
necesite, l16gicamente, emplear los llamados métodos constructivos.

Los constructivistas estan, por lo general, de acuerdo en lo siguiente.

1. Todo conocimiento es construido. El conocimiento matematico es construido, al menos

en parte, a través de un proceso de abstraccion reflexiva.

2. Existen estructuras cognitivas que se activan en los procesos de construccion. Estas

estructuras importan para construccion; es decir, explican el resultado de la actividad
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cognitiva en el sentido genérico en el que un programa de ordenador cuenta para los
resultados.

3. Las estructuras cognitivas estan en desarrollo continuo. La actividad con proposito
induce la transformacién de las estructuras existentes. El entorno presiona al organismo
para que se adapte.

4. El reconocimiento del constructivismo como una posicidon cognitiva conduce a la
adopcion del constructivismo metodologico.

a) El constructivismo metodoldgico en investigacion desarrolla métodos de estudio en
consonancia con los supuestos del constructivismo cognitivo.

b) El constructivismo pedagogico sugiere métodos de ensefianza en consonancia con
el constructivismo cognitivo.

Carpenter' ', recientemente sefiala algunas de las ventajas obtenidas en investigacion al
emplear el constructivismo metodolédgico:

“ Hay una gran variedad de resultados prometedores en dreas especificas de
investigacion, pero la contribucion mds significativa de esta investigacion consiste en que la
ensefianza y el aprendizaje se describen como procesos activos en los que los profesores y
aprendices construyen su propio conocimiento. Esto implica que, incluso aunque podamos no
tener un mapa especifico de como se adquieren los conceptos y destrezas particulares, podemos
planificar la instruccion teniendo en cuenta lo que los estudiantes ya conocen y como asignan
significado a los nuevos conceptos y destrezas que han aprendido, y podemos tener en cuenta el
pensamiento de los profesores y la toma de decisiones. Si aceptamos seriamente estos supuestos,
tienen profundas implicaciones para el tipo de soluciones que buscamos para dirigir los
problemas de la educacion”.

Para los profesores, el constructivismo metodolégico se convierte en constructivismo
pedagbgico. Para ensefar bien, necesitamos conocer lo que nuestros estudiantes piensan, como
producen la cadena de marcas que vemos en sus hojas de trabajo, y qué es lo quieren hacer (o
pueden hacer) con el material que les presentamos. Pero las premisas cognitivas del
constructivismo pueden dictar solamente guias para una buena ensefianza. No podemos obtener
de ellas, como tampoco lo podemos hacer de ninguna otra posicion cognitiva, métodos

especificos de ensefianza.

116 Carpenter T. (1990). Editorial. Journal for Research in Mathematics Education. Vol 21, n°® 3.
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El constructivismo pedagégico sugiere instrumentos de diagnodstico mas sofisticados,
herramientas que pondran al descubierto patrones de pensamiento, errores sistematicos y
concepciones erroneas persistentes.

todo de hacer explicito el pensamiento es, o puede ser, un método potente de ensefianza
tanto como una herramienta de diagnostico, pero los profesores no deben limitarse solo a ella
debido a su caracter constructivo. Las premisas constructivas implican que puede haber muchas
vias para llegar a muchas soluciones o terminales de instruccion.

Muchos educadores matematicos reconocen el poder de los métodos constructivos en
situaciones individualizadas, pero también aprecian que los escolares no pueden trabajar
continuamente en tales situaciones. Las condiciones del aula nos fuerzan a pensar acerca de
cierta economia en la instruccion. Los profesores constructivistas necesitan tener sus premisas
basicas en la mente, pero debieran tener libertad para adaptar una amplia variedad de métodos a
sus propios propositos.

Por ejemplo, consideremos la recomendacion constructiva general de que los profesores
deben procurar un empleo considerable de material manipulativo. Esta recomendacion fue un
primer y plausible intento para aplicar la teoria de Piaget directamente a la ensefianza. Si la
abstraccion reflexiva proviene de las operaciones que realizamos sobre los objetos, entonces
tiene sentido poner a los estudiantes a trabajar con objetos. La dificultad, por supuesto, esta en
que los estudiantes deben tener un propdsito para implicarse en la manipulacion de objetos.

Comprendiendo esta posibilidad, necesitamos quizas, proporcionar alguna instruccion
directa sobre el uso de diferentes materiales y luego ponerlos a disposicion de los alumnos. En
las situaciones de resolucion de problemas, no debieramos probablemente guiar a los estudiantes
en su uso. Si lo hacemos, es posible que apartemos a los estudiantes de sus propositos y los
pongamos a trabajar ciegamente en los nuestros.

La valoracion del constructivismo es, por lo general, positiva y su influencia sobre
Educacion Matematica considerable aiin cuando se siguen planteando hoy dia cuestiones
importantes en relacién con la aplicacion del constructivismo a la ensefianza/aprendizaje de las
matematicas.

Por ejemplo, debido a que los profesores tienen que trabajar con muchos nifios, debemos
preguntarnos si hay algiin modo de trabajar en situaciones uno a uno con un grupo completo. ;Se
puede lograr un pensamiento genuino de cada alumno en situaciones en las que interviene todo
el grupo?

Se han producido varios modelos, que son altamente interactivos. Los profesores,

simultdneamente, aplican el modelo y dirigen los logros, pero la aplicacién del modelo se debe
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realizar planteando cuestiones, siguiendo los ejemplos y conjeturando, mas que presentando
productos incompletos. Ensefiar por esta via requiere un conocimiento matematico considerable
tanto como destrezas pedagogicas. ;Como pueden los profesores seguir las sugerencias de los
alumnos si no saben las suficientes matematicas como para percibir hacia donde deben conducir
las sugerencias?

(Como puede lograrse la implicacion personal, que es esencial para realizar
construcciones potentes? Una posibilidad estd en incrementar la cantidad de tiempo que los
alumnos emplean trabajando juntos. El uso de pequefios grupos de aprendizaje cooperativo esta
llegando a ser una estrategia popular, y hay buenas razones cognitivas para permitir que los
estudiantes trabajen juntos. Comienzan asi a retarse a si mismos, a preguntar las razones y, en
general, a conducir su propio trabajo mental mientras que otros hacen la exposicion publica. Una
dificultad que se presenta consiste en que, una vez mas, debemos asegurarnos que la comunidad
es una comunidad matematica.

La gran fuerza del constructivismo estd en que conduce a pensar critica e
imaginativamente acerca de los procesos de ensefianza y aprendizaje. La creencia en las
premisas del constructivismo lleva a no confiar en soluciones simples, y proporciona un potente
conjunto de criterios para juzgar las posibles elecciones de métodos de ensefianza.

Sin embargo, también el constructivismo ha recibido fuertes criticas, que han originado
cierta polémica en los ultimos afios. Entre las criticas més elaboradas encontramos la de
Kilpatrick''”. Aunque el niicleo del analisis de Kilpatrick sobre el constructivismo esta centrado
en su fundamentacion epistemoldgica, las implicaciones para el aprendizaje de las matematicas
son importantes. Resumimos a continuacion algunos de los argumentos empleados por

Kilpatrick en este trabajo, que nos parecen de especial interés.

Lo que el constructivismo parece ser:

Un problema epistemoldgico antiguo, no resuelto por la filosofia occidental, se refiere a
cémo una realidad objetiva independiente puede llegar a ser conocida por el sujeto cognoscente,
quien no tiene posibilidad de controlar si su conocimiento es o no conocimiento de algo.
Cualquier intento para probar la veracidad de lo que es conocido debe ser, en si mismo, un acto

de conocimiento y por tanto, subjetivo. Cualquier conocimiento de una “verdad objetiva”, resulta

17 Kilpatrick J. (1987). What constructivism Migth be in Mathematics Education, en Bergeron J.,
Herscovics N. & Kieran C. Proceedings of the Eleventh PME Conference Vol. I, pp. 3-27,
Montreal: University of Montreal.
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imposible. El constructivismo corta el nudo gordiano separando la epistemologia de la ontologia
y argumentando que una teoria del conocimiento debiera ocuparse de la adaptacion del
conocimiento a la experiencia y no del emparejamiento entre conocimiento y realidad. La tinica
realidad que podemos conocer es la realidad de nuestra experiencia.

El punto de vista constructivista implica dos principios:

1. El conocimiento es construido activamente por el sujeto que conoce, y no recibido
pasivamente desde el entorno.

2. Llegar a conocer es un proceso adaptativo que organiza el mundo de experiencias de
cada sujeto; no se descubre un mundo independiente y preexistente fuera de la mente del
que conoce.

El primero de estos principios es mas ampliamente aceptado que el segundo entre los que
se consideran a si mismos como constructivistas; el segundo principio resulta chocante para
muchas personas. Esto separa lo que se denomina constructivismo simple del constructivismo
radical, que estd basado en la aceptacion de ambos principios.

El constructivismo radical se denomina asi porque rechaza el realismo metafisico en el
que aun permanecen muchos empiristas. Requiere de los que lo aceptan olvidar todos los
esfuerzos por conocer el mundo tal y como es.

El constructivismo radical adopta una vision ciega hacia “el mundo real”. Nunca
llegaremos a conocer una realidad exterior a nosotros. En vez de eso, todo lo que podemos
aprender son las limitaciones del mundo sobre nosotros, las cosas no permitidas a través de
nuestra experiencia con la realidad, lo que no funciona.

En resumen, el constructivismo radical parece ser una epistemologia que convierte todo el
conocer en activo y todo el conocimiento en subjetivo. Siguiendo a las ciencias fisicas en su
rechazo de la posibilidad de llegar a conocer las realidades ultimas, trata al sujeto cognoscente
como organizador de su propia experiencia y constructor de su propia realidad. Considera el
llegar a conocer como un proceso en el que, mas que obtener informacion, el sujeto que conoce,

mediante ensayo y error, construye un modelo viable del mundo.

Lo que el constructivismo parece no ser.

Al ser una teoria de la adquisicion del conocimiento, el constructivismo no es una teoria
de la ensefianza o instruccion. No hay una conexidén necesaria entre como se considera la
adquisicion del conocimiento y qué procedimientos de instruccion parecen Optimos para lograr
que esa adquisicion suceda. La epistemologia es descriptiva mientras que las teorias de la

ensefianza y la instruccién deben ser, necesariamente, teorias sobre la practica. Sin embargo, los
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constructivistas han tratado de obtener implicaciones para la practica de su teoria, y en algunos
casos las implicaciones parecen indicar que algunas practicas de ensefanza y consideraciones
sobre la instruccion presuponen una vision constructivista del conocimiento.

Sin embargo, Kilpatrick es rotundo con relaciéon a esa pretension y niega que las
consecuencias que los constructivistas derivan del constructivismo radical para la practica
educativa puedan explicarse unicamente en términos de los supuestos del constructivismo. Por el
contrario, argumenta con conviccion que las consecuencias mas importantes pueden entenderse
en términos de otras hipdtesis alternativas. Citando a Von Glaesersfeld sefiala que las
consecuencias que se siguen del constructivismo radical para la practica educativa son:

a) la ensefianza (es decir, usar procedimientos que pretenden y generan comprension)
puede distinguirse con precision de la instruccion (es decir, usar procedimientos que
pretenden un comportamiento repetido);

b) los procesos que se supone ocurren en el interior de la cabeza de los estudiantes son
mas interesantes que el comportamiento explicito;

c) la comunicacién lingiiistica resulta un proceso para guiar el aprendizaje de los
estudiantes, no un proceso para transferir conocimiento.

d) las desviaciones de los estudiantes de las expectativas del profesor resultan medios
para entender sus esfuerzos por comprender;

e) la ensefanza por entrevista se propone como un intento no sélo de inferir las
estructuras cognitivas sino también de modificarlas.

El resto del trabajo lo dedica a sefialar conceptos y relaciones que los constructivistas
deben clarificar para lograr mayor credibilidad y coherencia y, también, contribuir a una
explicacion cientifica de los fenémenos de ensefianza/aprendizaje de las matematicas. En
particular, senala lineas de reflexion en la conexion con las Matematicas indicando la necesidad
de profundizar y expresarse con mas claridad sobre las relaciones entre el constructivismo, las
matematicas como disciplina y las matematicas como materia escolar. Mas aln, el
constructivismo necesita orientar las demandas de una nueva aproximacién a la filosofia de las
matematicas, cuasi-empirismo, que estudia la practica de las matematicas en un contexto socio-
histérico y que parece ser compatible tanto con la matematica realista como con la
constructivista. También es necesario trabajar adecuadamente con las matematicas escolares.
Sola la epistemologia no puede responder a la cuestion de qué matematicas ensefiar. Un analisis
del conocimiento no puede producir un curriculo. El curriculo se basa en nuestros propositos, en
lo que valoramos, y acerca de todo ésto la epistemologia no tiene nada que decir. Pensar de otro

modo es caer en la “falacia epistemologica”.
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La critica que realiza sobre la fundamentacion constructivista del curriculo es
especialmente lucida:

“ Algunos constructivistas han tratado de basar el curriculo sobre una fundamentacion
constructivista. Se ha argumentado que necesitamos en primer lugar determinar el orden moral,
politico o social que creemos necesario, luego expresar nuestros propositos educativos y, a la
vista de estos propdositos, escoger el contenido y los objetivos del curriculo. La espistemologia
puede resultar iitil en este momento para determinar los objetivos cognitivos, pero serdn
necesarias otras ayudas para los objetivos no cognitivos.”

Como se ha visto, la polémica es seria y va al fondo de las cuestiones; seguramente queda aun
camino por recorrer, fundamentaciones que completar e implicaciones que establecer. La
contribucion actual del Constructivismo a la Educacion Matematica es, hoy dia, importante y
merecedora de consideracion.

I1.3.4. Aportaciones de la Sociologia de la Educacion.

La Sociologia de la Educacién es una disciplina relativamente reciente, que surge de
especializar una disciplina mas amplia, como es la Sociologia, incorporando la perspectiva
educativa a un campo de estudios ya existente. Aun cuando la mayor parte de los autores
coinciden en considerar los trabajos de Durkheim como el comienzo de la Sociologia de la
Educacion, hasta después de la segunda Guerra Mundial no se produce el despegue de esta

disicplina.

El objeto de la Sociologia de la Educacion consiste en el estudio sistematico de las
relaciones entre el Sistema Educativo y la sociedad; de la relacion de cada grupo social con
el Sistema Educativo; y de los procesos sociales que tienen lugar dentro de las instituciones
educativas, sus centros, etapas, ciclos y practicas cotidianas. Como se ve, el panorama que
abarca la Sociologia de la Educaciéon es muy amplio y suceptible de enfoques muy

variados.

Historicamente, y en relacion explicita con el Sistema Educativo, han sido varias las
corrientes de pensamiento que han desarrollado este campo. Los autores consultados nos
remiten a varias corrientes prioritarias.

En primer lugar se considera el funcionalismo, que contempla la educaciéon como un

mecanismo de distribucion y asignacion de las posiciones sociales y, también, como un
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proceso de producciéon que modifica a los individuos. Estas son las dos funciones
prioritarias que se suponen asignadas a la Escuela, y cuya realizacién - en términos
generales- se considera adecuada. Sin embargo, sus criticos echan en falta dos ideas
basicas: la nocion de conflicto y el cardcter de actividad humana, ambas presentes en la
accion escolar. Como reaccion a algunas de las carencias del funcionalismo surgen las
teorias de la reproduccion, que consideran que la funcidon de la escuela no consiste
simplemente en integrar a los individuos en una sociedad no problematica, sino reproducir
las relaciones sociales de productividad, division del trabajo, clases sociales e ideologia

dominante, para organizar y mantener el dominio de una minoria sobre la mayoria.

También surge como reaccion al funcionalismo la sociologia interaccionista, que

subraya el papel social de los agentes educativos.

La tercera corriente sociologica surgida para superar las deficiencias funcionalistas es
la denominada credencialista, para la cual la escuela es un lugar donde, simplemente, se
adquieren titulos que luego van a ser utilizados por los individuos y los grupos como

instrumento legitimo en el logro de ventajas relativas dentro de la vida adulta y profesional.

El estado actual de la Sociologia de la Educacion trata de integrar en un nico cuerpo
tedrico la estructura social y la actividad humana, la reproduccion y las contradicciones y

conflictos que se derivan de ello.

Para realizar el estudio de los hechos e instituciones sociales que delimitan el Sistema
Educativo, la Sociologia de la Educaciéon, en términos generales, analiza su objeto
empleando tres niveles diferentes de analisis, que se suelen denominar macrosocioldgico,
intermedio y microsociologico. Vamos a presentar varias cuestiones relevantes en cada uno
de estos niveles y, junto con ello, algunas contribuciones realizadas a la Educacién

Matematica empleando los conceptos y métodos de la Sociologia Educativa.

El nivel macrosocioldgico estudia las relaciones del Sistema Educativo con la

: 118 . . , .
Sociedad. Guerrero " considera que las cuestiones mas importantes que se plantean, en este

"% Guerrero A. (1989). La Sociologia de la Educacion: objeto y perspectivas teoricas, en Ortega F. y otros
Manual de Sociologia de la Educacion. Madrid: Visor.
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nivel, son:

(En qué medida el sistema educativo estd conformado por la sociedad?.

(Hasta qué punto los cambios que se producen en el sistema educativo proceden
de cambios y necesidades de la sociedad en la que se inserta?

{, Qué grupos sociales y por qué mecanismos determinan qué contenidos deben
extraerse del conocimiento del area cientifica, para divulgarse entre los diferentes
ciclos y niveles del proceso escolar?

(En qué medida contribuye el Sistema Educativo al mantenimiento de la sociedad
como un todo o a su transformacién y cambio?

(Hasta qué punto los cambios en el Sistema Educativo producen cambios en la
Sociedad?

Por supuesto, esta lista de cuestiones no es exhaustiva y caben muchas otras
preguntas importantes sobre el sistema educativo desde un nivel macrosociologico. Pero no
es nuestro objetivo en este trabajo ampliar el campo de temas de estudio en las disciplinas
que fundamentan la Didéctica de la Matematica, sino considerar las aportaciones realizadas
a nuestra area de conocimiento desde cada una de ellas. En este sentido queremos destacar
que todas las cuestiones anteriores también se han planteado en Educacion Matematica, han
servido para orientar y dirigir trabajos de estudio y reflexién, y han proporcionado
esquemas teoricos validos para orientar la préactica docente en matematicas. Veamos

algunos ejemplos.

Abraham y Bibby'"” presentan la Institucion Social de las Matematicas, destacando
algunas relaciones que conforman socialmente el conocimiento matematico; dentro de este

esquema consideran la Educacion Matematica como un elemento predominante:

%" Abraham J ., Bibby N. (1988). Mathematics and Society: ethnomathematics and a public education
curriculum. For the learning of Mathematics Vol. 8, n°® 2 pagg. 2- 11.
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Se pone de manifiesto que la Educacion Matemadtica estd fuertemente condicionada

por la sociedad.

Esta misma idea se puso de manifiesto en el Simposio celebrado en Valencia en
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19872

“Los valores, los conflictos, las expectativas, los temores, las conductas
y reglas de actuacion que una sociedad tenga estardn también en su sistema
escolar. Las destrezas, las habilidades y los conocimientos que la sociedad
estime necesarios se impulsardn por medio del sistema escolar.

La finalidad ultima de la escuela consiste (en su vertiente positiva) en
integrar al alumno en el entramado y funcionamiento de una sociedad cada vez
mds compleja en sus formas de organizacion, en sus conocimientos y en Sus
relaciones de cooperacion y convivencia, y (en su vertiente negativa) en limar
las tendencias a la disgregacion asi como a la marginacion voluntaria o
involuntaria. La estructura escolar asienta y difunde concepciones éticas,

sociales e ideologicas de una sociedad determinada.”

La idea de cambio también se encuentra presente dentro de las cuestiones abiertas a

la discusion y andlisis en Educacion Matematica:

“El cambio educativo depende de que miles de individuos adquieran
nuevas competencias, acepten nuevos valores y objetivos y, a menudo, acepten
también alteraciones en la balanza de poder. No puede llevarse a cabo a poco

. 5121
precio”

Es muy probable que haya que considerar como un hecho, independiente de
filosofias y de grados de desarrollo, el que los cambios en la escuela se produzcan siempre
con algun retraso, o con mas lentitud, que los cambios en la sociedad. Pero aun teniéndolo
en cuenta, no deja de ser elocuente que al comparar los ritmos de la sociedad y la
educacion espafiolas sea mas facil hacer, a grandes rasgos, una enumeracién de
desencuentros que de armonias. Por esto mismo, los profesores de matematicas presentes

en Valencia en el afio 87, al analizar al Sistema Educativo Espafiol del momento y

120" Alonso y otros (1987). Aportaciones al debate sobre las Matematicas en los 90. Valencia: Mestral.

121 Howson G. y otros (1987). Las Matematicas en Primaria y Secundaria en la década de los noventa.

Valencia: Mestral.
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compararlo con la sociedad, sefialaron las siguientes diferencias:

1. En el medio social hay un mayor respeto hacia los individuos, aceptando las
peculiaridades y dandoles un valor positivo. En el medio escolar, sin embargo, no se
termina de asumir las capacidades y peculiaridades de alumnos y profesores.

2. El medio social admite la pluralidad politica, la diversidad de proyectos y la
variedad de estrategias para ponerlos en practica; el medio escolar promueve un
modelo jerdrquico en el que predomina la uniformidad de lo que debe ser aprendido.

3. El medio social evoluciona tecnoldgicamente y responde con agilidad a las
necesidades planteadas; en el medio escolar -por lo general- los recursos didacticos y
los materiales educativos parecen todavia un lujo.

4. El medio social promueve la idea de que hay que obtener de cada individuo el
maximo de sus capacidades; en el medio escolar los alumnos y profesores ven
limitadas sus posibilidades por cuestiones de edad, pertenencia a un grupo o de
perspectiva globalizadora.

5. El medio social considera a cada individuo como responsable y actor de su propia
vida y de su pensamiento; en el medio escolar se promueve una actitud sumisa en los
alumnos y rutinaria en los profesores.

6. La sociedad favorece las interacciones y remodela sus ideas; el medio escolar, sin
embargo, se encuentra aislado, constituido por unas aulas aisladas entre si y unos

profesores poco habituados al trabajo en equipo.

Este analisis no se limit6 a detectar deficiencias en el Sistema Escolar como un todo,

sino que también se extendio a la ensefianza/aprendizaje de las matematicas:

“Al trabajar sobre procesos de razonamiento, las matemdticas imponen
unas determinadas caracteristicas sobradamente conocidas: rigor, precision,
razonamiento logico, equilibrio, concision, etc. Ademds de estas caracteristicas
propias del pensamiento matemdtico, la educacion matemdtica debe consistir
primordialmente en desarrollar en los escolares un pensamiento y una actitud
activos 'y creativos. Una educacion matemdtica fosilizada en contenidos

inmutables se contradice a si misma.

La educacion matemdtica ha experimentado una evolucion muy rdpida
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en los ultimos afios y se estd consolidando como disciplina autonoma en el
conjunto de los estudios que tienen por objeto la educacion. Hay que conseguir
incorporar al aula los resultados relevantes de las investigaciones educativas,

mejorar las técnicas docentes y facilitar el aprendizaje de los alumnos.

La evolucion normal de la sociedad obliga a una reflexion permanente
acerca del papel de las matemdticas y acerca de los contenidos que han de

transmitirse:

- El conocimiento matemdtico bdsico debe estar mds generalizado y a la vez
mds extendido en unos determinados temas, sin que nos asuste su aparente
simplicidad.

- Los desarrollos mds especializados corresponderdn a subgrupos especificos
de alumnos y lo serdn en virtud de opciones que se justifiquen por razones

. . o 122
varias y no solo por su utilidad”

La determinacién de los contenidos para los curriculos de matematicas de los
diferentes niveles del Sistema Educativo, los grupos sociales implicados y los mecanismos
seguidos para determinar esos contenidos también han sido objeto de multiples debates en
la comunidad de Educadores Matematicos. Recientemente la reflexion se ha intensificado
empleando categorias y métodos de neto caracter socioldgico. Esta aportacion la vemos

desarrollada en Ernest'*

“Los valores sociales también se manifiestan en las metas del
curriculum matemdtico, metas que corresponden a los intereses de los distintos

grupos sociales. Pueden distinguirse tres metas:

* La meta utilitaria, que afecta a la adquisicion de destrezas matemadticas

utilitarias; el logro de funcionalidad matemadtica.

122 Alonso F. y otros. Obra citada.

123 Ernest P. (1986). Valores Sociales y Politicos. Mathematics Teaching n® 116, pags. 16-18.
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* La meta del desarrollo personal, afecta a la contribucion de la
educacion matemdtica hacia el aumento, desarrollo y educacion general
del individuo completo.

* La meta matemdtica, afecta a la transmision del conocimiento
matemdtico;, la comunicacion de la disciplina académica de las

matemdticas a los estudiantes.

Estas metas reflejan los valores de la sociedad como un todo
(especialmente relativos al gobierno y al empleo), los de los pensadores
humanistas y liberales y de los educadores, y los de la comunidad matemditica,
respectivamente.

El poder de estos grupos sobre el curriculum matemdtico se refleja en la
prioridad dada a estas metas. El curriculum matemdtico estd dominado por las
metas matemdticas, seguido por las utilitarias con algunas concesiones

ocasionales hacia las metas del desarrollo personal” .

También Howson, Keitel y Kilpatrick'** , al sefialar las causas que impulsan el cambio y
desarrollo curricular, entre otras, indican causas sociales y politicas, tales como los movimientos
igualitarios - que han fundamentado las corrientes de las matematicas para todos (mathematics
for all)-; las demandas socio-profesionales, que han venido impulsadas por las reclamaciones del
comercio y de la industria hacia una mayor cualificacion profesional desde la educacion
obligatoria; el desarrollo econémico y tecnolodgico con unas nuevas necesidades en el comercio,
los transportes, los medios de comunicacion, etc; y, finalmente, las motivadas por las propias

autoridades educativas.

E, igualmente, al sefalar las barreras que se oponen a este desarrollo, enumeran

razones de:

1) valoracion; las diferentes ideologias e intereses pueden ser debidas a causas

politicas, religiosas, educativas y sociales; todas ellas provocan distintas reacciones

2% Howson G., Keitel C., Kilpatrick J. (1981). Curriculum Development in Mathematics.
Cambridge: Cambridge University Press.
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ante las innovaciones.
i1) poder; toda modificacion implica un cambio en la balanza de poder que suele

provocar rechazos.

Finalmente, y para concluir nuestra revision de trabajos y estudios desarrollados en
relacion con las grandes cuestiones del nivel macrosociolégico, queremos indicar que las
modificaciones relativas a la ensefianza/aprendizaje de las matematicas se han considerado
socialmente comprometidas y opuestas al mantenimiento de los valores sociales y politicos
de comunidades culturales distintas a la nuestra. Esta idea es expresada en toda su crudeza
por M. Jurdak'* , de la Universidad de Beirut.

“La incompatibilidad entre los valores de la enseiianza de la
matemdtica y los de la cultura materna no constituye una mera posibilidad
teorica sino mds bien una realidad historica. Las décadas pasadas han sido
testigo de la conversion de los llamados paises en vias de desarrollo en estados
independientes. Partiendo en clara desventaja, consecuencia de un bajo nivel
de desarrollo socio-economico, estos paises se volvian a mirar hacia las
antiguas potencias, con las que se hallaban vinculados por lazos de
intercambios culturales y educativos, buscando en ellos modelos y fuentes de
ciencia y de tecnologia. Ya fuera acertadamente o no, las matemdticas se
percibian en primer lugar como la herramienta fundamental de la ciencia y de
la tecnologia, y en segundo lugar como una disciplina de revelacion divina,

universal e independiente respecto de culturas determinadas.”

Aun cuando esta situacion parezca no afectarnos no cabe duda que las aportaciones
de la Sociologia de la Educacion al estudio y fundamentacion de la Educacion Matematica
deben contribuir a que las matematicas -su ensefanza y aprendizaje- se conviertan en factor
educativo e integrador de primer orden en la Europa multicultural que se disefia para un

futuro inmediato.

125 Jurdak M. (1989). La religion y el lenguaje, medios de transmision cultural y obstaculos en la
ensenanza de las Matematicas. En Keitel C. y Damerow P. : Mathematics, Education and Society.
Paris: Unesco.

241



El nivel intermedio de los estudios sociologicos es aquel en el que se analizan la
composicion y caracteristicas de los diferentes grupos -actores y agentes- que integran el
sistema educativo, asi como las relaciones entre ellos, los demas grupos sociales y la
educacion. En este nivel se estudia como afecta a los diferentes grupos de alumnos y
alumnas su paso por el sistema educativo y como este sistema los inserta en la sociedad. En
este nivel se tienen en cuenta los diferentes sistemas de estratificacion: género, clase y etnia
o cultura. Socialmente, se entiende por género la construccion social de las diferencias
entre los sexos; por clase, los grupos producidos por las diferencias econdomicas; por etnia o
cultura las diferencias sociales establecidas en torno a origenes culturales y/o geograficos

diferentes.

En el apartado 1.3.3 de este proyecto hemos hecho referencia a la caracterizacion de
la Comunidad de Educadores Matematicos, cuando propusimos que educador matematico
es toda persona que pretende formar o instruir a otra, u otras, mediante las matematicas. Sin
embargo, también es un hecho socialmente cierto que no todos los profesores de
matematicas tienen en cuenta las dimensiones sociales y educativas de su profesion y que,
por tanto, no se consideran a si mismos como educadores matematicos. Esto no modifica
las necesidades y funciones a los que debe satisfacer, pero si es posible que la calidad de
sus actuaciones quede profundamente disminuida, entendiendo en este caso por calidad no
solamente el dominio de destrezas por parte de los alumnos, sino la comprension
conceptual, el desarrollo de estrategias y la adquisicion de actitudes positivas hacia las
matematicas. En este nivel una aportacion socioldgica relevante es la relativa al proceso de
concienciacion de un educador matematico, tal y como la ponen de manifiesto Abraham y
Bibby.'?

126 Apraham J. y Bibby N. (1988). Obra citada.
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En el diagrama vemos las distintas fases en el mencionado proceso asi como las

consideraciones sociologicas que intervienen.

También hemos comentado en otros apartados del Proyecto los estudios e
investigaciones realizados sobre diferencias relativas al género, clase social o cultura en el
rendimiento en matematicas. Quizas sea este el campo de aportaciones de la Sociologia de
la Educacion mas conocido y desarrollado en Educacion Matematica, razén por la que no

vamos a reiterar aqui las ideas y argumentos ya presentados anteriormente.

Finalmente, consideraremos el nivel microsociolégico. En este nivel se estudia lo
que sucede en la escuela, colegio o centro educativo, qué pasa en las aulas, seminarios, sala
de profesores, junta de evaluacién y patios. Se trata en este caso de la disciplina

denominada Sociologia del Centro Escolar, que estudia este &mbito particular, su relacion
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con el medio social, la relacion entre los estamentos, la organizacion y dotacion de
profesorado, la organizacion y dotacion de infraestructura y materiales, etc. La Sociologia

del Centro Escolar trata de responder a cuestiones como las siguientes:

(qué tipo de profesorado se necesita en los centros?

,qué composicion, segun sus diferentes formaciones y competencias, deben
componer

basicamente la dotacion de un centro escolar?

(se dan algunas formas de diferenciacion relativas a los conocimientos por grupos de
edad,

género o procedencia social?

Algunas de estas cuestiones han sido tratadas en el ambito de la Educacion
Matematica. Asi, en la ya mencionada obra de Howson, Keitel y Kilpatrick, se hace un
analisis de las estrategias educativas usuales para modificar las actitudes, técnicas y valores
del profesorado, con el fin de orientarlos hacia un determinado tipo de modelo de
actuacion. Los mencionados autores distinguen tres tipos de estrategias; a las primeras las
denominan estrategias de poder coercitivo y en ellas se considera al profesor como carente
de autonomia y, simplemente, al servicio de las programaciones hechas por los
especialistas y técnicos cualificados. Las segundas las denominan estrategias de presiones,
y en ellas se considera a los profesores como semiauténomos y manipulables. El tercer tipo
de estrategias son las denominadas racionales y educativas, en ellas el profesorado se
considera formado por profesionales cualificados y con capacidad de decision. A partir de
estas categorias los autores mencionados analizan los distintos papeles que puede
desempefiar un profesor de matematicas dentro del Sistema Escolar. Llegaron a considerar
que el papel del Profesor no esta definido claramente ni de modo unico, dependera de cobmo
asuma su propio trabajo y de cual sea su talante para que lo podamos considerar en una u

otra clase.

Otro analisis en la misma linea es el realizado por Ernest'>’ y que esta teniendo influencia

127 Ernest P. (1989). La influencia de las creencias en la ensefianza de las matematicas, en C. Keitel
y P. Damerow (Edts.). Mathematics Education and Society. Paris: Unesco.

244



destacable en la formacion del Profesorado de Matematicas en el Reino Unido. En el contexto de
reformas en la ensefianza de las matematicas derivado del Informe Cockcroft, este autor
considera que:
“Las reformas en la ensefianza no podrdn prosperar a no ser que el
profesorado posea profundas convicciones y creencias sobre las matemdticas y
sobre los cambios necesarios en su aprendizaje y ensefianza. Mds aiin, estos
cambios en las creencias se asocian con el aumento de la capacidad de
reflexion del profesor y de su grado de autonomia. Asi, las cosas se puede
plantear que la enseiianza de las matemdticas va a depender de una serie de

elementos clave, sobre todo:

- Los contenidos o esquemas mentales del profesor, en particular su conjunto
de creencias sobre las matemdticas, su aprendizaje y ensefianza.

- El contexto social en el que se desarrolla la ensefianza.

- El nivel del profesor en relacion con los procesos de pensamiento y de

reflexion.

Es por ello que estos factores determinan el grado de autonomia del
profesor de matemdticas, y por ende, el resultado de sus innovaciones en la
ensefianza -como lo es la resolucion de problemas- que a su vez depende de la

autonomia del profesor para que se pueda desarrollar con éxito.”
Y, mas adelante, contintia:

“los elementos claves que aparecen en el pensamiento del profesor y en

sus relaciones con la prdctica, desde esta perspectiva, son:

- El convencimiento de haber adoptado una serie de planteamientos y de asunciones
sobre la naturaleza de las matemdticas, asi como de su diddctica y aprendizaje.

- La capacidad de justificacion de tales planteamientos y asunciones.

- El conocimiento de la existencia de otras alternativas posibles.

- Sensibilidad para el contexto social a la hora de seleccionar y llevar a la prdctica
determinadas estrategias diddcticas y de aprendizaje, que presenten situaciones

adecuadas y que sean acordes con sus propios planteamientos.
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- Reflexion: preocuparse de reconciliar y de integrar las prdcticas en el aula con

aquellas de sus propias creencias con las que pudieran estar en conflicto.”

Toda orientacion al profesorado teniendo en cuenta las reflexiones anteriores
participa considerablemente de instrumentos y conceptos microsociologicos para el estudio

de las tareas del profesor de amtematicas.

Algunas de las aportaciones de especialistas de la denominada escuela francesa de
Didactica de la Matematica tienen una fundamentacion socioldgica considerable, como es
el caso de las realizadas por el Prof. Chevallard. Los planteamientos fuertemente
impregnados de estructuralismo, el empleo de una metodologia sistémica exhaustiva y
excluyente, y el predominio de claves propias de la cultura francesa, hacen de lectura
dificil sus trabajos, llegando a correrse el peligro de que partes aisladas de sus estudios se
tomen de manera descontextualizada para enmascarar y dotar de respetabilidad teorica a los
trabajos realizados por principiantes en el Area de Didactica de la Matematica. Seria muy
conveniente una clarificacion teodrica en profundidad y unos mecanismos de validacion para

evitar abusos.

En otro orden de ideas conviene considerar que aunque el aprendizaje de las
matematicas se percibe usualmente como una actividad solitaria, la mayor parte del mismo
tiene lugar dentro del aula. Las escuelas son entornos sociales, con muchas personas
implicadas en varias relaciones. En el aula, el comportamiento social es una necesidad y los
estudiantes que tienen una fuerte habilidad social tienden a actuar mejor. Las metas de la
interaccion social para los estudiantes pueden ordenarse desde el simple contacto con un
compafiero hasta alcanzar comportamientos cooperativos complejos con profesores y
compaifieros. Los compaiieros y profesores son potencialmente buenas ayudas en el aula.
La eficacia con la que los estudiantes se comunican sus necesidades influird en el empleo

de estas ayudas.

En la clase hay reglas, a veces enunciadas y otras veces no, acerca del tipo de
lenguaje que resulta apropiado en situaciones especificas. Situaciones diferentes tienen
reglas de participacion diferentes. Los estudiantes hablan de manera distinta con sus
compafieros que con sus profesores. Hablar con un buen amigo es distinto de hacerlo con

un extrafio. Hablar fuera del aula es distinto que hablar dentro. Con frecuencia esta
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prohibido hablar en el aula incluso cuando se trata de matemadticas. Los estudiantes que
mejor entiendan las reglas de un lenguaje apropiado en el aula tendrdn mayores

posibilidades de comunicarse efectivamente con sus profesores y compafieros.

Ademas de su funciéon puramente social las destrezas de comunicacién también son
importantes para el aprendizaje académico. Los estudiantes que puedan comunicar mejor
con sus compafleros y profesores tienen acceso a los recursos mas potentes para el

aprendizaje académico en el aula y, ademas, tienen mayor oportunidad de aprender.

Para concluir queremos sefialar algunos desafios que se presentan en el momento
actual tanto a la Sociologia de la Educacion como a la Educacion Matematica, y para cuyo
estudio serd necesario emplear argumentaciones y fundamentaciones teoricas y

metodoldgicas conjuntas.

En primer término nos referimos a los cambios sociales recientes de mayor entidad
ocurridos en el entorno de la escuela. El primero de ellos es el debido a la aceleracion del
cambio tecnoldgico, la reorganizaciéon empresarial y la inestabilidad del mercado de
trabajo; no se puede pensar que la escuela prepare a las personas para desempeiiar papeles
estables en la vida; cabe concebir la escuela como una formacion inicial que capacite a las
personas para un proceso de readaptacion permanente, incluidos sus conocimientos

matematicos.

En segundo lugar, debido a la influencia de los medios de comunicacién de masas, la
movilidad geografica y social, y la interpretacion cultural, la escuela no es ya la institucion
que define la realidad de los alumnos; hay una redefinicion permanente, a menudo

conflictiva, debida a otras ideas y fuentes de informacion.

Tercero, el crecimiento del desempleo juvenil. Los jovenes no pueden tener el
mismo interés instrumental en la ensenanza cuando su incorporacion al mercado de trabajo
se ve dificultada. El interés mayor o menor por aprender matematicas tendrd siempre un

componente de aplicabilidad de lo aprendido.

También hay que considerar los cambios importantes producidos en el interior

mismo de la escuela. Primero, la prolongacién del periodo obligatorio, que supone la
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retencion de los alumnos en los centros cuando se acercan a su madurez fisica e intelectual
y las expectativas de futuro importan tanto como sus condiciones de origen.

Segundo: el acceso de nuevos sectores sociales a niveles de ensefianza de los que
antes estaban excluidos conduce a los que pierden su monopolio a buscar nuevas formas de
distincion, lo que se manifiesta como expansion de la escuela privada, demanda de
diversificacion curricular, etc. Conviene estar atentos en este sentido para impedir que el
conocimiento matematico sea empleado como criterio discriminador entre alumnos durante

el periodo obligatorio de la ensefianza, como ya ha ocurrido en ocasiones anteriores.

Finalmente, hay un nuevo discurso ideologico en el terreno de la teoria y politica
educativas. Se ha pasado de hablar de igualdad, igualdad de oportunidades, oferta de
puestos escolares, etc, a hablar de calidad, excelencia o eficiencia. Esto puede suponer el
paso de una preocupaciéon por la educaciéon de todos a una atencion centrada en la
educacion de una minoria presuntamente mas dotada. También este discurso tiende a culpar
a la escuela de los problemas que encuentran los jovenes para conseguir empleos estables.
El analisis sociologico debe permitir poner de manifiesto las deficiencias estructurales del

sistema que provocan las situaciones mencionadas.

Aun cuando pueda parecer que hay muchos puntos de encuentro entre Sociologia y
Educacion Matematica es mucho mayor el campo de posibilidades abiertas esperando un
tratamiento y desarrollo sistematicos. A diferencia de lo que ocurre con las conexiones
entre Pedagogia y Educacion Matematica, o las que hay con la Psicologia, la necesidad de
establecer una fundamentacion socioldgica adecuada a la Didactica de la Matematica es

uno de los retos abiertos mas interesantes en nuestra area de conocimiento.

I1.3.5. Aportaciones de la Metodologia de la Investigacion.

Tradicionalmente, los medios que emplea el hombre para alcanzar conocimiento de

su medio ambiente y de los fendmenos que ante ¢l se presentan, se clasifican en tres
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categorias generales: experiencia, razonamiento e investigacion. Aunque el conocimiento
cientifico utiliza ampliamente las dos primeras categorias, no cabe duda que es la tercera la
que mejor caracteriza el moderno conocimiento cientifico. La investigacion, lo hemos
dicho con anterioridad, es la busqueda sistematica, controlada, empirica y critica de
proposiciones hipotéticas acerca de las relaciones que suponemos entre fendmenos
naturales. Se concibe la investigacion como el proceso de llegar a soluciones fiables para
los problemas a través de la obtencion, andlisis e interpretacion planificadas y sistematicas
de los datos. El término investigacion se puede aplicar legitimamente a una variedad de
contextos, por ello en este apartado nos vamos a limitar a considerar la investigacion
educativa. Por investigacion educativa se entiende el tipo de indagacion dirigido a mejorar

el conocimiento en el campo de la educacion asi como a lograr mejoras en el mismo.

La investigacion se distingue de la experiencia por tres rasgos particulares. En primer
lugar, la investigacion es sistematica y controlada, no trata con hechos que se producen por
azar o de modo casual. Basa sus operaciones en un modelo hipotético-deductivo, que en
términos generales puede describirse asi: el investigador trabaja primero inductivamente de
observaciones a hipdtesis y, despues, deductivamente, desde las hipotesis hasta sus
implicaciones con el fin de comprobar su validez; después de revisarlas, y cuando sea
necesario, se somenten las hipdtesis a ensayos posteriores disefiando pruebas que aporten
datos especificos para comprobar o rechazar la validez a nivel empirico. Esta es la segunda
caracteristica de la investigacion: es empirica. Y en tercer lugar, la investigacion es
autocorrectora. El método cientifico no solo cuenta con mecanismos incorporados para
proteger al cientifico del error, tanto como sea humanamente posible, sino que los

procedimientos y resultados estan abiertos al examen publico de los colegas profesionales.

La investigacion educativa se ha enfrentado con problemas epistemoldgico-
conceptuales derivados de las diferentes consideraciones en relacion con las ciencias
sociales. Una consideracion primitiva, pero aun vigente, sostiene que las ciencias sociales
son, en esencia, como las ciencias naturales y por tanto hay que tratar de descubrir las leyes
naturales y universales que regulan y determinan el comportamiento humano sobre la base
de la experiencia y la naturaleza tnica y personal del conocimiento, destaca el caracter
humano y, en particular, la relacion entre los seres humanos y su entorno. Un problema

destacable en la investigacion educativa es el denominado de la autonomia-dependencia.
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“Por una parte la investigacion educativa toma prestados conceptos y
métodos de otras ciencias: naturales, médicas en tanto que clinico-
experimentales; del comportamiento individual y psicosocial; del
funcionamiento social y especificamente organizativo, de la filosofia, la
historia y la antropologia, de las ciencias y tecnologias congitivas; de la
estadistica y de la tecnologia de la evaluacion, etc. Pero por otra parte, se
reconocen unas exigencias especificas del proceso educativo, que imponen
condicionamientos en la investigacion, relacionados con la imposibilidad de
aplicar radicalmente el control de la investigacion natural, de laboratorio, en
el andlisis y medida de las situaciones educativas. En consecuencia, la
investigacion educativa tiende a producir generalizaciones intermedias como
solucion de compromiso entre la necesidad de superar las meramente
descriptivas y la extrema dificultad de formular y verificar generalizaciones

... 128
teoréticas”

Los planteamientos epistemologicos tienen implicaciones directas sobre cuestiones
metodolédgicas. Cuando se considera el mundo social como semejante al mundo natural -
como una realidad dura, externa y objetiva, entonces la investigacion cientifica se dirige a
analizar las relaciones y regularidades entre elementos destacables de ese mundo y el
método serd predominantemente, cuantitativo. Los temas metodologicos de importancia
son, en este caso, los conceptos por si mismos, su medida y la identificacion de los temas
subyacentes. Esta perspectiva se expresa mas fuertemente en una busqueda de leyes

universales que expliquen y gobiernen la realidad que se esta observando.

Sin embargo, si se favorece la vision alternativa de la realidad social que acentua la
importancia de la experiencia subjetiva de los individuos en la creacion del mundo social,
entonces la blisqueda se enfoca sobre temas diferentes y aproximaciones diversas. La
preocupacion principal estd en entender el modo en que el individuo crea, modifica e
interpreta el mundo en el que se encuentra. Ahora el método adopta un aspecto cualitativo,

aun cuando no abandone la informacion cuantitativa.

128 Santillana (1991). Tecnologia de la Educacion. Léxicos Ciencias de la Educacion. Madrid: Santillana.
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Cada una de las dos perspectivas en el estudio del comportamiento humano tiene
profundas implicaciones para la investigacion educativa, para el estudio de aulas y
escuelas. La eleccion del problema, la formulacion de las cuestiones para responder, la
caracterizacion de alumnos y maestros, las inquietudes metodologicas, las clases de datos
buscados y su modo de tratarlos, todo esto se ve influido por el punto de vista con el que se

contempla.

Tres son los métodos generales utilizados hoy dia en investiacion educativa: el
método experimental, el método de encuestas y el método observacional. Aunque estos tres
métodos no tienen ni han tenido el mismo peso en la investigacion en Educacion
Matematica, todos ellos se emplean productivamente en el momento actual, razén por la
que vamos a hacer una breve descripcion de sus caracteristicas mas importantes.

Métodos experimentales, en sentido estricto son los enfoques de investigacion
cientifica basados en el uso del experimento. El experimento implica manipulacion y
control de una o mas variables independientes y observar las variaciones concomitantes
que se producen en las variables dependientes y la aleatorizacion del proceso de seleccion y
asignacion de sujetos a los distintos grupos experimentales. Esquematicamente, podemos
sefialar las siguientes etapas en la realizacion de una investigacion y la organizacion

cientifica del conocimiento con este método:

“1. Definicion del problema a estudiar e identificacion de los fenomenos que se van a
considerar.

2. Observacion, en la que se identificardn y etiquetardn los factores, variables y
elementos relevantes y donde se desarrollaran categorias y taxonomias.

3. Investigacion correlacional, en la que se relacionan variables y pardmetros entre si
v la informacion se integra sistemdticamente.

4. Manipulacion sistemdtica y controlada de variables para ver si los experimentos
pueden producir los resultados esperados, desplazdndose asi de la correlacion a la
causalidad.

5. Establecimiento de un cuerpo teorico segiin se acumulan resultados de los primeros
pasos. Dependiendo de la naturaleza de los fenomenos a examen, pueden formularse

y sistematizarse leyes.
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6. Empleo del cuerpo establecido de teoria para la resolucion de problemas o como

e . 129
fuente de hipdtesis posteriores”

La estructura basica del método experimental es simple:

1) se enuncia la hipdtesis: si p entonces q.

i) se elige y utiliza un método adecuado para manipular p.

ii1) se observa si ocurre la variacion concomitante en q, es decir, la variacién esperada
o prevista como consecuencia de la variacion producida en p.

iv) si sucede lo anterior, se considera como evidencia suficiente de la validez de la

proposicion “si p entonces q”.

Método de encuestas, es la metodologia de investigacion que estudia poblaciones
grandes y pequenas mediante la seleccion y analisis de muestras, para conocer la
frecuencia, la distribucion e interrelaciones de variables psicologcias y socioldgicas a partir
de la informacion recogida en las encuestas aplicadas a los sujetos que forman la muestra.

La informacion que recogen las encuestas es de dos tipos:

1) variables socioldgicas, como la edad, el sexo, nivel socioecondmico y otras;
i1) variables directamente relacionadas con los hechos que interesa conocer al
investigador:
opiniones, actitudes, preferencias y conductas.
El método de encuesta utiliza como técnica de recogida de informacién tanto la

entrevista personal estructurada o semiestructurada - como el cuestionario.

Los pasos que siguen en el método de encuestas son, esquematicamente, los
siguientes:

1. Definir los objetivos de la encuesta y deducir la informacion necesaria.

2. Definir la poblacion objeto de estudio.

3. Establecer los recursos disponibles.

4. Elegir la técnica de encuesta y disefiar el cuestionario.

129 Cohen L. & Manion L. (1990). Métodos de investigacion educativa. Madrid: La Muralla.
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5. Planificar el método de andlisis de datos.

6. Realizar una prueba piloto y revisar el instrumento.

7. Seleccionar la muestra de sujetos y realizar la encuesta.
8. Codificar los datos.

9. Tabular y analizar los resultados.

10. Elaboracidn del informe.

Metodologia observacional: “observar es advertir los hechos como
espontdneamente se presentan y consignarlos por escrito; en primer lugar se perciben los
hechos, los cuales, después, se expresan mediante palabras, signos u otros hechos; el
fundamento de la observacion cientifica reside en la comprobacion del fenomeno que se
tiene frente a la vista, con la uinica preocupacion de evitar y precaver los errores de
observacion que podrian alterar la percepcion de un un fenomeno o su correcta

130
expresion””

Observacion cientifica es aquella que utiliza hipotesis expresas y manifiestas; el
observador se distingue de un testigo ordinario, en que éste no intenta llegar al diagndstico

de los hechos y, ademas, en que muchos de los sucesos le pasan desapercibidos.
La observacion se convierte en técnica cientifica en la medida en que:

“1. Sirve a un objetivo ya formulado de investigacion.
2. Es planificada sistemdticamente.
3. Es controlada y relacionada con proposiciones mds generales, en vez de ser
presentada
como una serie de curiosidades.

4. Estd sujeta a comprobaciones de validez y fiabilidad”""

Las técnicas mas usuales de observacion son: las listas de control, los registros de

130 Anguera T. (1989). Metodologia de la observacion en las Ciencias Humanas. Madrid: Catedra.

131 Anguera T. Obra citada.
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interaccion, las escalas de valoracion o calificacion y los relatos.

Los métodos descritos se pueden utilizar aisladamente o en combinacion. Algunos
investigadores comienzan siempre con el supuesto de que su tarea consiste en relacionar,
experimental o descriptivamente, las variaciones observadas por medicion en el
rendimiento o las actitudes de los alumnos con las variaciones en la conducta observada de

los ensenantes.

Otros especialistas se centran en formulaciones diferentes, que pueden incluir el
discurso en el aula, las cogniciones del maestro, el sentido que los alumnos le dan a la

instruccion, o la organizacion social de las aulas a través de las estructuras de trabajo.

Una vez comprometido con determinada linea de investigacion, el estudioso rara vez

se desvia de ella. Se ha adoptado un programa de investigacion.

Tres son los programas de investigacion educativa predominantes hoy en dia: el
programa normativo o proceso-producto; el programa naturalista-interpretativo y el
programa critico. En el apartado II-2 de este Proyecto, al hacer el recorrido por la historia
de la investigacion en Educacion Matematica vimos el predominio del primer tipo de
programas naturalista y critico y la necesidad de intensificar las investigaciones sobre un
mismo topico utilizando diferentes técnicas y métodos. La disparidad conclusiones no debe
ser, en principio, un inconveniente. Kilpatrick'*> asume estas ideas y estimula a trabajar en

esta linea:

“El desacuerdo entre resultados son datos valiosos para explotarlos; las
técnicas cualitativas y cuantitativas deben emplearse mediante una sintesis y la
precision estadistica no puede reemplazar a la claridad conceptual. La
anécdota podria sugerir que a la vista de resultados en conflicto procedentes
de 19 estudios, podria elaborarse un vigésimo trabajo bien diseiiado para
resolver la cuestion. Siguiendo un camino mds serio podemos decir que

proporcionando un contexto adecuado para cada estudio un buen compilador

132 Kilpatrick J. (1985). Editorial. Journal for Research in Mathematics Education. Vol. 16, n°2.
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puede ofrecer un cuadro que ningin estudio individual puede ofrecer.

Rechazamos firmemente el mito del estudio singular decisivo”.

La metodologia de la investigacion no tiene interés solamente porque proporciona
criterios validos de conocimiento sobre los procesos de ensefianza/aprendizaje de las
matematicas y una sistemdtica bien estructurada para obtener y organizar esos
conocimientos sino que, mediante los métodos empleados en investigaciéon educativa,

establecemos relaciones que influyen en las decisiones sobre la practica educativa.

Carpenter'>® deja constancia de estas ideas en el debate actual sobre las relaciones entre la
investigacion y la practica en Educacion Matematica:

“Los paradigmas que utilizamos para estudiar la enseiianza y el
aprendizaje se reflejan en como pensamos acerca de los estudiantes y la
instruccion. Estudios de larga escala disefiados para evaluar la efectividad
relativa de diferentes tratamientos instructivos sugieren concepciones
diferentes de como mejorar la educacion que el estudio de casos, dirigido a la
comprension de las causas que subyacen en la conducta de los estudiantes o de
los profesores. Por encima de los resultados de estudios especificos, los
diferentes paradigmas de investigacion articulan diferentes conjuntos de
cuestiones y sirven para dar forma al debate sobre como cambiar la educacion

por diferentes caminos.

Seria forzar mucho la cuestion el decir que nuestras concepciones de las
cuestiones importantes en educacion matemdtica estdn dirigidas por la
investigacion, pero la investigacion juega un papel importante al conformar
nuestros pensamientos. Este papel es minusvalorado cuando se considera la

contribucion de la investigacion educativa.”

La metodologia de la investigacion educativa ha evolucionado muy rapidamente en
los ultimos afios, desde un predominio exclusivo de las técnicas cuantitativas y un peso

considerable de los estudios correlacionales, hasta los disefios cuasi-experimentales, la

133 Carpenter T. (1990). Editorial. Journal for Research in Mathematics Education. Vol. 21, n°3.
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investigacion en la accion, los métodos etnograficos y el empleo del analisis factorial, que
se estan comenzando a desarrollar sistematicamente en Educacion Matematica. Sin que
consideremos la metodologia de la investigacion como un factor determinante en la
fundamentacion de nuestra drea de conocimiento, no cabe duda que la consolidacion de la
Didactica de la Matematica como disciplina cientifica va a depender ineludiblemente de un
empleo adecuado de los diversos métodos y técnicas de investigacion en educacion para
producir, obtener y organizar conocimientos validos en este campo. La metodologia de la
investigacion ha realizado ya aportaciones considerables a la Educaciéon Matematica, pero

el campo de posibilidades abierto es ain mucho mayor.

[M.1. PLAN PARA LA FORMACION INICIAL DE PROFESORES DE
MATEMATICAS EN LA UNIVERSIDAD DE GRANADA.

III.1.1. Situacidén actual de la formacidon inicial del Profesorado.

Para ejercer la docencia en los Centros de Ensenanza Secundaria, Bachillerato o Formacion
Profesional como Profesor de Matematicas es necesario estar en posesion del titulo de
Licenciado, Arquitecto o Ingeniero, o estar en posesion de un titulo equivalente a efectos de

docencia.

“Para impartir las ensefianzas de la Educacion Secundaria serd
necesario ademds estar en posesion de un titulo profesional de
especializacion diddctica. Este titulo se obtendrd mediante la realizacion de
un curso de cualificacion pedagogica, con una duracion minima de un afio
académico, que incluird, en todo caso un periodo de prdcticas docentes.

Para impartir el bachillerato se exigirdn las mismas titulaciones y la

4Capitulo III del Prpyecto Docente del Prof. L. Rico para el Concurso a Catedra de Universidad. 1992
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misma cualificacion pedagogica que las requeridas para la educacion
secundaria obligatoria.
Para la formacion profesional especifica se exigiran los mismos

.. . . . . 135
requisitos de titulacion que para la educacion secundaria.”

Estas son las condiciones recientemente establecidas por la LOGSE, aun sin desarrollar,
para el ejercicio de la docencia en los niveles de Secundaria, Bachillerato y Formaciéon
Profesional. Estos planteamientos no resultan innovadores, contintan la linea ya iniciada en
1970 por la Ley General de Educacion, que establecia que el Profesorado de Bachillerato debia

reunir las siguientes condiciones:

“Primero: titulacion minima de Licenciado, Ingeniero o Arquitecto;
Segundo: una formacion adecuada a cargo de los Institutos de Ciencias de la Educacion,
obtenida despues de la titulacion cientifica mediante cursos intensivos desarrollados en los

. . 136
mencionados Institutos.”

Desarrollos posteriores establecieron el certificado de Aptitud Pedagdgica (CAP), como
sistema para habilitar el ejercicio de la docencia en los distintos niveles educativos, mediante

, . Lo o 13
cursos especificos a desarrollar en los Institutos de Ciencias de la Educacion'’ .

En el momento actual es el Certificado de Aptitud Pedagdgica el que permite acceder a la
funcién docente, y por ello vamos a centrar nuestras observaciones sobre ¢l. En la mayoria de
las Universidades, el CAP se ha convertido en un tramite formal, de caracter genérico,

desvinculado de la especializacion didactica en las disciplinas correspondientes, y cuya funcion

135 Boletin Oficial del Estado (1990). Ley Organica 1/1990 de 3 de octubre, de Ordenacion General del
Sistema Educativo. BOE n° 238, pags 28927-28942.

136 Boletin Oficial del Estado (1970). Ley 4/1970 de 4 de agosto, General de Educacion y Financiamiento de la

Reforma Educativa BOE n° 187.

37 Boletin Oficial del Estado (1971). Orden de 14 de julio de 1971 sobre clasificacion de las actividades
docentes de los Institutos de Ciencias de la Educacion. BOE n° 176 de 26-VII-71.
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orientativa e informadora se resume en una primera toma de contacto con la préctica docente
bajo la supervision de un tutor. La oferta que, actualmente, hace la Universidad para la
formacion inicial del Profesorado de Ensefianzas Medias esta centrada en la obtencion del titulo
correspondiente de Licenciado, Arquitecto o Ingeniero, que es el que realmente habilita para
ejercer la docencia en Secundaria y Bachillerato. La formacion del licenciado tiene como meta
lograr el dominio conceptual y metodologico sobre las disciplinas que configuran cada
titulacion; la preparacion del licenciado no incluye, por lo general, ninguna materia didactica ni
otros componentes para su formacion inicial como Profesor. En la orientacion profesional que la
Universidad oferta en las diferentes licenciaturas no es usual incluir ninguna referencia a futuras
actuaciones docentes. Como formacion post-grado aparecen los Cursos de Aptitud Pedagogica

antes mencionados.

El plan de formacion inicial vigente en el momento actual adolece, a nuestro juicio, de las

siguiente deficiencias:

1°. Los Cursos de Aptitud Pedagdgica se sitlian al margen de la Organizacion Docente de la
Universidad ya que no aparecen adscritos a Departamentos concretos, no se consideran dentro
de la carga Docente de los mismos y no forman -por tanto- parte de la ensefianza reglada. En la
estructura actual de los estudios universitarios, los Cursos de Aptitud Pedagogica mantienen un
status especial, diferente de la ensefianza reglada y de las titulaciones propias de cada
Universidad que es expresion, a nuestro entender, de un escaso interés institucional de la
Universidad por la formacion inicial del Profesorado de Secundaria y Bachillerato en el campo
de la Didactica.

2°. Como consecuencia de lo anterior puede afirmarse que los mencionados cursos estan
dirigidos a satisfacer principalmente las necesidades formales impuestas por la ley. Ni la
estructura de los cursos, ni sus contenidos, ni su duracion, ni los resultados - conocimientos y
destrezas- que se logran a su conclusion, responden a las necesidades reales de formacion inicial

del Profesorado, al menos en el caso del Profesorado de Matematicas.

En el capitulo anterior de este Proyecto hemos visto la complejidad de problemas que se
presentan en el campo de la Educacion Matematica; la diversidad de estudios e investigaciones,
realizados o en curso, que se han abordado para resolver o clarificar algunos de estos problemas;

también hemos considerado algunos de los marcos tedricos y metodolégicos que permiten
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organizar, interpretar y hacer propuestas en relacion con los problemas indicados. Ninguno de
los Cursos de Aptitud Pedagogica disefiados para la capacitacion pedagdgica del Profesor de
Matematicas estd en condiciones de ofrecer formacion en estas materias y conocimientos, al

menos en los conocidos por nosotros.

3°. Causa destacable de las deficiencias del sistema actual es la desvinculacion de los
Cursos de Aptitud Pedagogica de las Didacticas de las disciplinas correspondientes. El esquema
sobre el que estan disenados los cursos da por supuestas la preparacion cientifica del profesor en
formacion en su disciplina junto con un desconocimiento pedagdgico; por ello se limita a
proporcionar unas consideraciones genéricas sobre Teoria de la Educacion, Pedagogia y
Didactica General, junto con unas sesiones de practicas docentes. La conexion entre el
conocimiento de la disciplina, Matematicas en nuestro caso, y los procesos de su ensefianza y
aprendizaje, todo el campo de la Didéctica de la Matematica, quedan excluidos de los Cursos de
Aptitud Pedagogica. Se crea de esta manera un desnivel formativo e informativo insuperable
entre las competencias cientificas del profesor en formacion y sus competencias profesionales,
con consecuencias muy discutibles para el ejercicio de la docencia y para el aprendizaje de los

alumnos.

Las condiciones generales establecidas en la LOGSE no suponen una variacion
significativa en relacion con la situacion actual. Se establece un titulo profesional de
especializacion didactica, pero no se indica qué institucion va a responsabilizarse del mismo; es
posible que se obtenga dentro de la Universidad, pero parece claro que va a seguir
configurandose mediante cursos de caracter atipico y, en principio, desvinculados de los
Departamentos Universitarios. Las dos caracteristicas afirmativas de este titulo son su obtencion
mediante la realizaciéon de un curso de un afio de duracion y la inclusion en el mismo de un
periodo de practicas; pero esto no debe hacernos olvidar que no estd definida una troncalidad,
que no hay una valoracién en créditos o en horas para estos cursos, que no aparece una
atribucion de responsabilidades, un esquema organizador o una orientacién para sus programas

ni para la evaluacién y promocion de quienes los siguen.
Con estas condiciones no previsible que la futura regulacion y desarrollo de la formacion

inicial del Profesorado supongan un avance y una mejora del marco establecido mediante el

Certificado de Aptitud Pedagogica.
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II1.1.2. Especialidad de Metodologia en la Licenciatura de Matematicas de
la Universidad de Granada y formacion inicial del Profesorado de Matematicas.

En el apartado 1.2.1 de este Proyecto se describio el Plan de Estudios de la Licenciatura de
Matematicas de la Universidad de Granada, las distintas especialidades y la distribucion de
asignaturas por cursos. Al realizar este analisis observamos las coincidencias entre la
Especialidad de Matematica Fundamental y la Especialidad de Metodologia, que permite
considerar la segunda como una variedad de la primera ya que comparten las asignaturas
obligatorias, diferencidndose en que las opcionalidades de la primera se convierten en un grupo
fijo de materias de orientacion Didactica para la segunda. Ademas de esta diferencia queremos
destacar otro dato: la Especialidad de Matematica Fundamental se desarrolla mediante 8
asignaturas que necesitan de 40 horas semanales durante dos cursos; la Especialidad de
Metodologia se desarrolla mediante 11 asignaturas que necesitan de 45 horas semanales durante

dos cursos.

Reiteramos asi nuestra opinion de que la Especialidad de Metodologia es una opcion de
Matematicas Fundamentales, con una orientacion especifica hacia la Didactica que se concreta

en las cuatro asignaturas propias de la Especialidad:

Supuestos de la Educacién.
Métodos Estadisticos aplicados a la Educacion.
Didactica de la Matematica en el Bachillerato.

Practicas de Enseianza en Instituto.

Los alumnos que realizan esta Especialidad no necesitan cursar el CAP ya que,
automaticamente, se les convalida. De este modo compensan el excedente de asignaturas y horas

de clase semanales que tienen en relacion con sus compafieros de Matematicas Fundamentales.
Queda claro que la Universidad de Granada ofrece a los licenciados en Matematicas dos
posibilidades distintas para su formacion inicial como Profesores: la opcion general del
Certificado de Aptitud Pedagdgica y la opcidn particular de la Especialidad de Metodologia.
En este sentido hay que considerar que una de las prioridades de esta Especialidad consiste

en atender a la preparacion de los estudiantes de Segundo Ciclo de la Licenciatura de

260



Matematicas como Profesores en formacion. Las cuatro asignaturas especificas constituyen el
nucleo de esa preparacion y cada una de ellas aporta un componente diferenciado. La asignatura
Supuestos de la Educacion proporciona la base tedrica que incluye componentes axioldgicos,
reflexiones filosoficas, planteamientos epistemologicos e informacion sobre el desarrollo
historico de la educacion. También informa sobre movimientos educativos, sus
fundamentaciones, los modelos educativos existentes en nuestra sociedad y los esquemas de su
organizacion y desarrollo. Esta Asignatura est4 adscrita al Departamento de Pedagogia.

La asignatura Métodos Estadisticos aplicados a la Educacién aporta conocimientos
necesarios para el estudio e investigacion en Educacion Matemadtica, asi como el fundamento de
tales conocimientos. El desarrollo metodolégico en Ciencias de la Educacion ha experimentado
un fuerte crecimiento en los Ultimos afios, motivo por el que una Asignatura que introduzca al
Profesor en formacion en este campo resulta de especial interés. Esta Asignatura estd adscrita al

Departamento de Estadistica e Investigacion Operativa.

La Asignatura Didéctica de la Matematica en el Bachillerato proporciona al Profesor en
formacion un conocimiento sobre la ensefianza de las matematicas dentro del Sistema Educativo
en sus etapas Obligatorias y Postobligatorias, sobre la transmision y aprendizaje de conceptos,
procedimientos y estrategias matematicas, sobre la deteccion y tratamiento de errores,
organizacion de contenidos, alternativas metodologicas, evaluacion de los aprendizajes y, en
general, sobre los sistemas conceptuales construidos para el estudio de los problemas derivados

de la ensefianza/aprendizaje de las matematicas.

La Asignatura Précticas de Ensefianza en Instituto aporta el contacto con el aula y con los
alumnos, permite controlar y valorar la utilidad de los planteamientos teodricos, aporta la
dimension del conocimiento directo y las limitaciones de la realizacion de los programas; esta
materia proporciona informacion directa sobre los Centros de Secundaria, los Seminarios de
Profesores y sus dindmicas de trabajo, ofrece un espacio para la puesta en practica de las
Programaciones y Disefios de Unidades Didacticas y para el andlisis y revision de las actuaciones
del Profesor en el aula. Estas dos Asignaturas se encuentran adscritas al Departamento de

Didéactica de la Matematica.
Las cuatro materias, conjuntamente, contribuyen a la formacion inicial del Profesor de

Matematicas, que es una de las funciones que se logran mediante esta especialidad. Es posible

sefialar algunas deficiencias importantes en la configuracion de la especialidad de Metodologia,
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pero no cabe duda que, comparativamente con el sistema establecido por el CAP, el plan de
formacion inicial de Profesores de Matemadticas que proporciona esta Especialidad presenta

ventajas incontestables. Vamos a sefialar algunas de ellas.

En primer lugar, las materias estdn adscritas a Departamentos Universitarios y, por tanto,
estan sometidas a un control académico en la elaboracion y revision de Programas, en la
realizacion de practicas y en el sistema de evaluacion para los alumnos; por otra parte no son
una responsabilidad complementaria para un profesor concreto objeto de un contrato temporal,
sino que entran dentro de la carga docente global cuya responsabilidad compete a todos los
miembros del Departamento, lo que proporciona estabilidad y continuidad en el tratamiento de

las materias.

En segundo lugar, al formar parte de la ensefianza reglada, estas asignaturas estan sometidas
al control organizativo general y aparecen dentro de los planes y organizaciones docentes de la
Facultad y de los Departamentos; cada asignatura tiene un horario semanal, de caracter regular

para todo el curso.

En tercer lugar, los Programas elaborados por el Departamento forman parte de un plan
conjunto de formacion, han sido remitidos a la Comision Docente de la Facultad y evaluados por
la misma; son publicados por la Facultad y sometidos a los controles y revisiones periodicas

establecidos con caracter institucional.

La coincidencia y simultaneidad de esta formacién profesional inicial con el segundo ciclo
de formacién en disciplinas matematicas, pese a la ausencia casi total de conexion entre ambas,
nos parece ventajosa ya que permite recibir formacion e informacion de ambos campos y obliga
al profesor en formacioén a realizar una reflexién y algun tipo de integracion entre ambas

orientaciones.

También la especialidad de Metodologia, a nuestro entender, proporciona a los futuros
licenciados en Matemadticas una formacién adecuada sobre el amplio campo de trabajo que
organiza, estudia e investiga la disciplina que venimos denominando Didactica de la Matematica.
Esta funcion se realiza muy deficientemente en el momento actual. Sin embargo entendemos
que, incluso para los licenciados que no se van a dedicar a la docencia, es un conocimiento util y

necesario ya que la Didactica de la Matematica forma parte destacable de esa gran corriente de
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pensamiento que, por un lado, promueve y sostiene el conocimiento matematico y que, por otro,
entra dentro del campo de actuacion derivado de la necesidad de comunicar y transmitir los

logros y producciones matematicas, antiguos o nuevos.

El desconocimiento casi absoluto que sobre Didactica de la Matematica tienen hoy dia la
mayor parte de los licenciados en matematicas entendemos que no es beneficioso para la
extension y difusion de una cultura matematica en nuestra sociedad; para captar, interesar e
ilusionar a los jovenes en el estudio y profundizacion de las matematicas; ni para mejorar la

capacidad de comunicacion profesional de cualquier titulado en matematicas.

I11.1.3. Nuevo marco legal y necesidades derivadas.

El momento actual se caracteriza, por lo que a formacion inicial del Profesorado se refiere,
por dos datos determinantes. En primer lugar la transformacion en curso de los niveles de
Educacion Infantil, Primaria, Secundaria, Bachillerato y Formacion Profesional derivados de la
reforma que se establece en la LOGSE. Esta transformacion va acompaiiada de unas nuevas
metas generales para cada uno de los niveles, que determinan nuevos disefios curriculares,
nuevos programas y orientaciones docentes y, lo que es mds importante, nuevos perfiles y
necesidades profesionales, que demandan un tipo de formacién més completo, sistematico y

profundo para el Profesorado.

En segundo lugar, la elaboracion de nuevos planes de estudios para las titulaciones y
carreras universitarias, con lo que se trata de agilizar y modernizar la organizacion de los
estudios universitarios'** . Rasgos caracteristicos de la ordenacion y estructura del nuevo sistema
son la delimitacion por créditos de las titulaciones y de las disciplinas; el establecimiento de un
grupo reducido de materias troncales que permiten un amplio margen para la autonomia de cada
Universidad, de cada Centro e, incluso de cada alumno, incorporando la idea de curriculo
autodisefiado; la division en ciclos, la potenciacion de carreras de ciclo corto con pasarelas a

otras titulaciones e, incluso, entre titulaciones diferentes; la necesidad de una actualizacion y

3% Boletin Oficial del Estado (1987). Real Decreto 1497/1987 de 27 de noviembre, por el que se
establecen las Directrices Generales de los Planes de Estudio y de los Titulos Universitarios de
caracter Oficial y validez en todo el territorio nacional. BOE n° 298 de 14 de diciembre.
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formacion permanentes, con la realizacion de cursos de ampliacion, programas de tercer ciclo,
programas de experto o master u obtencion de titulaciones propias de cada universidad, la
necesaria potenciacion de las caracteristicas especificas y los equipos docentes e investigadores

mas prestigiosos.

Con este marco general de referencia, cada Universidad debe promocionar aquellos estudios
en los que puede hacer una oferta de calidad autdctona y diferenciada. Por ello, entendemos que
en la Universidad de Granada se dan las condiciones para promover y desarrollar un plan de
Formacion de Profesorado de Matematicas, cuya etapa inicial debiera constituir una Especialidad
dentro de la nueva Licenciatura de Matematicas, cuya denominacion mas adecuada, en el

momento actual, nos parece que debiera ser Especialidad de Educaciéon Matematica.

No consideramos aqui asignaturas troncales propias del titulo de Licenciado en
Matematicas ni la oferta de asignaturas optativas que en todo caso debieran ajustarse a lo
establecido en el Real Decreto que regula el titulo de Licenciado en Matematicas'*® . Nuestro

disefio y propuesta para las asignaturas especificas de esta Especialidad, es como sigue:

TERCER CURSO
Supuestos de la Educacion.... 8 créditos.
Psicologia cognitiva.................... 10 créditos.

Fundamentos culturales y sociolégicos de la Educacion Matematica.....8 créditos.

Modelizacién Matematica........ccceeurennee ...8 créditos.
CUARTO CURSO

Curriculo de matematicas en Educacion Secundaria..........c.cceueenenee 8 créditos.
Métodos estadisticos aplicados a la Educacion.............cueeeeeeenennen. 8 créditos.
Historia de la Matematica y de la Educacion Matematica..............c...... 6 créditos.
Errores y dificultades en el aprendizaje de las matematicas................ 8 créditos.

139 Boletin Oficial del Estado (1990). Real Decreto 1416/1990 de 26 de octubre, por el que se establece
el titulo universitario oficial de Licenciado en Mateméticas. BOE n°® 278, 20-X1-90, pags 34342-34343.
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QUINTO CURSO

Teoria de la Educacion Matematica.......ccceeeeerrceeeeeeccsnneeecessananecnns 8 créditos.
Curriculo de matematicas en Bachillerato..........ccceeecceeeeeeecerreeeeens 8 créditos.
Creacion matematica y resolucién de problemas.........cccceeruecnriuneencee 6 créditos.
Practicas de enSeNanza...........ccceeeeeerceeeecccsneaeececsnsasececsssnnsaanes 10 créditos.

En resumen:

Si a estos 96 créditos de Especialidad se afiaden los 45 de troncalidad, establecidos por el
Real Decreto, dan un total de 141 créditos; queda asi un margen de, al menos 40 créditos para

completar la formacion de los futuros licenciados en Matematicas por esta Especialidad.

Esta opcion nos parece que cubre de manera optima la formacion especifica de un Profesor
de Matematicas y ofrece un complemento adecuado a su preparacion matematica. Con ella se
quiere hacer una aportacion al objetivo marcado por los Organos de Gobierno de la Universidad
de Granada:

“conseguir unos estudios que tengan la adecuacion, calidad y
cardcter que corresponde a la Universidad de Granada, acordes con
nuestras posibilidades actuales y que a su vez supongan una apuesta de

futuro” 140

Aun cuando sabemos que las condiciones actuales no van a permitir un desarrollo completo
de esta propuesta, estamos convencidos de que todo avance en la linea de profesionalizacion del
Profesor de Matematicas pasa por desarrollar una formacion psicodidactica profunda,
simultaneamente con su formacién matematica, y creando puentes de conexion y reflexion
didactica entre los dos campos. Esa direccion de dominio profesional pasard necesariamente,

cuando se alcance, por un curriculo de formacién no muy diferente del que aqui presentamos.

149 Boletin Informativo de la Universidad de Granada (1991). Monogréafico Planes de Estudio. N° 38.
Secretario de Comunicacion y Documentacion. Universidad de Granada.
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Una condicion importante de nuestra propuesta incluye la convalidacion automadtica del

Curso para la especilizacion didéctica establecido en el Articulo 24.2 de la LOGSE.

La situacion actual de cambio en los planes de estudios junto con las necesidades derivadas
de la nueva estructura del Sistema Educativo ofrecen una oportunidad importante para avanzar

en esta linea, que no se debiera desaprovechar.

II1.1.4. Las Asignaturas de Didactica de la Matematica en el Plan de
estudios actual.

Volviendo a la situacion presente y dejando las propuestas anteriores como un esquema
sobre el que tendremos que trabajar reiteradamente para convertirlo en un plan viable, hemos de
considerar las Asignaturas adscritas al Departamento en el Plan de Estudios ain vigente. Aun
cuando no las consideremos como la mejor alternativa, ni siquiera como una opcion a la que
haya que limitarse en el futuro, no cabe duda que (como ya hemos considerado) la Especialidad
de Metodologia de la Licenciatura de Matematicas presenta una opcion cualitativamente mas
completa que el Certificado de Aptitud Pedagdgica, en relaciéon con la formacion inicial de

Profesores de matematicas.

En lo que sigue vamos a presentar nuestra propuesta de Programa para las dos Asignaturas
mencionadas: Didactica de la Matematica en el Bachillerato y Practicas de Ensefanza en

Institutos.

Hemos limitado nuestros Programas a estas dos asignaturas por una cuestion de coherencia
y honestidad: son estas dos materias las que hemos venido impartiendo en estos ltimos cursos y
su conocimiento no es unicamente tedrico y especulativo. Conocemos las necesidades y
problemas que se plantean en el trabajo con ambas; nuestras propuestas no se limitan a un
listado de contenidos sino que se sefialan unas lineas metodoldgicas y para la evaluacion, se
establecen conexiones entre ambas y entre los diferentes temas enumerados. Toda afirmacion o
propuesta viene respaldada por la practica y ha sido contrastada previamente. Muchas de las
ideas que nos han llevado a proponer el plan del apartado anterior se han obtenido de la
experiencia con estas dos materias en los ultimos afios, pero hemos preferido mantener su

unidad y desarrollarlas en extenso y con detalle en vez de abrir nuevos programas, cuya
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organizacion pudiera resultar excesivamente teorica y desvinculada de su realizacion y puesta

en practica en el aula.

Esta es la opcion que desarrollamos ampliamente en lo que sigue. No obstante hemos

asumido una serie de limitaciones que queremos comentar.

La primera limitacion exige presentar Programas viables que puedan llevarse a cabo en el
tiempo y condiciones realmente disponibles. Ya hemos sefialado que el campo de necesidades es
muy amplio. Por ello mismo, cabe la tentacion de intentar introducir a pequeia escala todos los
conocimientos en las dos asignaturas existentes en el Plan de Estudios. Hemos reunido este
planteamiento y nos hemos centrado en cada caso en los contenidos especificos que mejor

responden, a nuestro juicio, a los objetivos de cada Asignatura.

Estas consideraciones nos han llevado a centrarnos en los intereses que la Didactica de la
Matematica tiene para el Profesor de Ensenanza Media y a conceder prioridad a los contenidos
que, actualmente, aparecen en el Disefio elaborado por el Ministerio de Educacion para
Secundaria y Bachillerato y su desarrollo posterior por la Consejeria de Educacion de la Junta de
Andalucia. Aunque defendemos que el conocimiento de la Didactica de la Matematica debe
alcanzar también al nivel universitario, no es este el lugar ni el momento para desarrollar una

propuesta en este sentido.

En segundo lugar, queda también fuera del Programa una reflexion extensa sobre las
caracteristicas de las matematicas escolares para dentro de una o dos décadas, aunque si se hacen
algunas consideraciones en el estudio que se propone sobre las Metas de la Educacion

Matematica.

Una ultima limitacion de estos Programas procede de su falta de conexiones explicitas con
el resto de las Asignaturas que comprenden la Licenciatura de Matematicas. Las dos materias
que proponemos podrian desarrllarse a partir de Tercer Curso, si bien es conveniente que se haya
cursado previamente la Asignatura Supuestos de la Educacion. Esta falta de conexiones
explicitas responde claramente a la propia conceptualizacion de la Especialidad antes
comentada. Conexiones implicitas son, sin embargo, muy frecuentes; cada vez que se comienza
el analisis didactico de un tema del Curriculo de Secundaria o Bachillerato para matematicas, los

alumnos de estas asignaturas, que estan concluyendo su formacion como licenciados en
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matematicas, comienzan por recordar sus conocimientos e informacion relativos a cada uno de

los temas.

Los alumnos para los que estan disefiados los Programas que a continuacion se presentan
son alumnos de 5° Curso de la Licenciatura de Matemadticas, con una preparacion previa en
matematicas amplia y solida pero, en su mayor parte, estos Programas podrian trabajarse con
alumnos de 3° 0 4° Curso de la Licenciatura de Matematicas e incluso, con alumnos de los dos
ultimos cursos de la Licenciatura de Fisicas. Alumnos sin una formacion considerable en

matematicas tendrian dificultades para seguir con provecho estas asignaturas.

Hechas estas reflexiones de caracter general, pasamos a presentar los Programas de las

Asignaturas:

* Didactica de la Matematica en el Bachillerato.

* Practicas de Ensefianza en Instituto.

que son las dos materias adscritas al Departamento de Didéctica de la Matematica de la
Universidad de Granada, de las que componen el Plan de Estudios actual para la Licenciatura de

Matematicas que se imparte en esta Universidad.

[M1.2. ASIGNATURA: DIDACTICA DE LA MATEMATICA EN EL
BACHILLERATO.

=l
=l
=
o

N

=
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undamento del Programa:

Ya hemos comentado anteriormente la estructura y organizacion del Plan de Estudios
para la Licenciatura de Matematicas en la Universidad de Granada y, en particular, el
correspondiente a su especialidad de Metodologia. Parece conveniente retomar los datos que
alli se exponen y destacar el hecho siguiente: la formacion recibida en el Primer Ciclo de la
Licenciatura ha consistido en 30 horas semanales durante tres cursos, en los que se le han

impartido 13 materias, todas ellas de especializaciéon matematica, excepto Fisica General. En
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cuarto curso el alumno ha empleado 20 horas semanales en 4 asignaturas de especializacion
matematica y s6lo 3 horas en la asignatura Supuestos de Educacion. La formacion matematica
global del alumno que accede a la Asignatura Didactica de la Matematica en Bachillerato ha
tenido un desarrollo previo a lo largo de unas 2750 horas de docencia, mientras que su
formacion pedagogica se reduce a 75 horas, es decir, un 2% del total. No puede resultar
extrafio que apreciemos en estos alumnos un desconocimiento abrumador sobre Didéctica de
la Matematica, sobre las competencias necesarias para ejercer como Profesor de Matematicas,
sobre las condiciones institucionales y sociales que establecen su campo de trabajo y, en
general, sobre las relaciones y medios de comunicacion existentes en la comunidad de

educadores matematicos.

Esto lo hemos comprobado varias veces a comienzos de curso con una pequeila encuesta
que hemos pasado a los alumnos para valorar el nivel de informacion de que disponian en una
serie de puntos relacionados con el Area. Presentamos la encuesta y los datos obtenidos en los
Cursos 88-89, 89-90 y 90-91.

1. Escribe el nombre de las revistas que conozcas sobre Educacion Matematica.

2. Escribe el titulo de los libros que has leido sobre Educacion Matematica o relacionados.

3. Escribe el nombre de las Sociedades de Profesores de Matematicas que conozcas.

4. Nombra los grupos de trabajo en Renovacion para Educacion Matematica de los que hayas oido
hablar.

5. Nombra las Jornadas o Congresos a los que hayas asistido.

6. Valora el numero de conferencias que has escuchado sobre Educacion Matematica.

7. Valora de 0 a 10 la importancia que concedes a la Formacién Pedagdgica de un Profesor de
Matematicas.

8. Valora de 0 a 10 la importancia que concedes al trabajo en equipo entre los Profesores de

Matematicas.

Los resultados, en promedio, de cada cuestion en los tres cursos fueron:
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La encuesta, que se realiza durante la primera semana de clase, pone de manifiesto que la
formacion e informacion previas que tienen los alumnos de la Asignatura de Didactica de la
Matematica es minima, y que la valoracion global que asignan a la preparacion pedagogica del

Profesor en formacion es escasamente de notable.

Mi valoracion como profesor de esta materia, en los cinco cursos que la vengo
impartiendo, es que nos encontramos con unos alumnos que consideran que el nivel de su
formacion matematica es mas que suficiente para ser Profesores de Matematicas, que
desconocen la existencia de un campo de trabajo denominado Educacion Matematica y de las
actividades que en ¢l se realizan y que no imaginan otros contenidos para la Didactica de la
Matematica que una coleccién de recomendaciones generales, trucos y reglas que permitan
hacer las clases mas activas y agradables. No obstante, su receptividad para recibir
informacion sistematica relativa a Educacion Matematica, su capacidad para utilizarla, su
interés por conseguir mas y mejores conocimientos y por profundizar en los mismos hacen

que el desarrollo de la Asignatura permita un considerable avance en esta materia.

Para establecer el programa de esta Asignatura hemos tenido en cuenta: el Plan de
Estudios que siguen los alumnos de la Licenciatura de Matematicas; las necesidades actuales
del Sistema Educativo derivadas de la LOGSE y de la reforma del curriculo de Matemaéticas
en Secundaria; las carencias formativas e informativas de los alumnos que se matriculan en la
materia; sus expectativas en relacion con la Didactica de la Matematica; nuestra experiencia
profesional con profesores en formacion y en activo; y el actual desarrollo de la comunidad de
educadores matematicos en busca de autonomia intelectual y profesional, cada vez mas amplia

y mejor fundada.

Metas generales de esta asignatura son conseguir una vision global del campo de la
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Didactica de la Matematica y articular el conocimiento matematico sobre los contenidos de la
educacion secundaria y bachillerato a través de una reflexion didactica sistematica.
Para cubrir estas dos metas se organiza el programa de la Asignatura en dos bloques

tematicos o lineas de desarrollo principales.

En primer lugar, consideramos un estudio de aquellos temas de Didactica mas adecuados
para organizar la ensefianza y aprendizaje de las matematicas en los Centros de Secundaria y
Bachillerato: una iniciacion a la Teoria Curricular; una informacion general sobre teorias del
Aprendizaje conectadas con el aprendizaje de las matematicas; una sistematizacion sobre las
condiciones que producen una ensefianza efectiva; y, finalmente, una informacién sobre las
condiciones generales en las que trabajan los profesores, los modos de organizacién
profesional y las actividades de investigacion, experimentacion o difusion que se realizan
sobre las tareas docentes. Con esta linea de trabajo se proporcionan una serie de
conocimientos teoricos, informaciones, esquemas organizativos y experiencias practicas
realizadas, que permiten avanzar en su formacion a los futuros profesores de matematicas.
Aunque la mayor parte de estos contenidos estdn tomados de estudios generales de Psicologia
y Didactica, es obligada una conexiéon permanente con las matemadticas, para que tengan
sentido y sean utiles. No obstante, los conceptos y métodos que se presentan son psicologicos
y pedagdgicos, lo cual influye en el modo de trabajo, la bibliografia que se emplea, el modo
de exposicion, e incluso la propia terminologia. Aiin cuando es un campo de estudio nuevo en
la Licenciatura de Matematicas tiene un interés evidente para los alumnos de esta materia, que

se manifiesta al trabajar con regularidad en sus contenidos.

La segunda linea de desarrollo es complementaria de la anterior. Se trata en este caso de
realizar el analisis didactico de cada uno de los bloques de conocimientos que forman el
curriculo de matematicas en la ensefanza secundaria y el bachillerato. Los alumnos de esta
asignatura tienen, en su mayoria, un conocimiento exhaustivo de las matematicas en las que se
apoyan los contenidos del programa, pero, incluso cuando no tienen informacion previa sobre

un tema, pueden obtenerla y asimilarla con relativa facilidad y rapidez.

Las limitaciones con las que los alumnos de esta asignatura se encuentran surgen por su
falta de informacion y sistematizacion para realizar alguna consideracion sobre los contenidos,
distinta de su organizacion formal y sus procedimientos deductivos. Los modos de

organizacion posibles para un topico; los errores y dificultades que se suelen producir; la
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fenomenologia de los conceptos implicados; los estilos de ensefianza adecuados; los
problemas de aprendizaje mas importantes que se plantean en cada caso; la evolucion historica
de cada campo; los materiales y recursos que pueden utilizarse en su estudio; las aplicaciones
practicas; y, seguramente, muchas otras cuestiones importantes para la didactica de un
contenido matematico concreto, forman parte del tipo de trabajo que los profesores de
matematicas en formacion deben realizar. En este caso el ntcleo central de estudio es el
conocimiento matematico, y los instrumentos y técnicas que se emplean son variados y
proceden de diversas disciplinas. Algunas de ellas, como la Pedagogia y la Psicologia, se han
considerado en el apartado anterior; otras son nuevas, pero asequibles desde una formacion
matematica, como la Filosofia e Historia de las Matematicas, e incluso la fenomenologia
didactica de los contenidos. Hasta no lograr una cierta maestria en la organizacion didactica de
los temas del programa de matematicas, el alumno de esta materia no va a sentirse comodo y
seguro en este campo. El progreso en esta parte del programa es mucho mas lento que en la
parte anterior, ya que se trata de obtener una organizacion didéctica sobre cada tema de un
nivel comparable a su desarrollo formal, lo cual no resulta sencillo en la mayoria de los casos.
La variedad de temas incluidos en los programas hacen muy dificil el estudio en profundidad
de todos ellos. No obstante, se puede hacer una seleccion adecuada o un estudio con diferentes
niveles, de modo que se contemplen los aspectos mas importantes a lo largo del curso, pero

debe quedar claro que un estudio completo exigiria mas tiempo del asignado a esta materia.

En atencién a las dos lineas de desarrollo que hemos comentado, estructuramos el

programa de esta Asignatura en dos partes:
A. Fundamentacion y marco de referencia.
B. Anilisis didactico y disefio de unidades para los contenidos del Curriculo de Educacion

Secundaria y Bachillerato en Matematicas.

Cada una de estas partes tiene un desarrollo diferente en temas, y la organizacion de los

temas en cada una responde a un esquema distinto, que se precisara en su presentacion.
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[II.2.2. Programa de la Asignatura.

OBJETIVOS:

1. Establecer fundamentos para el curriculo de Matematicas en la Ensefianza
Obligatoria y Bachillerato.

2. Conocer y analizar las diferentes funciones de las matemadticas en el sistema
educativo.

3. Contextualizar el aprendizaje matematico segun las teorias cognitivas que sirven de
fundamento a la educacion.

4. Establecer los diferentes elementos, fases y etapas en los que se integra el disefio,
desarrollo y evaluacion del curriculo de Matematicas.

5. Estudiar los Programas de Matematicas en Secundaria y Bachillerato.

6. Conocer los materiales y recursos usuales en la ensefianza de las matematicas, asi
como métodos e instrumentos de evaluacion.

7. Conectar a los Profesores en Formacién con las organizaciones de la comunidad

de Educadores Matematicos y sus medios de comunicacion.
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CONTENIDOS:

A.

~N N RN =

8.
9.
10

Fundamentacion y Marco de Referencia:

. Ensefianza de las matematicas y sistema educativo.

. Educacion matematica y educadores matematicos.

. Curriculo de matematicas en Educacion Obligatoria y Bachillerato.
. Metas generales de la Educaciéon Matematica.

. Aprendizaje de las matematicas.

. Contenidos del curriculo de matematicas.

. Objetivos de las matematicas en la Educacion Secundaria

Obligatoria y en el Bachillerato.
Estilos de ensefianza. Métodos, medios, materiales y recursos.
Evaluacion en el aula de matematicas.

. Resolucién de Problemas.

B. Analisis didactico y disefio de unidades.

11

12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.

. Numeros y Operaciones en Educacion Secundaria Obligatoria.
Iniciacion al Algebra.

Funciones y representaciones.

Estudio y clasificacion de los cuerpos en el espacio.
Elementos y figuras en el plano. Sistemas de referencia.
Transformaciones en el plano.

Magnitudes y medida.

Estadistica.

Combinatoria.

Probabilidad.

Patrones numéricos. Sucesiones. Convergencia.
Sistema de los numeros reales.

Funciones. Limites. Continuidad.

Derivacion.

Trigonometria.
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26. Estudio y representacion de funciones.

27. Resolucion de ecuaciones.

28. Algebra lineal. Resolucion de sistemas lineales.
29. Integracion.

30. Numeros complejos.

31. Geometria Analitica en el plano.

32. Geometria Analitica en el espacio.

METODOLOGIA:

Con caracter general, el trabajo en el aula consta de:

* Exposicion de elementos relevantes de la bibliografia basica y documentos
complementarios.
* Presentacion de materiales curriculares, incluidos los instrumentos de evaluacion.

* Debate sobre los temas y materiales presentados.

La presentacion y exposicion del tema o de las cuestiones a debatir la realiza el Profesor,

un equipo de alumnos o Profesores invitados para temas especificos.

Se fomenta el trabajo en equipo, promoviendo el analisis y discusion en grupo de los
documentos y cuestionarios de trabajo; se promueve la preparacion de materiales y redaccion

conjunta de programaciones.

Los temas y trabajos elaborados por los alumnos se exponen en clase y van seguidos por
un debate, dirigido por el Profesor. La asistencia a clase es esencial en esta metodologia.
Aquellos temas que necesiten de consideraciones metodologicas mas detalladas la llevan

explicita en su programacion.
El trabajo bibliografico y documental es muy importante en esta materia, por ello,

ademds de las horas de clase, es necesario el uso del horario de tutorias para trabajo de

consulta y seminario.

EVALUACION:
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A lo largo del curso cada alumno debe:

i.  Intervenir en la preparacién y redaccion de, al menos, cinco documentos de
trabajo.

ii. Preparar y desarrollar en clase un tema concreto relativo a la ensefianza-
aprendizaje de las matematicas.

iii. Disefiar un material o recurso didactico que sirva para el aprendizaje de un topico.

iv. Programar un tema de matematicas adecuado para los alumnos de Secundaria o
Bachillerato.

Los criterios para la valoracion de cada tema concreto estan explicitos en su

programacion.

La evaluacion de los alumnos se realiza sobre la base de los cuatro elementos anteriores,
considerando que la ausencia de uno de ellos conlleva no superar la evaluacion. La
irregularidad en la asistencia a clase implica el pase inmediato a una prueba oral final unica.
La calificacion final tendra en cuenta la participacion e intervencion de cada alumno en el

aula.

CARGA DOCENTE: Tres horas semanales, curso completo.
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I1I.2.3. Desarrollo del Programa. Parte A:
Fundamentos y Marco de Referencia.

Hemos ajustado la Programacion de cada uno de los temas de esta primera parte a los

siguientes puntos:

Titulo. Otros Materiales.
Objetivo General. Actividades.
Contenidos. Metodologia.
Bibliografia Basica. Evaluacion

En cada tema aportamos informacion bdasica en el listado de contenidos, en la
bibliografia basica y en otros materiales. Las actividades que se indican son sugerencias para
organizar el trabajo, de las cuales no hay que poner todas en practica con todos los alumnos;
en algunos casos se asignan actividades diferentes a grupos de alumnos distintos, en otros
casos se seleccionan algunas de las actividades y se dejan otras sin realizar o quedan como
trabajos de ampliacion; también puede trabajarse simultineamente sobre varios temas con una

o dos actividades.

El esquema de organizacion que se propone trata de ofrecer un modelo de disefio
curricular a los profesores en formacion, por ello estd organizado en Objetivos, Contenidos,
Metodologia y Evaluacion; la Bibliografia béasica es un dato imprescindible asi como la
referencia a otros materiales; con las Actividades pretendemos concretar las consideraciones

sobre Metodologia y Evaluacion.
El tiempo correspondiente a esta parte del Programa no debiera superar un cuatrimestre,

lo cual da una media de 4 horas lectivas por tema, tiempo realmente escaso e insuficiente para

su desarrollo. Solo esta parte del programa necesita del tiempo asignado a toda la materia, 9
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créditos aproximadamente. Las condiciones reales de trabajo obligaran a reducir el desarrollo
en algunos casos, a trabajar en algunos aspectos sobre varios temas a la vez, o bien a remitir
algunos otros aspectos a la documentacion basica. Bajo estas condiciones, debemos procurar
que los alumnos dispongan de un esquema general sobre el que se vayan determinando los
diferentes aspectos tratados, el grado de desarrollo de cada uno de ellos y las limitaciones o

carencias que se produzcan.

Pasamos a la programacion de los temas de este apartado:
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Tema 1
Titulo: Ensefianza de las Matematicas y Sistema Educativo.

Objetivo General: Conocer la estructura y organizacion general actuales del
Sistema Educativo Espafiol y sus antecedentes; conocer las etapas y niveles
en los que se ensefia matematicas.

Contenidos:

* Planes de estudio de Ensenanza Media. Antecedentes: 1938, 1953, 1957.

* Ley General de Educacion de 1970.

* Plan de estudios de 1975. Curso de Orientacion Universitaria de 1978 y
Programas de 1988.

* Ley Organica de Ordenacion General del Sistema Educativo de 1990.

* Ley de Reforma Universitaria de 1983.

* La ensefianza de las matematicas en las etapas y niveles del Sistema
Educativo.

Bibliografia Basica:

B.O.E. (1975); B.O.E. (1978); B.O.E. (1988); L.G.E. (1970); L.O.G.S.E.
(1990); L.R.U. (1983); Utan de Igualada (1964).

Otros Materiales:
Libros de texto correspondientes a planes de estudio a partir del afio 53, de

diversos autores y editoriales aprobados oficialmente por el Ministerio de
Educacion.
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Actividades:

* Explicitar los contenidos de matematicas de cada plan de estudio por cursos
y disciplinas matematicas.

* Establecer las regularidades observadas en cada plan.

* Senalar las variaciones entre los sucesivos planes de estudio.

* Indicar las discontinuidades que se aprecian entre los distintos niveles del
Sistema educativo, en relacion con la ensenanza de las matematicas.

Metodologia:

Panoramica del tema en relacion con el contenido, las actividades y la
busqueda de bibliografia opcional. Realizacion en grupo pequefio de las
actividades indicadas; presentacion en clase del trabajo de los grupos y
comparacion de los resultados.

Caracterizacion de la ensefianza de las matematicas en la actualidad a lo largo
del sistema Educativo mediante trabajo de Seminario, con aportacion de
documentos y bibliografia en cada caso.

Breve valoracion individual sobre la ensefianza de las matematicas
actualmente.

Evaluacion:
La valoracion atendera a: la participacion de cada alumno en las exposiciones
y debates en el aula; la capacidad de sintetizar la informacion de los distintos

programas y su organizacion mediante un esquema, tabla o cuadro; la
busqueda bibliografica realizada; los trabajos realizados.
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Tema 2
Titulo: Educacion Matematica y Educadores Matematicos.

Objetivo General: Reconocer los valores educativos de las matemadticas en
los diferentes niveles del sistema docente; conocer la composicion y modos
de organizacion de la comunidad de educadores matematicos.

Contenidos:

* Las Profesiones que se derivan de las matematicas. Profesores de
Matematicas.

* La Educacion Matematica. Valores educativos de las matematicas.

* La Comunidad de Educadores Matematicos.

* Sociedades de Profesores y Comisiones Internacionales.

* Movimientos y Sociedades de Profesores en Espafia. Actividades.

* Infraestructura de servicios profesionales y de coordinacion en Espafia.

* Congresos internacionales. Reuniones, encuentros y jornadas en Espaiia.

* Difusion de la informacion: revistas, libros, actas y otros documentos.

Bibliografia Basica:
Balbuena L.(1990); Gonzalez J. (1991); Hodson, B. (1991); Howson G.

(1984);0tte M. (1979); Pérez Fernandez J. (1991); Pérez Jiménez A. (1990);
Rico L. (1988); Rico L. y Sierra M. (1991); Sierra M. (1990).
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Otros Materiales:

Estadistica de la Ensefianza en Espafia, niveles de Preescolar, General Bésica
y Ensefianzas Medias. Anuario Estadistica Universitaria. Ejemplares de Actas
de Congresos y Jornadas de Educacion Matematica. Estatutos de Sociedades
de Profesores de Matemadticas. Disposiciones legales y reglamentos relativos
a Departamentos Universitarios, Centros de Profesores y desarrollo de
actividades de formacion permanente de profesores.

Actividades:

* Explicitar individualmente los valores educativos que se transmiten
mediante la ensefanza de las matematicas, destacando aquellas
caracteristicas formativas que se consideran mas importantes. Realizar un
debate y elaborar un documento de sintesis en el que se distingan valores
especificos en cada uno de los niveles docentes y valores generales. Aportar
documentacion de apoyo.

* Localizar en las estadisticas del Ministerio datos relativos al profesorado
que ensefla matematicas en los diferentes niveles y de los alumnos por
nivel. Calcular algunos indices que expresen el grado de atencion a la
Educacion Matematica mediante el sistema escolar.

* Elaborar un breve informe sobre las actividades desarrolladas por una
Sociedad de Profesores de Matematicas o Comision Internacional.

* Realizar una visita informativa a un Centro de Profesores de la Provincia.

Metodologia:

La explicitacion de los valores educativos se realizard mediante un
trabajo previo individual de busqueda de documentacion y seleccion de
informacion, seguido de un trabajo en grupo en el que se establezcan criterios
para valorar la informacion obtenida y redactar un documento conjunto.

La obtencion de los indices de atencion a la educacion matematica se hara en
grupos pequeios, seguidos de una presentacion posterior a la clase.
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El resto de los informes se hard también en grupos pequeios pero sobre
documentos e informaciones diferentes en cada caso; cada grupo hard solo un
trabajo, del que se comunicara el contenido al resto de los grupos.

Evaluacion:
Cada alumno realizara tres trabajos, uno individual y dos en grupo

pequeio, que serviran para su evaluacion. Se valorara también la
participacion en el debate y redaccion del documento inicial comun.
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Tema 3

Titulo: Curriculo de Matematicas en Educacion Obligatoria y
Bachillerato.

Objetivo General: Elaborar un concepto personal de la nocion de curriculo,
de sus elementos y de las relaciones entre ellos; conocer la estructura de
Disefios Curriculares Base elaborados por el Ministerio para la Educacion
Secundaria Obligatoria y el Bachillerato, y la relativa al Area de
Matematicas.

Contenidos:

* Concepciones sobre el curriculo.

* Niveles de analisis y elementos del curriculo.

* Los procesos de cambio y el desarrollo del curriculo.

* Estimulos curriculares para la Educaciéon Matematica.

* Disenio Curricular Base en Educacion Secundaria Obligatoria.

* Estructura del Bachillerato y curriculo de matematicas.

* Diseno del Curriculo de Matematicas en la Comunidad Auténoma

Andaluza.

* Disenlos Curriculares de Matematicas en otras Comunidades Autdnomas.

* Estudio comparativo del Curriculo de Matematicas en Espaiia con el de los
Paises de las Comunidades Europeas y Estados Unidos.

Bibliografia Basica:

Alonso F. y otros (1987); Howson G. (1979); Howson G. (1991); Howson G.,
Keitel C. & Kilpatrick J. (1983); Howson G. & Wilson B. (1987); M.E.C.
(1989); M.E.C. (1991); Romberg T. (1991); Rico L. (1990); Stenhouse L.
(1984).

Otros Materiales:
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Disefios de la Junta de Andalucia para el Curriculo de Matematicas en
Educacion Secundaria y Bachillerato. Disefios del Curriculo de Matematicas
de otras Comunidades Autonomas. Revista Suma N° 8, Monografico
dedicado a los Curriculos de Matematicas. Revista Thales N° 8, 1* y 2% partes.
Diseflos y documentos curriculares de paises de las Comunidades Europeas y
U.S.A.

Actividades:

* Comparar diferentes concepciones de curriculo. Distinguir los elementos
que se consideran permanentes en las diferentes concepciones.

* Representar mediante un esquema los elementos y relaciones que se
consideran relevantes en la propia nocidn de curriculo.

* Distinguir los diferentes niveles de analisis que se pueden considerar sobre
un curriculo y los componentes que aparecen en cada nivel.

* Estudiar la estructura de los documentos del Ministerio de Educacion para
el D.C.B. de Secundaria y Bachillerato; hacer un resumen de ambos
documentos.

* Estudiar la estructura de los documentos de la Junta de Andalucia para
Matematicas en Secundaria y Bachillerato; resumir sus caracteristicas
principales.

* Conocer los diferentes modelos de Sistema Educativo de los paises de las
Comunidades Europeas y U.S.A., sefialando las semejanzas y diferencias.

* Conocer los rasgos generales del curriculo de matematicas en los paises
antes citados.

* Resumir las caracteristicas principales de los diferentes estilos de disefios
curriculares conocidos para matematicas.

Metodologia:

La nocion de curriculo y su esquematizacion se realiza
individualmente, previa lectura y comentario en clase de las concepciones de,
al menos seis especialistas en el tema. El estudio de los documentos del
Ministerio y de la Junta de Andalucia y los resumenes posteriores se
realizardn en pequefio grupo, con exposicion posterior en clase. Los
diferentes estilos de disefios se presentardn por el profesor en clase. El

285



estudio de los curriculos de otros paises y los desarrollos de otras
comunidades auténomas se realizara dividiendo los documentos en pequefios
grupos e intercambiando la informacion posteriormente.

Evaluacion:

Cada alumno realizara un trabajo individual y dos en pequeiio grupo, el
primero de los cuales dara lugar a un debate comun.
La valoracion se realizara sobre los trabajos elaborados, en los que se tendra
en cuenta la capacidad de sintesis y de representacion esquematica de la
informacion relevante.

Tema 4
Titulo: Metas Generales en la Educacion Primaria.

Objetivo General: Analizar y clasificar las funciones generales a las que
satisface la ensefanza de las matematicas; reconocer la complejidad cultural
de las matematicas y su incidencia en educacion.

Contenidos:

* Concepciones de Cultura. Funcidén de la escuela en la transmision de la

cultura.

* Fundamentacion antropoldgica de la teoria curricular.

* Matematicas como fundamento de nuestra cultura.

* Historicidad del conocimiento matematico.

* Valores sociales, politicos, economicos y religiosos en conexidon con la
educacion matematica.

* Matematicas y valores estéticos; conexion con las manifestaciones
artisticas.

* Matematicas y conocimiento; el problema de los fundamentos.

* Las matematicas en la vida cotidiana.

* Orientacion cultural del curriculo de matematicas.

Bibliografia Basica:
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Bishop A. (1988); Burton L. (1989); Childe G. (1982); Davis P. y Hersh R.
(1988); Ernest P. (1989); Fasheh M. (1989); Geertz C. (1987); Jurdak M.
(1989); Murray A. (1982); Pont C. (1984); Racionero L. (1986); Rico L.
(1990a); Shapiro H. (1980); Skousmose O. (1990); Spengler O. (1958);
Stenhouse L. (1984).

Otros Materiales:

Cualquiera de las manifestaciones humanas culturales puede aportar una
seleccion de materiales sobre los que estudiar la presencia y empleo de
conceptos y procedimientos matemadticos. Esta lista de materiales puede
hacerse tan extensa como queramos; sugerimos como campos de interés los
siguientes: artesanias, dibujo/pintura, arquitectura, disefio, escultura,
fotografia, prensa, medios audiovisuales, historia, economia familiar,
deportes y competiciones, juegos de mesa, viajes, medio natural, musica.
Algunos aspectos de esta lista se muestran a través de videos.

Actividades:

* Trabajo en gran grupo: lectura individual y discusion colectiva de
documentos que ponen de manifiesto la dependencia de las matematicas
actuales de la cultura occidental y las contradicciones que implica para los
miembros de otras culturas.

* Trabajos en pequeio grupo: realizar la lectura de un documento en el que se
destaquen las relaciones de las matemadticas con una actividad cultural
clasica (musica, pintura, historia, arquitectura, etc); establecer relaciones
entre las matematicas y una actividad cotidiana (prensa, fotografia,
economia doméstica, etc.). En ambos casos, hay que destacar la
implicaciones educativas que pueden obtenerse de las relaciones
encontradas.

Metodologia:
Exposicion teorica de la fundamentacion antropologica sobre los

aspectos profundamente culturales del conocimiento y la actividad

287



matemadticas. Presentacion de diversos autores y discusion de los
planteamientos realizados.

Debate en grupo de una serie de documentos breves que planteen las
conexiones entre matematicas y religion, politica, historia, epistemologia, arte
y sociologia. Cada alumno elaborard un documento con sus conclusiones
personales.

Los trabajos en pequefio grupo abordaran parcelas diferentes de las relaciones
entre las matematicas y otros elementos culturales, incluyendo un elemento
clasico y otro actual. Los trabajos realizados se presentaran en clase, seguidos
de un debate.

Evaluacion:

La valoracion del alumno considerara la profundidad y sistematicidad
de los juicios elaborados en los trabajos propuestos. Se procurara no
sobrevalorar los aspectos anecdéticos del uso de las matemadticas en otras
realizaciones humanas y se insistird en destacar los aspectos conceptuales y
procedimentales mas complejos. El caracter historico del conocimiento
matematico y las implicaciones educativas de las relaciones estudiadas son
otros dos datos importantes para evaluar a los alumnos sobre este tema.

Tema 5
Titulo: Aprendizaje de las matematicas.
Objetivo General: Proporcionar informacion sobre las aportaciones de la
psicologia cognitiva a la explicacion de los procesos y etapas mediante los
que se adquiere/construye el conocimiento matematico.
Contenidos:
* Funciones de una teoria del aprendizaje.

* El planteamiento asociacionista. El conductismo. Transferencia y
jerarquias.
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* El planteamiento cognitivo. Las etapas o niveles.

* El constructivismo.

* El modelo del procesamiento de la informacién. El conocimiento
matematico.

* La resolucion de problemas.

* Aprendizaje significativo y aprendizaje por descubrimiento.

* Las diferencias individuales.

Bibliografia Basica:

Claxton G. (1987); Davis R. (1984); Fischbein (1990); Gomez B. (1991);
Hiebert J. y Lefevre P. (1987); Mayer R. (1985); Mayer R. (1986); Novak J.
(1988); Orton A. (1990); Pellegrino J. (1986); Resnick L. & Ford W. (1990);
Sternberg R. (1986); Vergnaud G. (1983); Wertheimer M. (1991).

Otros Materiales:

El campo de la psicologia cognitiva resulta excesivamente amplio, por
un lado, mientras que la informacion previa de los profesores en formacion
sobre este campo es muy escasa por no decir inexistente. Los materiales que
se emplean deben ir dirigidos a clarificar el esquema interpretativo que ofrece
cada teoria, el tipo de cuestiones que aborda, la metodologia que emplea y
sus resultados mas destacables. Por tanto el uso de cuadros y esquemas es un
material importante en este tema. Los ejemplos de estudios realizados sobre
el aprendizaje de conceptos y procedimientos matematicos asi como el modo
en que las distintas teorias interpretan la resolucion de problemas son también
materiales importantes.

Actividades:

Dos son las tareas a realizar en este caso: lectura de un libro o capitulo,
en el que se trata una teoria general concreta con cierto detalle, y seleccion de
un estudio sobre aprendizaje de un topico matematico.

Cada una de estas tareas dara lugar a un resumen por escrito, que se
presentard en clase.
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Metodologia:

Las dos actividades de lectura se realizaran en pequefio grupo, junto
con la redaccion del resumen posterior. La presentacion de los trabajos se
hard en gran grupo y la discusion y debate hara referencia explicita a las
implicaciones educativas que tiene la teoria estudiada y el ejemplo analizado.
Se estableceran las conexiones o la forma de interpretar, en cada caso, el
conocimiento, el aprendizaje, la memoria, la instruccion, la clase, el libro de
texto y otros materiales, el profesor , la motivacion, la programacion y la
evaluacion.

Evaluacion:
En este tema se valorara la capacidad de resumir los conceptos,
supuestos y métodos de la teoria considerada y su expresion mediante

cuadros, graficos y esquemas. El analisis del ejemplo tendrd que destacar las
implicaciones educativas posibles del estudio considerado.

Tema 6

Titulo: Contenidos del Curriculo de Matematicas.
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Objetivo General: Conocer los diferentes contenidos matematicos que
forman parte del curriculo de la Ensefianza Secundaria Obligatoria y del
Bachillerato, su clasificacion y distribucion por cursos o niveles.

Contenidos:

* El problema de la seleccion de contenidos para el curriculo. Grupos de
referencia. Organizacion del curriculo en torno a las disciplinas.

* Conocimiento conceptual y procedimental en matematicas. Actitudes en el
aprendizaje de las matematicas.

* Campos conceptuales en las matematicas de la Enseflanza Secundaria;
esquema de organizacion.

* Otras organizaciones de las matematicas de secundaria: documentos de la
Junta de Andalucia y otras comunidades autonomas.

* Campos conceptuales en las matematicas de Bachillerato; organizacion en
las distintas modalidades.

* Documentos de la Junta de Andalucia y otras comunidades sobre las
matematicas en el Bachillerato.

* Los estandares curriculares del N.C.T.M.

Bibliografia Basica:

Campbell P. & Grinstein L. (1991); Consejeria Educacion Junta Andalucia
(1989a); Consejeria Educacion Junta Andalucia (1989b); Cockcroft W.
(1985); Costello J. (1991); Grupo Cero (1984); Hiebert J. y Lefevre P.
(1986); M.C.E. (1989); M.E.C. (1991); Romberg T. (1991); Stenhouse L.
(1984).

Otros Materiales:

Hay una variedad de documentos que presentan y organizan los
contenidos de matematicas para la ensefianza secundaria, tanto obligatoria
como no obligatoria. Entre estos documentos vamos a utilizar los siguientes:
disefios curriculares de otras Comunidades Auténomas del Estado espanol:
disefios curriculares de otros paises de las Comunidades Europeas;
desarrollos realizados por los equipos de diferentes Editoriales; y desarrollos
realizados por Seminarios de Centro o Grupos de Renovacion.
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Actividades:

Cada una de las organizaciones del conocimiento matematico admite un

modo de representacion: diagrama de arbol o listas de topicos para la

organizacion en disciplinas; mapas conceptuales para el conocimiento
conceptual; diagramas de flujo para el conocimiento procedimental; y, en
general cuadros y esquemas.

* Una primera actividad consistird en esquematizar en un cuadro o tabla la
organizacion de los contenidos de matematicas de Secundaria 'y
Bachilleratos, poniendo de manifiesto alguna regularidad importante y las
conexiones principales entre sus partes.

* Una segunda actividad consistird en organizar los contenidos de un topico
concreto, sefialando los diferentes niveles y elementos conceptuales y
procedimentales que lo forman, asi como las actitudes que se promueven.

* Finalmente, una tercera actividad consistira en valorar el desarrollo y
organizacion de los contenidos de un topico que realiza un grupo de trabajo
concreto, poniendo de manifiesto las deficiencias observadas.

Metodologia:

La organizacion y representacion general de contenidos se hara
individualmente y se debatirdn en clase las diferentes propuestas,
explicitando sus ventajas e inconvenientes.

El desarrollo de los contenidos de un topico se hara en pequeiio grupo y con
topicos diferentes; con posterioridad, se iran exponiendo sucesivamente cada
uno de ellos , con la participacion critica de los grupos.

Evaluacion:

Se valoraran de modo particular la capacidad: para diferenciar entre los
aspectos conceptuales y procedimentales del conocimiento matematico; para
considerar todos los niveles conceptuales y procedimentales de un topico;
para realizar una representacion adecuada de los elementos considerados y de
sus relaciones; para criticar las organizaciones y representaciones realizadas
por otros grupos, en especial destacando las incoherencias o limitaciones que
se aprecian. También se valorard la capacidad para determinar las actitudes
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que se desarrollan en los diferentes contenidos.
Tema 7

Titulo: Objetivos de las matematicas en la Educacion Secundaria Obligatoria
y en el Bachillerato.

Objetivo General: Conocer las competencias generales que se pretende que
consigan los jovenes mediante el aprendizaje de las matematicas de
Secundaria y Bachillerato, asi como las especificas para cada uno de los
topicos.

Contenidos:

* Objetivos conductuales y competencias generales: diversas organizaciones
del curriculo.

* Taxonomias. Objetivos Generales segiin la organizacion cognitiva de los
contenidos.

* Critica al modelo de objetivos operativos.

* Relaciones entre los objetivos y los demas componentes del curriculo de
Matematicas.

* Objetivos generales para las matematicas en el Disefio Curricular Base para
la Ensefianza Secundaria y para el Bachillerato.

* Objetivos generales para las matematicas en el Disefio Curricular de la
Junta para la Ensefianza Secundaria y para el Bachillerato.

* Objetivos en los estandares curriculares del N.C.T.M.

* Andlisis critico de los objetivos.

Bibliografia Basica:

Bloom B. (1972); Cockroft W. (1985); Consejeria Educacion Junta
Andalucia (1989a); Consejeria Educacion Junta Andalucia (1989b); Gimeno
J. (1984); M.E.C. (1989a); M.E.C. (1989b); Sthehouse L. (1984); Tourneur
Y. (1972); Tyler R. (1986); Romberg T. (1991).

Otros Materiales:
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Libros de texto de diferentes autores y editoriales; disefios de otras
comunidades Autoénomas y otros paises de las Comunidades Europeas;
programaciones realizadas por Seminarios de Centro y grupos o equipos de
renovacion.

Actividades:

* Formar un archivo con los objetivos de las matematicas para la Educacion
Secundaria procedentes de planes de estudio anteriores, planes de estudio de
otros paises o documentos elaborados por especialistas.

* Establecer las semejanzas y diferencias entre los objetivos de los diferentes
documentos.

* Enumerar los objetivos relacionados con un topico, estableciendo diferentes
niveles de andlisis en sus enunciados.

* Diferenciar entre objetivos de distinto grado de generalidad.

* Redactar una coleccion de objetivos adecuada para un determinado topico,
incluyendo una justificacion critica de las decisiones adoptadas.

Metodologia:

* Enumerar las competencias o capacidades terminales que se espera que
adquieran los alumnos sobre un conocimiento matematico o un conjunto de
ellos en una tarea compleja que requiere no s6lo una buena capacidad de
analisis conceptual sino también wuna valoracion adecuada de
procedimientos y actitudes. Por otro lado, la determinacion de objetivos se
puede realizar a muchas escalas: desde niveles muy basicos en los que se
quieren determinar conductas singulares muy especificas, hasta niveles mas
generales en los que se describen conductas mas elaboradas.

La metodologia de este tema debe encaminarse a distinguir diversos
niveles de complejidad en la determinacion de objetivos; distinguir distintos
tipos de competencias derivadas del conocimiento matematico; y determinar
distintas formas de manifestar el dominio en cada competencia.

El trabajo se realizara mediante localizacion, elaboracion y critica de
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documentos en pequeiios grupos con debate posterior en gran grupo.
Evaluacion:

Cada alumno redactard un breve informe final sobre sus conclusiones
mas destacables en relacion con los objetivos del curriculo de matematicas en
Secundaria, proporcionando un ejemplo de redaccion personal de los
objetivos de un topico.

Tema 8

Titulo: Estilos de Ensefianza. Métodos, medios, materiales y recurso.

Objetivo General: conocer las orientaciones metodoldgicas usuales en el
aula de matemadticas de Secundaria asi como medios, materiales y recursos,
junto con las orientaciones correspondientes.

Contenidos:

* La ensefianza de las matematicas.

* Métodos de trabajo en el aula de matematicas. Funciones del profesor.

* Organizacion de las actuaciones de los alumnos. Secuencias
Metodologicas.

* Medio escolar y educacion matematica.

* Materiales para la ensefianza y aprendizaje de las matematicas.

* Nuevas tecnologias y educacion matematica.

* Recursos para el aula de matematicas.

* El Departamento o Seminario de Matematicas. Trabajo en equipo.

Bibliografia Basica:

Campbell P. & Grinstein L. (1991); Cockcroft (1985); Consejeria Educacion
Junta Andalucia (1989a); Consejeria Educacion Junta Andalucia (1989b);
Costello J. (1991); Fielker D. (1986); Grupo Cero (1984); Mathematics
Association (1991); ML.E.C. (1989); Morris R. (1983); Pinn D. (1990); Puig
Adam P. (1960); Rico L. (1990); Stenhouse L. (1984).
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Otros Documentos:

Se pueden considerar una variedad de documentos, que concretamos
en: disefios curriculares elaborados por comunidades Auténomas y paises de
las Comunidades europeas; guias didacticas o libros del Profesor de distintas
editoriales; catdlogos de materiales didacticos de casas comerciales; peliculas
y videos matematicos; software para la ensefianza, el aprendizaje o la
instruccion en matematicas; calculadoras, programables o no; cuadernos de
orientacion y materiales elaborados por los Centros de Profesores, equipos de
investigacion o profesores individualmente; libros de juegos de ingenio y de
divulgacion de las matematicas; archivos de materiales de aula.

Actividades:

Elaborar una secuencia metodoldgica para el desarrollo de un tema
especificando todos los elementos organizativos, espaciales, temporales,
documentales y materiales que se necesitan asi como las interconexiones
entre ellos y las actividades previstas para el profesor y los alumnos en cada
caso.

Localizar al menos cinco materiales que puedan emplearse en el disefio
metodologico anterior y estudiar sus caracteristicas.

Localizar al menos cinco recursos del medio natural y social que puedan
emplearse en el disefio metodologico anterior e indicar el modo de empleo en
cada caso.

Localizar al menos un programa informético que pueda emplearse en el
disefio metodologico elegido.

Metodologia:

A cada grupo de cuatro o cinco alumnos se le asignard un topico del
curriculo de matematicas de Secundaria sobre el cual se disefiard una unidad
didactica. Los elementos metodoldgicos de esa unidad se ajustaran a las
Actividades descritas en el apartado anterior. Cada grupo redactara un
documento con su disefio y lo expondra en clase durante una hora, seguida de
un pequetio debate.
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Evaluacion:

Se valorard en este caso la capacidad para organizar una secuencia
didactica, destacando en ella el uso de materiales y recursos. El ajuste a un
disefio formal junto con el desarrollo completo y la riqueza del analisis seran
elementos importantes para la valoracion del aprendizaje hecho en este tema.

Tema 9
Titulo: Evaluacion en el Aula de Matematicas.

Objetivo General: Conocer los métodos e instrumentos de evaluacion mas
difundidos y establecer cuales son mas adecuados para evaluar las
matematicas en Educacion Secundaria Obligatoria.

Contenidos:

* Concepto de evaluacion. Funciones de la evaluacion.

* La evaluacion con relacion a norma. Los tests estandarizados.
* La evaluacion con relacion a criterio. Las pruebas objetivas.

* La evaluacion de los procesos. Evaluacion formativa.

* Metodologia y registro de la evaluacion.

* Instrumentos para evaluar.

* Creencias de los profesores sobre la evaluacion.

* La promocion de los alumnos y las pruebas de acceso.

* Evaluacion del profesorado.
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* Evaluacion del curriculo y del centro.

Bibliografia Basica:

Cockcroft W. (1985); Howson G., Keitel C., & Kilpatrick J. (1983); Gimeno
J. y Pérez A. (1985); Kilpatrick J. (1979); Martinez J. y Salinas D. (1988);
M.E.C. (1989); Niss M. (1992); Rico L. (1991); Ridway J. (1989); Romberg
T. (1988); Romberg (1991); Stufflebeam D. & Shinkfield A. (1987); Suydan
M. (1986).

Otros Materiales:

Disposiciones del Ministerio de Educacion y de las Consejerias de Educacion
de las Comunidades Auténomas sobre Evaluacion. Distintos modelos de
pruebas para evaluar el conocimiento matematico en los diferentes niveles del
Sistema Educativo. Estudios e informes realizados sobre el rendimiento de
nifios y jovenes en distintas etapas del Sistema Escolar, en especial al final de
ciclo o cambios de nivel educativo. Estudios realizados sobre rendimiento
logrado siguiendo una determinada metodologia o para la consecucion de
unos objetivos explicitos.

Actividades:

* Realizar una seleccion de pruebas y ejercicios de evaluacion para
matematicas.

* Realizar un listado de actividades en las que se pueda evaluar el trabajo de
los alumnos en la clase de matematicas.

* Redactar pruebas de evaluacion para un tdpico determinado con indicacion
de los aspectos que se pretenden evaluar.

* Proponer actividades que permitan diagnosticar dificultades en el
aprendizaje matematico de los alumnos en un determinado nivel y sobre un
determinado topico. Establecer criterios para orientar a los alumnos y
remediar los errores.

* Evaluar en clase la marcha de la asignatura de Didactica de las
Matematicas.

* Enjuiciar estudios o investigaciones realizados sobre la evaluacion en
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matematicas.

Metodologia:

El trabajo de buscar informacion y redaccion de propuestas se puede realizar
en dos fases: trabajo individual con propuesta posterior al grupo pequefio, en
la que se haga una primera depuracion y redaccion de documento conjunto, y
presentacion de los trabajos anteriores en el grupo total con nueva revision de
criterios e instrumentos y preparacion de propuesta comun. En cada caso hay
que explicitar los criterios de valoracion que se estan empleando para aceptar
o rechazar el material preparado.

Evaluacion:
Cada grupo emitira una valoracion sobre el trabajo de los demas grupos,

indicando el criterio utilizado y las modificaciones que se aconsejan. Cada
grupo sera valorado en funcion de los juicios que reciba y de los que emita.

Tema 10
Titulo: Resolucion de Problemas.

Objetivo General: Presentar una organizacion del curriculo de matematicas
fundamentada en la resolucion de problemas.

Contenidos:
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* Nocion de problema. Tipos de problemas y problemas matematicos.

* Resolucion de Problemas y aprendizaje de las matematicas.

* Distintas funciones de la resoluciéon de problemas en el curriculo de
matematicas. Clasificacion de problemas.

* Los heuristicos o estrategias de pensamiento para la resolucion de
problemas.

* Habilidades metacognitivas y resolucion de problemas.

* Estrategias del pensamiento matematico.

* Las matematicas en el aula como resolucion de problemas.

* El arte de enunciar problemas; matematicas dentro de un contexto.

Bibliografia Basica:

Bransford J., Stein D. (1986); Coriat M. y otros (1989); Charles R. & Silver
E. (1989); Goldin G. & McClintock (1979); Grupo Cero (1984); Guzman M.
(1987); Guzman M. (1991); Kilpatrick J. (1987);Krulik S. & Reys R. (1980);
Kruteskii V. (1976); Lester F. K. (1983); Mason J., Burton L. & Stacey R.
(1988); Mayer R. (1986); Nesher P. (1980);Polya G. (1972); Polya G. (1979);
Romberg T. (1991); Schoenfeld A. (1985).

Otros Materiales:

Hay colecciones de libros con enunciados de problemas clasificados por
topicos, por estrategias de resolucion, por niveles de dificultad o por otros
criterios. Entre las colecciones mas conocidas se encuentran las obras de M.
Gardner, las de B. Bolt, las de M. Mataix o las de Rodriguez Vidal. Todas
estas colecciones son un material importante. También encontramos
materiales de trabajo para el alumno organizados como colecciones de
problemas , algunos de los trabajos del Shell Center y muchos otros
responden a esta idea. Libros y revistas de pasatiempos adivinanzas y juegos
de ingenio, puzzles y otros materiales entran dentro de este campo. También
conviene incluir algunos libros de texto especialmente orientados a este
topico.

Actividades:
El trabajo sobre resolucion de problemas es un topico muy atractivo para
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trabajar en esta asignatura; por ello mismo conviene controlarlo con el fin de

que su desarrollo no llegue a ocupar un tiempo excesivo en relacion con la

extension del curso.

Actividades basicas a realizar son:

* Trabajar sobre problemas de distintos niveles y explicitar las estrategias
utilizadas.

* Comparar las estrategias seguidas por varios resolutores sobre un mismo
problema.

* Resolver problemas anotando a la vez el proceso de resolucion.

* Comparar y analizar los protocolos seguidos por diversas personas sobre un
mismo problema.

* Seleccionar problemas para: iniciar un topico; poner a prueba el dominio
sobre unos conocimientos; aplicar conocimientos aprendidos.

* Enunciar problemas adecuados a un contexto.

* Leer un capitulo de un libro dedicado a enseiar la resolucion de problemas,
anotando los procesos de resolucion seguidos.

Metodologia:

El trabajo individual, acompafado de la comparacion de los procesos
individuales en pequeiio grupo, es la dimamica mas adecuada para trabajar en
este tema. El trabajo con el grupo completo se limitara a la presentacion de
las ideas y esquemas generales por parte del profesor y a la puesta en comun
final de los resultados de cada grupo. Destacar ideas como la multiplicidad de
interpretaciones que pueden presentarse, la variedad de procesos, los
diferentes usos dentro del aula y la necesidad de control de la solucion
obtenida forman parte importante en el trabajo de este tema.

Evaluacion:

La valoracion destacard la capacidad de los profesores en formacion para
emplear este método y para promover estrategias de pensamiento.
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Anélisis didéctico y disefio de unidades.

La parte B del Programa de la Asignatura (temas 11 a 32) esta dedicada al trabajo
didactico sobre los programas de matematicas en Secundaria y Bachillerato. La estructura que
seguimos para la programacion de estos Temas es, necesariamente, distinta a la utilizada con

los Temas de la parte A.

Los Temas 11 a 32 estan organizados segin los contenidos que se marcan para la
Asignatura de Matemadticas en el Curriculo de Educacion Secundaria Obligatoria y
Bachillerato, en sus diversas modalidades. En este sentido, como Contenidos que son de los
Programas escolares de Matematicas, se ajustan a la estructura curricular general y comparten
un mismo Objetivo general, Actividades, Metodologia y Evaluacion. Se diferencian unos de
otros por tratar de topicos distintos. Por ello, antes de pasar a describir el criterio seguido para

organizar los Temas, vamos a explicitar esa estructura curricular comun.

El Objetivo General, en todos los casos, consiste en disponer y utilizar unos elementos
de informacion adecuados que proporcionen una base suficiente para el desarrollo curricular
completo del topico a que se refiere el tema; este desarrollo posterior deberd comprender

objetivos, contenidos, metodologia y evaluacion.

Las Actividades se dirigiran a localizar la documentacion y referencias necesarias para
el diseno del tema; a seleccionar y estructurar la informacién més conveniente y a elaborar un
resumen. Con este material se prepara un documento tedrico para el desarrollo del tema, que

se presenta en clase para su explicacion, discusion y valoracion.

La Metodologia consistira en la distribucién de los temas en grupos pequefios (4 o 5
alumnos), proporcionar un guidon de referencia, realizar la busqueda y seleccion de
informacion, elaborar y redactar el disefio del tema, exponer el tema en clase y debatirlo,
corregir el disefio realizado. Por lo que se refiere a las funciones del Profesor de la Asignatura
sefialamos las siguientes tareas: coordinar los trabajos de los diferentes grupos, proponer la
realizacion de actividades, ayudar en las principales dificultades y en su superacion,
supervisar la realizacion de los trabajos, moderar las intervenciones y debates, valorar a los

alumnos antes y después de realizar una tarea, buscar condiciones adecuadas para la
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realizacion y desarrollo de los trabajos.

La Evaluacién. En la realizacion de los trabajos por los alumnos nos centraremos en
valorar tres momentos. En primer lugar, se evaluard el documento tedrico preparado para el
disefio del tema; antes de su conclusion se realizard una sesion de trabajo con el Profesor para
comprobar su grado de ejecucion. En segundo lugar, se valorard su presentacion en clase al
resto de los compafieros: la seleccion realizada, la motivacion, las ideas que se destacan y la
capacidad para comunicarlas. En tercer lugar, se valorara la capacidad para aceptar criticas e

integrarlas en el propio trabajo.

Por otra parte, durante la participacion de los alumnos en los debates, se observara su
capacidad critica, la profundidad de sus juicios y la habilidad para coordinar sus reflexiones

con las del resto de los compaieros.

La programacion de todos los Temas de esta parte estd fijada por unos Elementos
Organizadores, que permitan a los alumnos buscar y organizar la informacion para que ellos,
posteriormente, puedan realizar el desarrollo curricular de cada topico. Estos elementos

organizadores son:

1. Ubicacion y tratamiento de los contenidos del tema en el Disefio Curricular del
Ministerio y en los documentos elaborados por la Comunidad Auténoma Andaluza.

2. Conceptos, procedimientos, estrategias y actitudes.

3. Fenomenologia de los conocimientos.

4. Modelos, representaciones, materiales y recursos.

5. Errores y dificultades.

6. Desarrollo histérico del topico.

7. Bibliografia de Referencia.

La informacién en torno a los Organizadores se presenta como un guidn que sirve para

organizar el trabajo de los alumnos, junto con algunas indicaciones explicitas, no cerradas.
El primer organizador, Ubicacién y tratamiento en el Disefio Curricular del

Ministerio y Comunidad Auténoma Andaluza trata, obviamente, de situar cada uno de los

Temas dentro de los documentos sobre Disefio Curricular editados por el Ministerio y la
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Consejeria de Educacion de la Junta de Andalucia.

En el momento de redactar esta Memoria los documentos disponibles son:

* MLE.C. (1989). Disefio Curricular Base. Educacion Secundaria Obligatoria I y II.

* Junta Andalucia. Consejeria Educacion y Ciencia (1989). Disefio Curricular de
Matematicas. Educacion Secundaria 12-16.

* Junta Andalucia. Consejeria Educacion y Ciencia (1989). Disefio Curricular de
Matematicas. Educacion Secundaria 16-18.

* MLE.C. (1991). Bachillerato. Estructura y Contenidos.

* B.0O.E. Real Decreto 1345/1991 de 6 de Septiembre sobre Curriculo de la Educacién
Secundaria Obligatoria.

* Junta Andalucia. Consejeria Educacion y Ciencia (1992). Borrador Proyecto de

Decreto Educacion Secundaria Obligatoria. Area de Matematicas.

La ubicacion de cada Tema se realizard, prioritariamente, con relacion a estos

documentos. En segundo término se podran citar otras fuentes documentales.

El segundo organizador: Conceptos, procedimientos, estrategias y actitudes presenta
la organizacion de los contenidos desde el punto de vista cognitivo de organizacion de los
conocimientos matematicos que ha adoptado el Disefio Curricular. En algunos temas
incorporamos el tratamiento que realiza el Real Decreto 1345/1991 en el Anexo que
desarrolla los contenidos, matizado con algunas indicaciones de la Consejeria de Educacion
de la Junta de Andalucia y algunas aportaciones nuestras. Cuando el tema no tiene tratamiento

explicito en el Curriculo nosotros hacemos el desarrollo de los apartados de este punto.

El tercer organizador, Fenomenologia de los conocimientos, proporciona un resumen
de aquellos fenémenos a cuya comprension y dominio contribuyen los conocimientos
matematicos tratados en el Tema. Los contextos y las situaciones en las que se presentan y
emplean los diferentes conceptos y procedimientos y las funciones que en cada caso se

destacan, constituyen una dimension importante en el tratamiento didactico del conocimiento
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i . : 141
matematico como ya pusiera de manifiesto Freudenthal.

Las necesarias conexiones con las ciencias experimentales, con el arte, la economia y
otras ramas del conocimiento; las diferentes utilizaciones que se hacen de los conocimientos
matematicos; son otros tantos fenémenos que conviene considerar en el momento de
seleccionar y organizar los contenidos y de disefar las secuencias metodologicas, ejemplos,

motivaciones y materiales para su transmision.

El cuarto punto se refiere a Modelos, representaciones, materiales y recursos.

Fischbein'** afirma que

“los modelos representan una herramiento esencial para dar forma a
conocimientos intuitivamente mds aceptables. A tales sustitutos se les llama

comunmente modelos.

Hablando en general, un sistema B representa un modelo del sistema
A si, sobre la base de cierto isomorfismo, una descripcion o una solucion
producida en términos de A puede reflejarse consistentemente en términos

de B, y viceversa.”

La nocion de representacion hace referencia al modo en que los sujetos organizan su
informacion sobre un topico para poder utilizarla bien en situaciones o problemas practicos o
bien en situaciones escolares convencionales. Los modelos utilizados en la presentacion y
desarrollo de un determinado concepto se pueden utilizar, total o parcialmente, como
representaciones de dichos conceptos. Por eso la importancia de elegir adecuadamente los

modelos para trabajar sobre cada concepto.

Los materiales son concrecciones de modelos realizadas por casas comerciales o por el

profesor. Asi, las regletas de Cuisenaire son una concreccion del modelo con medidas para el

! Freudenthal H. (1983). Didactical Phenomenology of Mathematical Structures. Dordrecht: Reidel
Publi. Comp.

12 Fischbein E. (1987). Intuition in Science and Mathematics. Dordrecht: Reide Publi-Comp.
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aprendizaje de los nimeros naturales, pero no es la Unica concreccion de ese modelo. Los
recursos proporcionan situaciones, o ayudas para trabajar en una situacidén, en la que el
concepto estudiado se emplea significativamente y permite desarrollar algunos
procedimientos. La nocion de recurso es mas amplia e imprecisa, ayuda a evocar el concepto
y a trabajar sobre ¢l empleandolo en situaciones practicas. Dentro de los recursos actuales
encontramos los materiales derivados de las nuevas tecnologias de los que conviene hacer

mencion explicita cada vez que resulte adecuado.

El quinto organizador, Errores y dificultades, tiene por finalidad poner en contacto al
profesor en formacidon con los resultados de las investigaciones realizadas en torno a la
enseflanza y aprendizaje de los contenidos matematicos correspondientes. Uno de los datos
que surgen en estos estudios son los errores cometidos por los alumnos, tanto en los aspectos

conceptuales como en los procedimentales.

También se observa que hay determinados conocimientos que lleva mas tiempo
comprender o en los que hay un mayor numero de alumnos que no comprenden
correctamente; a estos conocimientos es a los que consideramos dificiles o de mayor
dificultad. Al realizar la programacion de un tema el Profesor debe disponer de informacion
sobre cuales son aquellos errores o conocimientos insuficientes en los que sus alumnos se
pueden encontrar, asi como aquellos puntos que van a tener una dificultad especial. No sélo es
necesaria esa informacion sino que también el Profesor debe saber como diagnosticar los
errores de sus alumnos y qué tratamiento debe seguir con ellos para remediar sus deficiencias.
Aunque no es mucho lo que aun se sabe sobre técnicas correctivas, si es conveniente disponer

de la informacion ya contrastada conocida.

El sexto organizador, Desarrollo histérico del tépico, tiene por finalidad sefialar
algunos momentos a lo largo de la historia de la matematica en los que el conocimiento
matematico considerado tuvo un desarrollo especial o desempefi6 algun papel de interés. Esta
informacién puede servir en la programacion para motivaciones, ejemplos y también para
proponer algln ejercicio curioso. Los alumnos se sienten especialmente interesados cuando se
les proporciona informacion adecuada sobre historia de las matematicas y los antecedentes de
un contenido. Se trata de poner el énfasis en la dimension cultural e histérica del
conocimiento matematico, pero no se pretende hacer un estudio exhaustivo y completo de la

evolucion historica de cada uno de los tdpicos.
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Con la informacion recibida, los alumnos organizaran el Tema desde la perspectiva de su
desarrollo curricular y realizardn las Actividades propuestas en su caso. Para preparar el
desarrollo de cada tema tendrdn en cuenta el siguiente marco practico, que es imperativo (y,
opcionalmente, ampliable):

1. Obejtivos, que haran referencia a:
1.1. Dominio Conceptual.
1.2. Procesos.
1.3. Aplicaciones.
1.4. Actitudes.

2. Contenidos, en donde se presentard una seleccion razonada para cada tépico y se hara
referencia a:
2.1. Organizacion.
2.2. Temporalizacion.
2.3. Preconceptos y errores previsibles.
2.4. Niveles convenientes de dominio.
3. Metodologia prevista, con referencia a:
3.1. Situaciones.
3.2. Modo de trabajo.
3.3.. Secuencia.
3.4. Materiales y recursos.
4. Evaluacion, con referencia a:
4.1. Diagnostico y correccion de errores.
4.2. Cuestiones relevantes que controlar.
4.3. Métodos en la valoracion.
4.4. Datos y registro.
5. Bibliografia.
5.1. Del Profesor, para preparar el Tema.
5.2. De aula.

El esquema de la pagina siguiente resume los diferentes niveles de estudio y analisis que se
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consideran y las relaciones entre los mismos. Una vez presentadas las caracteristicas comunes de
los Temas de la parte B procede mostrar las particularidades de cada uno de ellos; éstas, como ya
se ha dicho, derivan de la necesaria variedad engendrada por los organizadores citados en la

Programacion.
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Tema 11
Titulo: Numeros y Operaciones en Educacion Secundaria Obligatoria.

1. Ubicacion y tratamiento en el Disefio Curricular del Ministerio y
Comunidad Autonoma Andaluza.

- Dentro de los contenidos marcados por el Ministerio (B.O.E. 13-Septiembre-91) el
primer bloque de contenidos se denomina: Numeros y operaciones: significados,
estrategias y simbolizacion.

- En el proyecto de decreto de la Junta de Andalucia el primer bloque de contenidos se
denomina: Numeros y Medida.

2. Conceptos, procedimientos, estrategias y actitudes.
Los conceptos, relativos a este tema, son:

1. Numeros naturales, enteros, decimales y fraccionarios.

* Significados y usos de los diferentes tipos de numeros: contar, medir, ordenar,
codificar, expresar cantidades o particiones.

* Numeros fraccionarios: identificacion entre decimales sencillos, fracciones y
porcentajes.

2. Notaciones numéricas: Sistema de numeracion decimal; notacion cientifica; jerarquia de
las operaciones; paréntesis.

3. Las operaciones: significados y usos de la suma, resta, multiplicacion y divisiéon en
distintos contextos y con distintas clases de nimeros: significado y uso de las potencias
de exponente entero y de la raiz cuadrada.

4. Relaciones entre los nimeros: Orden y representacion de los niimeros en la recta; la
relacion multiplo-divisor.

5. Aproximacioén y estimacion de cantidades: aproximacion de un niimero por otro mas
sencillo, diversos métodos; margen de error en las estimaciones y aproximaciones.

6. Algoritmos basicos e instrumentos de calculo: algoritmos para operar con niimeros
enteros, decimales y fraccionarios sencillos y para el calculo con porcentajes; significado

y uso de las propiedades de las operaciones para la elaboracion de estrategias de calculo
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mental y escrito; reglas de uso de la calculadora; otros instrumentos de célculo

disponibles.

Los procedimientos relativos a este tema se clasifican en dos apartados:

a)_Utilizacién de distintos lenguajes.

1. Interpretacion y utilizacion de los numeros y operaciones en diferentes contextos
eligiendo la notacion mas adecuada en cada caso.

2. Interpretacion de codigos y tablas numéricas y alfanuméricas para gestionar o transmitir
informaciones.

3. Representacion, sobre una recta o mediante diagramas y figuras, de numeros enteros,
fraccionarios y decimales sencillos; representacion de los datos y relacion en problemas
numéricos.

4. Formulacion verbal de problemas numéricos, de los términos en los que se plantean y

del proceso y calculos utilizados para resolverlos, confrontdndolos con otros posibles.

b) Algoritmos y destrezas:

5. Comparacion de nimeros mediante la ordenacion, la representacion grafica y el céalculo
de porcentajes.

6. Clasificacion de conjuntos de niumeros y construccion de series numéricas de acuerdo
con una regla dada.

7. Sustitucién de un numero por otro mas sencillo, de acuerdo con la precision que
requiera su uso.

8. Elaboracion y utilizacion de estrategias personales de calculo mental.

9. Utilizacién de los algoritmos convencionales de suma, resta, producto y division con
nameros enteros, decimales, y fracciones sencillas.

10. Utilizacion de diferentes transformaciones o conversiones numéricas para efectuar
calculos de manera mas sencilla.

11. Utilizaciéon de la calculadora u otros instrumentos de célculo para la realizacion de

calculos numéricos.
Estrategias:
1. Utilizacion de diversas estrategias para contar o estimar cantidades, teniendo en cuenta

la precision requerida.
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2. Busqueda y espresion de propiedades, relaciones y regularidades en conjuntos de
numeros.

3. Identificacion de problemas numéricos diferenciando los elementos conocidos de los
que se pretende conocer y los relevantes de los irrelevantes.

4. Reduccion de problemas numéricos complejos a otros mas sencillos para facilitar su
comprension y resolucion.

5. Decision sobre qué operaciones son adecuadas en la resoluciéon de problemas
numéricos.

6. Formulacion de conjeturas sobre situaciones y problemas numéricos y comprobacion de
las mismas mediante el uso de ejemplos y contraejemplos, método de ensayo y error.

7. Utilizacion del método de andlisis-sintesis para resolver problemas numéricos.

Actitudes, también clasificadas en dos apartados:

Referentes a la apreciacion de las matematicas:

1. Valoracion de la precision, simplicidad y utilidad del lenguaje numérico para
representar, comunicar o resolver diferentes situaciones de la vida cotidiana.

2. Incorporacion del lenguaje numérico, del calculo y de la estimacién de cantidades a la
forma de proceder habitual.

3. Sensibilidad, interés y valoracion critica ante las informaciones y mensajes de
naturaleza numérica.

4. Reconocimiento y valoracion critica de la utilidad de la calculadora y otros
instrumentos para la realizacion de célculos e investigaciones numéricas.

5. Curiosidad e interés por enfrentarse a problemas numéricos e investigar las
regularidades y relaciones que aparecen en conjuntos de numeros o codigos numéricos.

6. Confianza en las propias capacidades para afrontar problemas y realizar calculos y

estimaciones numéricas.

Referentes a la organizacion v habitos de trabajo:

7. Perseverancia y flexibilidad en la busqueda de soluciones a los problemas numéricos.

8. Disposicion favorable a la revision y mejora del resultado de cualquier conteo, calculo o
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problema numérico.

9. Interés y respeto por las estrategias y soluciones a problemas numéricos distintas de las
propias.

10. Sensibilidad y gusto por la presentacion ordenada y clara del proceso seguido y de los

resultados obtenidos en problemas y calculos numéricos.
3. Fenomenologia de los conocimientos.

Reconocer y distinguir mediante ejemplos los diferentes fendmenos y situaciones en
los que se utilizan cada uno de los conceptos numéricos considerados. Entre los mas

significativos, sefialamos:

1. Numeros naturales: Secuencia, recuento, cardinalidad, medida, ordinalidad, cédigo o
simbolo, representacion figurativa, operatividad.

2. Numeros enteros: situaciones relativas mediante comparaciones y transformaciones
entre numeros naturales; situaciones ldgico-duales, basadas en el concepto de opuestos;
situaciones de cambio de origen y estructura relativa local; situaciones prealgebraicas;
situaciones métricas.

3. Numeros fraccionarios: fraccion como parte de un objeto fisico; fraccion de un
segmento o poligono regular; fraccion de las unidades fundamentales del sistema
internacional de medidas, fracciones de unidades de tiempo; fracciones en situaciones de
contrato, convenio o reparto; fracciones en situaciones culturales o histdricas; fraccion
como razén de dos cantidades, porcentaje, frecuencia relativa o probalidad; fraccion
como ley o relacion entre conjuntos.

4. Modelos decimales: nimeros decimales: numeros con coma; expresion decimal de una

division entera; expresion decimal de una raiz cuadrada; decimales en la calculadora.
4. Modelos; representaciones; materiales y recursos.

Entre los modelos usuales en el trabajo con numeros y operaciones encontramos los
siguientes:

a) Modelos lineales: la recta numérica es un modelo adecuado en el trabajo con los
distintos conceptos numéricos aqui considerados, naturales, enteros, decimales y

fraccionarios. En todos los casos hay unas reglas para representar los nimeros sobre una
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linea recta.

b) Modelos cardinales: estos modelos bien como cantidades desordenadas o bien como
configuraciones puntuales que se ajustan a algin patréon geométrico, son usuales para
numeros naturales; también hay modelos cardinales para nameros fraccionarios, aunque
se utilizan menos. Los niimeros enteros y los decimales no utilizan estos modelos.

c¢) Modelos métricos: todos los conceptos numéricos emplean modelos de esta clase.

d) Modelos funcionales: los modelos funcionales se utilizan para las operaciones con
numeros naturales, por ello mismo también se emplean para los conceptos de niimero
entero y fraccionario. No es usual emplear modelos funcionales con niimeros decimales,
salvo casos muy concretos como los porcentajes.

e) Modelos de superficies y volumenes. Las superficies, y en menor grado los volimenes,
se emplean para representar nimeros fraccionarios. Los numeros poligonales y
poliédricos son modelos poco utilizados para los nimeros naturales.

f) Hay otros modelos, como son los combinatorios en forma de cuadros de doble entrada o

de diagrama en arbol, que permiten modelizar las operaciones producto y division.

Las representaciones matematicas usuales de los conceptos numéricos son,
fundamentalmente, la notaciéon simbodlica y la recta numérica. Pero a niveles mads
elementales la mayor parte de los conceptos numéricos se representan también como

acciones y como comparaciones en contextos establecidos.

Materiales y recursos. Las situaciones métricas, tanto con cantidades discretas como
con cantidades continuas, proporcionan las ideas basicas de bastantes materiales y algunos
recursos para el trabajo con niimeros. El dbaco es un material importante en el trabajo con
nameros. Otro recurso destacable, como ya hemos visto, es la calculadora que permite

plantear una cantidad considerable de ejercicios, problemas, e investigaciones.
5. Errores y dificultades.

A comienzos de secundaria es posible que atin haya alumnos que tengan dificultades
en la lectura, escritura, composicion y descomposicion de numeros naturales,
especialmente en aquellos casos en los que hay ceros intermedios. También pueden

cometer determinados errores en la resta o en la division. Conviene comenzar realizando
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un diagnoéstico de los fallos operatorios, con el fin de remediarlos aplicando un tratamiento
correctivo. Al finalizar el primer ciclo de secundaria estos errores deben ser incidentales,
al menos con nimeros de hasta 3 cifras.

En el trabajo con nimeros enteros hay errores tanto en procedimientos como
conceptuales, en su mayoria derivados de la idea: “el nimero expresa una cantidad
absoluta”. Entre los errores de procedimiento tenemos: en la sustraccion ignorar el signo
del primer entero y luego sumar los numerales si el segundo es positivo y restarlos si es
negativo; otro error en sustraccion consiste en aplicar la regla -(-) es + aplicado a cualquier
sustraccion: -5-(-2)= 5+2.

Entre los errores conceptuales mas conocidos esta el considerar que el orden entre

negativos es el mismo que el de sus valores absolutos.

Un error usual con nimeros decimales estd en considerar que un nimero decimal es
mayor cuantas mas cifras decimales tenga, asi 0,14 es mayor que 0,2. También se
producen dificultades en el producto y division de decimales ya que se rompe la regla:

“multiplicar es aumentar y dividir es disminuir” .

Las mayores dificultades con fracciones se producen en los algoritmos de las
operaciones y en la comparacion, debidas principalmente a una falta de comprension de la
equivalencia de fracciones. Existen pruebas para los errores y algunas propuestas de

correccion que ya han obtenido resultados favorables.
6. Desarrollo historico del topico.

La historia de los conceptos numéricos que aqui consideramos abarca toda la historia
de las matematicas. Por ello conviene centrarse en determinados momentos de especial
significacion para la consolidacion de estos conceptos numéricos y que, al mismo tiempo,
puedan tener interés para los alumnos de estos niveles de Secundaria. Desde esta
perspectiva, los periodos historicos, y conceptos que se revisaran al trabajar sobre este

tema son:

1. Matematica babilonica: notacion sexagesimal, naturales y decimales.

2. Matematica egipcia: sistema decimal de numeracion; operaciones; fracciones unitarias;
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escritura de una fraccion mediante fracciones unitarias.

3. Matematica griega: sistema alfabético de numeracion; representacion geométrica de
nimeros y estudio de propiedades.

4. Matematica arabe: sistema decimal de numeracion y algoritmos de las operaciones.

5. Matematica renacentista: la notacion de los decimales de S. Stevin; los signos de las
operaciones; algoritmos de calculo. Dificultades en la comprension de los nimeros
enteros. Notacion de las fracciones.

6. Matematica contemporanea: la fundamentacion de los sistemas numéricos.
7. Bibliografia:

Almendros, Rico y col. (1984); Alsina, Barba y otros (1982); B.O.E. (1991); Boyer
(1986); Castro, Rico y Castro (1987); Castro y Segovia (1985); Centeno (1988); Costello
(1991); Flegg (1984); Gomez (1988); Gonzalez, Iriarte, Jimeno y otros (1990); Greer y
Mulhern (1990); Guzman, Colera y Salvador (1987); Hart (1984); Ifrah (1987); Kerslake
(1982); Llinares y Sanchez (1988); Lovell (1977); Puig y Cerdan (1988); Romberg (1991);
Rico, Castro y otros (1987); Rico, Castro y otros (1988); Segovia, Castro, Rico y Castro
(1989); Shell Centre (1984); Skemp (1980); Smith (1958); Udina (1989); Wells (1988).
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Tema 12
Titulo: Iniciacion al algebra.

1. Ubicacion y tratamiento en el Disefio Curricular del Ministerio y
Comunidad Autonoma Andaluza:

El contenido relativo a este tema aparece dentro de los enumerados en el bloque
“Niimeros y operaciones: significados, estrategias y simbolizacion” que marca el

Ministerio para la Educaciéon Secundaria Obligatoria.

En el proyecto de la Junta de Andalucia los contenidos de Algebra aparecen
agrupados en un bloque independiente. Tanto en un documento como en el otro, se

consideran que los conocimientos de algebra se imparten a lo largo de toda la etapa.
2. Conceptos, procedimientos, estrategias y actitudes.
Conceptos.

Los conceptos que indica el Ministerio, relativos a este tema son:
1. El Lenguaje algebraico. Significado y uso de las letras para representar numeros (un
niamero desconocido fijo, un nimero cualquiera, una relacion entre conjuntos de
nameros,...). Formulas y ecuaciones.
2. Reglas para desarrollar y simplificar expresiones literales sencillas.
El proyecto de la Junta matiza:
3. Concepto de igualdad y reconocimiento de sus propiedades mas sencillas de forma
contextualizada, como la reversibilidad, la comparacion y la equivalencia.

4. Uso de letras como variables. Interpretar la notacion y entender las ideas y conceptos
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abstractos que le sirven de base.

Procedimientos.

a)_Utilizacién de distintos lenguajes.

1. Interpretacion y utilizacion del lenguaje algebraico en diferentes contextos, eligiendo la
notacion mas adecuada para cada caso.

2. Formulacién verbal de problemas algebraicos, de los términos en que se plantean y del
proceso y calculos utilizados para resolverlos, confrontandolos con otros posibles.

La Junta a su vez propone:

3. Simbolizar cantidades conocidas o desconocidas, mediante letras, en contextos
concretos.
Expresar relaciones (propiedades, secuencias numéricas, leyes de recurrencia, etc.)
mediante expresiones literales. Dar valores numéricos a férmulas y expresiones literales.

Comprender el concepto de variable y ecuacion.

b) Algoritmos y destrezas.

4. Utilizacién de la jerarquia y propiedades de las operaciones y de las reglas de uso de los
paréntesis en calculos escritos y en la simplificacion de expresiones algebraicas sencillas.

5. Resolucion de ecuaciones de primer grado por transformacion algebraica, y de otras
ecuaciones por métodos numéricos y graficos.

6. Resolucion algebraica de ecuaciones de segundo grado y de sistemas de dos ecuaciones
con dos incognitas.

La version de la Junta dice:

7. Resolver ecuaciones lineales y cuadraticas y sistemas de dos ecuaciones mediante

métodos diversos. Aplicar métodos algebraicos en la resolucion de problemas

matematicos y de la vida real.

Estrategias.

1. Utilizar diversos métodos en la resolucion de ecuaciones, potenciando la sistematicidad
en la exploracion de soluciones.

2. Conocer y comparar las diversas transformaciones algebraicas sencillas que permiten

obtener la solucion de un sistema.

317



3. Expresar una situacion problematica mediante ecuaciones.

4. Reduccién de un problema complejo a otro mas sencillo.

5. Utilizar tablas y graficas como herramienta para expresar relaciones algebraicas.

6. Utilizar tablas y graficas como herramienta para interpretar expresiones algebraicas,
ecuaciones € inecuaciones.

7. Construir demostraciones para enunciados matematicos, incluyendo demostraciones

indirectas.

Actitudes.

a) Referentes a la apreciacion de las matematicas.

1. Valorar la precision, simplicidad y utilidad del lenguaje algebraico para representar,
comunicar o resolver diferentes situaciones de la vida cotidiana.

2. Apreciar la potencia de la abstraccion y el simbolismo matematicos.

3. Curiosidad e interés por enfrentarse a problemas algebraicos e investigar las
regularidades y relaciones que aparecen en conjuntos numéricos y las posibles
expresiones algebraicas de las mismas.

4. Capacidad para juzgar la validez de una generalizacion y su representacion simbolica.

5. Confianza en las propias capacidades para afrontar y resolver problemas.

b) Referentes a la organizacion y héabitos de trabajo.

6. Perseverancia y flexibilidad en la busqueda de soluciones a los problemas algebraicos.

7. Disposicion favorable a la revision y mejora del resultado de cualquier problema
algebraico.

8. Interés y respeto por las estrategias y soluciones a problemas distintas de las propias.

9. Sensibilidad y gusto por la presentacion ordenada y clara del proceso seguido y de los

resultados obtenidos en problemas algebraicos.

3. Fenomenologia de los conocimientos.
Al comenzar el estudio del algebra los alumnos inician el aprendizaje de un segundo
nivel de abstraccion en el lenguaje de las matematicas. El aprendizaje de la aritmética

constituyé un primer nivel en el que las colecciones de objetos pasaron a simbolizarse

mediante numeros y las acciones sobre esas colecciones mediante operaciones. A partir de
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aqui pasamos a trabajar sobre cantidades o numeros generales, al estudio de las relaciones
entre ellas y de las reglas de transformacion entre esas relaciones. Tenemos un ejemplo de
los problemas que se generan al modificar un lenguaje anterior mediante un cambio de
perspectiva y para lo que son necesarias nuevas reglas de transformacion. Se trata de la
formalizacion del lenguaje aritmético y las ventajas e inconvenientes derivadas de los
lenguajes formales. Hay que tener en cuenta que para estos alumnos, en principio, la
formalizacion es un medio y no una meta. S6lo més adelante algunos de ellos consideraran
el algebra como objeto de estudio con interés propio. Dos son los fendmenos que se
ejemplifican mejor con estos contenidos: los simbolos y las variables. El conocimiento y
uso de simbolos, las reglas de su utilizacion y las diferentes funciones que pueden
desempefiar tienen en la iniciacion al algebra un amplio campo de trabajo. El papel de las
variables y su sustitucion formal es otro. Al trabajar sobre expresiones simbdlicas el
estudio de simetrias, analogias, cambios de perspectiva y nuevas representaciones son

lineas de desarrollo con interés y potencialidad propias.
4. Modelos; representaciones; materiales y recursos.

Entre los modelos usuales para las expresiones algebraicas, ecuaciones, inecuaciones
y sistemas tenemos: expresiones verbales; configuraciones puntuales o visualizacion
discreta; figuras geométricas (punto, segmento, cuadrado, cubo) o visualizacion continua;
modelos fisicos de sistemas en equilibrio (como la balanza); modelos analiticos, que

necesitan de un sistema de representacion y del concepto de funcion.

Quizas uno de los mayores inconvenientes en el aprendizaje del algebra se encuentra
en la carencia de modelos visuales que ayuden a la representacion de las expresiones
algebraicas y en el trabajo con las mismas. En la ensefianza del algebra no se ha dado
importancia a los modelos visuales correspondientes, lo cual ha convertido esta materia en
algo especialmente arido por su carencia de referencias alternativas. En muchos casos la
primera representacion que se proporciona es la interpretacion analitica de ecuaciones o

inecuaciones, que exige a su vez tener terminados los primeros pasos en algebra.
Entre los materiales adecuados para este bloque estdn las balanzas; méaquinas para

transformar niimeros o graficos que encadenan secuencias de numeros en una o varias

direcciones, se trata en ambos casos de cadenas numéricas obtenidas mediante
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transformaciones lineales o cuadraticas. Material para completar geométricamente un

cuadrado y la calculadora.

También hay comercializados unos tableros con fichas de diferentes colores con los

que se juega utilizando reglas que son expresiones algebraicas.

Los ordenadores y calculadoras programables estan entre los materiales adecuados en
este bloque, siempre que no se pretenda ir mas lejos de lo que los alumnos van

demandando; hay algun software editado en castellano sobre el topico.

Entre los recursos podemos citar los conocidos juegos de adivinar nimeros; tarjetas
para emparejar problemas con soluciones, ecuaciones equivalentes, etc.; también hay

versiones “algebrizadas” de juegos comerciales; cuadrados magicos, y otras figuras, etc.
5. Errores y dificultades.

Tres son los tipos de dificultades identificadas en estudios realizados sobre iniciacion
al algebra (Booth, 1984), que se denominan: significados atribuidos a letras, notacion y

convencion, y operaciones con letras, respectivamente.

En cada uno de estos tipos se detectan una diversidad de errores. Los errores mas
frecuentes en los significados atribuidos a letras son: confusion entre letras que
representan niimeros y letras que representan objetos; distintas letras representan niimeros
diferentes; las letras toman solo valores naturales; se establecen patrones a partir de las
letras sobre los nimeros que representan ( orden creciente, etc.); se ignora el significado

de la letra.

Entre las dificultades detectadas sobre notacion y convenciones destacan: tomar la
adicion como poner juntas las letras, asi a + m = am; errores en la interpretacion de un
producto: no se identifica 4m con 4 x m ya que 4 x 7 no es lo mismo que 47; también se
producen errores al dar valores a una expresion: xy, cuando x = 2, y =3, se identifica con
23.

También hay errores en la identificacion de m + m + m + m con 4m, y se producen
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confusiones con las potencias. Finalmente, no se usan ni se entienden los paréntesis:
3(x+2)=3x+2.

Las dificultades detectadas en las operaciones con letras proceden de: falta de
dominio en la operacion numérica correspondiente, que se manifiesta de nuevo en las
operaciones algebraicas; rechazo a operar con letras por desconocer su valor. Otros
estudios han detectado errores y dificultades en la generalizacion de ejemplos, bien por no
considerar toda la informacion, o por generalizaciones alusivas. La deteccion de estos
errores y su correccion es condicion indispensable para un aprendizaje significativo de los
primeros conceptos que permitan un trabajo posterior. Los errores en la resolucion de
ecuaciones y su correcciéon son mas conocidos por el Profesor, pero muchas veces las
dificultades estan situadas en un nivel previo, y no pueden superarse si no se localizan

explicitamente.
6. Desarrollo historico del topico.

Los periodos histéricos y conceptos que conviene revisar para este tema son:

1. Edad Alejandrina tardia. Diofanto.

2. El dlgebra musulmana. Al-khwarizmi.

3. El renacimiento italiano.Tartaglia y Cardano.

4. Desde Vieta a Descartes.

5. El algebra y la resolucion de ecuaciones anterior a Galois. Ruffini, Cauchy, Abel,

Gauss.

La presentacion de los diferentes estilos y notaciones empleados en los textos de
algebra de cada época, asi como el conocimiento de los problemas planteados y las

soluciones obtenidas proporcionan una solucion interesante.

7. Bibliografia:

Booth (1984); Boyer (1986);Costello (1991); Coxford y Shulte (1988); Davis (1988); De
Lorenzo (1971); Euler (1984); Freudenthal (1983); Grupo Azarquiel (1991); Guzman,

Colera, Salvador (1987); Hart (1984); Kilpatrick & Wiszurp (1979c); Mason (1987);
Paradis y Malet (1989); Paradis, Miralles y Malet (1989); Polya (1981); Puig Adam
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(1960); Romberg (1991); Socas, Camacho, Palarea, Hernandez (1989); Stillwell (1989);
Van der Waerden (1985); Wagner & Kieran (1989); Wenger (1987); .

Tema 13
Titulo: Funciones y graficas.

1. Ubicacion y tratamiento en el Disefio Curricular del Ministerio y
Comunidad Autonoma Andaluza.

Los contenidos relativos a este tema aparecen en el Bloque 4 de los contenidos que
marca el Ministerio para la Educacion Secundaria Obligatoria, que se titula:

Interpretacion, representacion y tratamiento de la informacion, en su apartado A.

El proyecto de decreto de la Junta de Andalucia asigna su tercer bloque de contenidos

para Secundaria Obligatoria a Funciones y su Representacion Grafica.

Tanto en un caso como en otro, se trata de unos contenidos que forman parte de los

conocimientos fundamentales delimitados para la Secundaria Obligatoria.
2. Conceptos, procedimientos, estrategias y actitudes.

Conceptos.

1. Dependencia funcional. Formas de expresar la dependencia entre variables: descripcion
verbal, tabla, grafica y férmula. Representacion grafica: variables que se relacionan,
escalas utilizadas en los ejes, valores de una variable respecto a otra, intervalos de
validez.

2. Caracteristicas de las graficas. Aspectos globales: continuidad, crecimiento, valores
extremos, simetria, periodicidad y tendencia. Aspectos locales: tasa de variacion media.
3. Funciones elementales, Fendmenos y graficas de proporcionalidad directa, de
proporcionalidad inversa, cuadraticos, exponenciales y periddicos. Expresion algebraica
asociada a una grafica. Tablas de valores de una funcion. Estudio particular de las

funciones lineales, cuadraticas, de proporcionalidad inversa, exponenciales, periddicas y
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escalonadas.

Procedimientos.

a) Utilizacién de distintos lenguajes.

1. Utilizacion e interpretacion del lenguaje grafico, teniendo en cuenta la situacién que se
representa, y utilizando el vocabulario y los simbolos adecuados.

2. Utilizacién de expresiones algebraicas para describir graficas en casos sencillos.

3. Interpretacion y elaboracion de tablas numéricas a partir de conjuntos de datos, de
graficas o de expresiones funcionales, teniendo en cuenta el fendmeno al que se refieren.

4. Expresar leyes, formulas o tablas mediante graficas.

b) Algoritmos y destrezas.

5. Elegir convenientemente las escalas para interpretar y analizar criticamente un
fendmeno a partir de su representacion grafica.

6. Representar graficas de funciones a partir de un enunciado de una tabla y de una
expresion analitica.

7. Traducir enunciados matematicos, no expresados analiticamente, a graficas de

funciones.

Estrategias.

1. Describir, interpretar y analizar criticamente un fendémeno a partir de su representacion
grafica.

2. Analizar relaciones funcionales con objeto de explicar como el cambio de una cantidad
influye en otra.

3. Formulacién de conjeturas sobre el comportamiento de una grafica teniendo en cuenta
el fendmeno que representa o su expresion algebraica.

4. Elegir el modo mas adecuado para expresar una relacion funcional de acuerdo con las

necesidades de un contexto.

Actitudes.

a) Referentes a la apreciacion de las matematicas.

1. Reconocimiento y valoracion de la utilidad de los lenguajes graficos para representar y
resolver problemas de la vida cotidiana y del conocimiento cientifico.

2. Reconocimiento y valoracion de las relaciones entre el lenguaje de las graficas y otros
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conceptos y lenguajes matematicos.

3. Curiosidad por investigar relaciones entre magnitudes o fendmenos.

4. Sensibilidad, interés y valoracion critica del uso del lenguaje grafico en informaciones y
argumentaciones sociales, politicas y economicas.

b) Referentes a la organizacion y héabitos de trabajo.

5. Reconocimiento y valoracion del trabajo en equipo como la manera mas eficaz para
realizar determinadas actividades (planificar y llevar a cabo experiencias, toma de datos,
etc).

6. Sensibilidad y gusto por la precision, el orden y la claridad en el tratamiento y

presentacion de datos y resultados relativos a observaciones y experiencias.
3. Fenomenologia de los conocimientos.

Hay fenomenos sociales, fisicos y mentales que caen bajo el concepto de variable.
Esto ocurre con el transcurso del tiempo, camino recorrido, meta que cambia,
movimientos de planetas; temperatura que oscila, dias que van aumentando, tasas de
mortalidad, impuestos que varian, etc. Las variables sociales, fisicas y mentales llevan a
nameros, magnitudes, puntos y conjuntos variables; y éstos, a su vez, a objetos

matematicos que los describen.

La nocién de dependencia también tiene una procedencia fenomenoldgica, ya que
puede ser mentalmente experimentada, utilizada, provocada, hecha consciente, sentida o
nombrada como un objeto, etc. Establecemos dependencias en los movimientos, procesos,

cursos, tramos y en las conexiones causales.

Las funciones expresan conexiones entre fendmenos variables mediante la
consideracion simultanea de conexiones entre hechos. La variabilidad que pueden
representar es, en primer término, cualitativa y, mas adelante, cuantitativa. Los fendmenos
conectados pueden ser discretos o continuos. Practicamente, cualquier conexion entre
datos o fenomenos variables, de un cierto nivel de complejidad, puede representarse como
una funcién. Los fenémenos temporales tienen especial interés en este campo. Dentro de
las funciones hay determinados tipos de especial interés por los fendémenos a los que
sirven de modelos. Entre las mas conocidas estan las funciones lineales que expresan las

situaciones de proporcionalidad directa; las funciones cuadraticas, que resultan de la
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acumulacion de efectos lineales -espacio recorrido por un cuerpo en caida libre-; la

funcién exponencial, como expresion de los procesos de crecimiento proporcional, etc.
4. Modelos, representaciones, materiales y recursos.

Cuatro son los modos en que, usualmente, se puede expresar una funcion: mediante
una expresion verbal, por una tabla, mediante una grafica o bien por una férmula. La
funcion en si es un modelo de los fenémenos a los que trata de dar expresion. Estos
modelos pueden estar elaborados con mayor o menor precision y detalle pero, en todo
caso, deben transmitir los datos esenciales de la relacion entre dos variables: su

crecimiento, decrecimiento, valores extremos, tasa de variacion, etc.

En los primeros niveles de Secundaria hay que lograr el domino del modelo grafico y
establecer sus conexiones con el modelo simbolico; en esta prioridad la tabla de valores se
convierte en un instrumento auxiliar. La multitud de variaciones que pueden espresarse
con el lenguaje de las graficas se pone de manifiesto con los problemas de vaciado de
recipientes (vaciado de botellas de distinta forma, vaciados, o llenados, de baferas,
estanques, etc.). Cada grafica es la representacion de un determinado fenémeno dentro de

una familia.

Los materiales para estos contenidos se encuentran en los laboratorios de fisica, en
los libros de ciencias y también, en bastantes de las informaciones que aparecen en los
periodicos. Hay que destacar el material ya elaborado por el Shell Centre; no hemos visto
ningun trabajo sistematico que no esté ya incluido en el mismo. Si hay mucho software
para el estudio de funciones, de nuevo, el trabajo del Shell Centre es de alta calidad. La

posibilidad de utilizar recursos para este bloque de contenidos es, en la préctica, ilimitada.
S. Errores y dificultades.

En el trabajo con graficas se han detectado los siguientes errores: errores en la
graduacion de los ejes; inversion en el orden de las coordenadas; errores en la lectura y
representacion de puntos de coordenadas racionales; concepcion discreta de los puntos de
una recta o de un segmento. Janvier detecto el error denominado “lectura iconica de una

grafica” en donde se interpreta la grafica como un dibujo, alterando el significado de las
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variables. También los alumnos tienden a dar un punto como respuesta a cuestiones
referidas a intervalos; otra confusion se produce entre “el mayor incremento” con el
“mayor valor”. Todos estos errores sefalan las dificultades para pasar de una
interpretacion local a una interpretacion global de la grafica. Hart también ha detectado
dificultades en la interpretacion de lineas paralelas dentro de las representaciones graficas
y en el reconocimiento de la ecuacion de una linea. El razonamiento proporcional también

presenta sus propias didicultades.
6. Desarrollo historico del topico.

Periodos y momentos historicos més interesantes para el trabajo en este tema son:
. La matematica babilonica. Tablas numéricas.

. La matematica griega. Proporcionalidad.

. Edad Media. Nicolas de Oresme.

. La representacion analitica. Fermat y Descartes.

. El concepto de funcion. Newton y Leibniz.

. La evolucion del concepto en el siglo XVIIIL. Bernouilli y Euler.

~N N L AW

. El concepto actual de funcion.
7. Bibliografia:

Azcarate (1990); Boyer (1986); Bryant (1990); Campbell y Grinstein (1988); Cantoral y
otros (1991); Crombie (1979: D'Honbres (1987); Fernandez y Rico (1992); Freudenthal
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Tema 14
Titulo: Estudio y clasificacion de cuerpos en el espacio.

1. Ubicacion y tratamiento en el Disefio Curricular del Ministerio y
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Comunidad Autonoma Andaluza.

Los contenidos que corresponden a este tema aparecen en el Bloque 3,
Representacion y organizacion en el espacio, que sefiala el Ministerio para la Educacion
Secundaria Obligatoria. En el proyecto de decreto de la Junta de Andalucia el Bloque 4 de

contenidos se denomina Geometria.

Es importante destacar los profundos cambios que recibe el tratamiento de la

Geometria en la Educacion Secundaria Obligatoria.
2. Conceptos, procedimientos, estrategias y actitudes.
Conceptos:

1. Los elementos geométricos en el espacio. Elementos basicos para la descripcion y
organizacion del espacio: puntos, rectas y planos. Relaciones bésicas para la
descripcion y organizacion del espacio: paralelismo, incidencia y perpendicularidad.

2. Cuerpos. Clasificacion de cuerpos atendiendo a diversos criterios. Elementos
caracteristicos de poliedros y cuerpos redondos. Relaciones de inscripcion y
descomposicion entre cuerpos. Regularidades y simetrias.

3. Sistemas de referencia. Coordenadas cartesianas en el espacio. Coordenadas en la
superficie esférica: longitud y latitud.

4. Relaciones métricas entre elementos de un poliedro o cuerpo redondo. Volumen de un
cuerpo.

5. Representacion plana de cuerpos geométricos. Desarrollo de un cuerpo. Figuras

imposibles.
Procedimientos:

a) Utilizacién de distintos lenguajes.

1. Observar el entorno, construir objetos diversos, manipular sus elementos y buscar
relaciones entre ellos. Reconocer, describir y representar cuerpos geométricos.
2. Descomponer formas complejas en cuerpos elementales. Analizar y determinar las

propiedades de los cuerpos elementales mediante deteccion de regularidades y la
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consideracion de elementos y relaciones.

3. Clasificar cuerpos geométricos atendiendo a una o varias caracteristicas.

4. Utilizar la terminologia y notacién adecuadas para describir con precision situaciones,
formas, relaciones y propiedades de los cuerpos geométricos.

5. Expresar el volumen de un cuerpo en distintas unidades.

b) Algoritmos y destrezas.

6. Interpretar y dibujar objetos tridimensionales.

7. Utilizar sistemas de referencia para situar y localizar objetos.

8 .Construir modelos geométricos.

9. Representar cuerpos geométricos sencillos en el plano, conservando cierta perspectiva.
10. Determinar diferentes medidas sobre cuerpos geométricos. Calcular el volumen de

piramides, prismas y cuerpos de revolucion.

Estrategias.

1. Promover el trabajo de cada alumno de acuerdo con sus posibilidades, presentando
problemas geométricos en contextos cercanos.

2. Buscar propiedades, regularidades y relaciones en cuerpos geométricos. Construir
cuerpos en los que aparezcan determinadas propiedades.

3. Identificar problemas geométricos, diferenciando los elementos conocidos de los que se
pretende conocer y los relevantes de los irrelevantes.

4. Reducir problemas geométricos complejos a otros mas sencillos (pasando del espacio al
plano, de un cuerpo complicado a otro mdas simple, del caso particular al general o
reciprocamente) para facilitar su comprension y resolucion.

5. Formulacién y comprobacién de conjeturas acerca de propiedades geométricas en
poliedros y cuerpos de revolucion y de la solucion de problemas geométricos en
general.

6. Utilizacion de métodos inductivos y deductivos para la obtencion de propiedades
geométricas de los cuerpos y de relaciones entre ellos.

7. Aplicar las relaciones métricas adecuadas para el calculo del volumen de cuerpos

geométricos.

Actitudes:
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a) Referentes a la apreciacion de la matematica.

1. Reconocer y valorar la utilidad de la geometria para conocer y resolver diferentes
situaciones relativas al entorno fisico.

2. Reconocer y valorar relaciones entre diferentes conceptos, como forma y tamaio de los
objetos, y entre los métodos y lenguajes matematicos que permiten tratarlos.

3. Sensibilidad ante las cualidades estéticas de los cuerpos geométricos, reconociendo su
presencia en la naturaleza, en el arte y en la técnica.

4. Interés y gusto por la descripcion verbal precisa de formas y caracteristicas de cuerpos.

5. Curiosidad e interés por investigar sobre formas, configuraciones y relaciones
geométricas en los cuerpos.

6. Confianza en las propias capacidades para percibir el espacio y resolver problemas

geométricos.

b) Referentes a la organizacion y héabitos de trabajo.

7. Perseverancia en la busqueda de soluciones a los problemas geométricos y en la mejora
de las ya encontradas.

8. Flexibilidad para enfrentarse a situaciones geométricas espaciales desde distintos puntos
de vista.

9. Interés y respeto por las estrategias y soluciones a problemas geométricos distintos de
los propios.

10. Sensibilidad y gusto por la realizacion sistematica y presentacion cuidadosa y

ordenada de trabajos geométricos.
3. Fenomenologia de los conocimientos.

La geometria, en su origen, trata de proporcionar una estructura del espacio; su
desarrollo parece estar ligado al siguiente esquema: objeto material, relaciones entre
posiciones de objetos materiales, espacio intermedio, concepto de espacio. Antes de
llegar a la situacién actual de diferentes geometrias abstractas establecidas mediante
conjuntos de axiomas, la geometria fue simplemente geometria fisica. Esta consideracion
que, histéricamente abarc6 hasta el siglo XIX, describe en términos generales la secuencia
que los nifios y jovenes siguen para construir sus conceptos geométricos y aprender a

utilizar los procedimientos que los ponen en relacion. El medio familiar, social y natural
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estd plagado de fenémenos en base a los cuales se elaboran las intuiciones geométricas.
De todos los campos de la matematica, la geometria del espacio es el campo conceptual
mas rico en fendmenos para estructurar y sobre los que desarrollarse. Asi, el término
punto sirve para designar puntos fisicos: clases de objetos que se ejemplifican por la
cabeza de un alfiler, dos hilos cruzados, una marca, un pequefio foco luminoso, etc.
Anélogamente el término linea se ejemplifica con cuerdas tirantes, alambres o varillas,
rayos de luz, etc. En esta perspectiva los teoremas son enunciados verificables,
susceptibles de experimentacion, como en el caso famoso de las medidas que realiz6

Gauss sobre la suma de los angulos de un triangulo.

Es dificil censar los fenomenos que se pueden considerar en la construccion y
desarrollo de los conocimientos geométricos. Una relacion de los mas importantes debe

incluir los siguientes:

* Fendmenos Opticos, superficies reflectantes.

* Formas arquitectonicas: composiciones de volumenes, perspectivas de cuerpos,
figuras

simples y combinaciones, cuerpos con simetrias, cipulas, poliedros.

* Cristalografia, minerales.

* Astronomia: cuerpos en revolucion, relaciones espaciales, coordenadas.

* Objetos manufacturados; reproduccion industrial.

* Sistemas estaticos y dinamicos, estables e inestables; superficies de tension
minima.

* Agricultura racional. Urbanismo.

* Empaquetados y apilamientos.

* Reproduccion del espacio: perspectiva; fotografia; holografia.

* Juguetes articulados, tipo mecano.

También podemos considerar dentro de la fenomenologia de este tema las relaciones

espaciales y el lenguaje.
4. Modelos, representaciones, materiales y recursos.

Los modelos de poliedros y cuerpos de revolucion son los ejemplos mas difundidos
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de cuerpos espaciales. Los hay en materiales variados, incluidos sus desarrollos planos. El
geoespacio que es un bastidor ctibico sobre un cuadrado, con clavos o puntos de enganche
a lo largo de sus aristas, proporciona también un modelo util para estudiar las diferentes
relaciones entre lineas y planos en el espacio. Variantes del geoespacio se consiguen con
diferentes versiones de paralelepipedos en cristal, plastico, cartulina, papel, etc. Con
barritas articuladas o hilos metalicos se obtienen modelos para diferentes configuraciones
de rectas en el espacio. Modelos espaciales en madera o plastico existen para
descomponer volimenes y establecer formulas, para representar las secciones del cono o
mostrar secciones de otros cuerpos. Los modelos para visualizar cilindros, conos, esferas u
otros cuerpos como superficies de revolucion constan de una seccion metalica plana del
cuerpo que puede girar sobre un eje de simetria central; a mayor velocidad la ilusion
optica de cuerpo es mayor. También es conocido el modelo para el Teorema de
Arquimedes sobre el cilindro y la esfera inscrita. Las superficies regladas se presentan en
modelos construidos con cuerdas o hilo metélico tenso. Las particiones de los solidos,
recubrimientos espaciales y algunos modelos mecanicos forman parte de la inmensa

variedad de modelizaciones conocidas sobre cuerpos, elementos y relaciones espaciales.

Las representaciones del espacio tienen una doble consideracion. Por un lado, hay
que lograr dominio en interpretar la representacion plana de un cuerpo o una relacion
construyendo ese cuerpo o reproduciendo esa relacion. En segundo lugar hay que ensenar
diferentes técnicas para representar de modo coherente una determinada composicion
espacial. Gran parte de la informacion espacial que recibimos se hace mediante
representaciones planas. Dominar las destrezas y codigos baésicos de estas

representaciones es un conocimiento social ineludible.

Casi todos los modelos que hemos enumerado se producen comercialmente, con
variedad de materiales y posibilidades. También muchos de ellos se pueden y deben
construir manualmente, mediante actividades de taller. Ademas de los materiales
especificos, hay muchos otros recursos que se pueden emplear en geometria tales como las
arquitecturas y mecanos, maquetas y recortables para plegar, espejos, plantillas encajables,
etc. Hay videos que presentan actividades espaciales; algunos referidos explicitamente a
cuerpos geométricos, otros a temas astronomicos, industriales o culturales. La fotografia,
pintura e incluso el empleo de las camaras de video por los alumnos son otros tantos

recursos Utiles para este tema.
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S. Errores y dificultades.

Los esposos Van Hiele establecieron su teoria sobre los niveles de conocimiento en
matematicas a partir del andlisis del desarrollo y construccion del conocimiento

geométrico. Los cinco niveles que propusieron son:

Nivel 0. Se perciben las figuras y cuerpos como un todo global; se pueden
reproducir o reconocer objetos geométricos.

Nivel 1. Se analizan las partes, relaciones y propiedades de los cuerpos y figuras;
estas propiedades se establecen experimentalmente.

Nivel 2. Los individuos determinan las figuras o cuerpos por sus propiedades, pero
no se organizan aun secuencias de razonamientos.

Nivel 3. Los individuos desarrollan secuencias de proposiciones relativas a cuerpos
y figuras, de manera que se pueden deducir unas propiedades de otras.

Nivel 4. Los individuos estan capacitados para trabajar en un sistema deductivo y

valorar la precision y rigor de sus deducciones.

Dentro de este esquema de niveles, los esposos Van Hiele se propusieron interpretar
los errores y dificultades de los alumnos como consecuencia de una alteracion
metodologica de la secuencia adecuada, al forzar a trabajar en un nivel sin haber
consolidado el anterior. Para remediar las dificultades propusieron una secuencia de

aprendizaje en cinco fases, que permitiese su control y superacion. Estas fases son:

Fase 1. Discernimiento, en la que se presentan situaciones de aprendizaje, con el
vocabulario y las observaciones necesarias.

Fase 2. Orientacion dirigida. Se propone una secuencia graduada de actividades.
Fase 3. Explicitacion. Se expresan los resultados, se comentan y se estructura el
sistema de relaciones explorado.

Fase 4. Orientacion libre. Se aplican los conocimientos obtenidos a situaciones
distintas pero con estructura comparable.

Fase 5. Integracion. Los objetos y relaciones se interiorizan.

Estudios sobre errores en geometria del espacio se han hecho también en el IOWO

holandés, detectando pautas en la dificultad de los sistemas de representacion de cuerpos
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construidos con agrupamientos de cubos; los estudios de Gaulin sobre actividades con el

Soma; y las dificultades y errores detectados por Hart en el estudio del CSMS.
6. Desarrollo historico del topico.
Los periodos y momentos mas interesantes para el trabajo en este tema son:

1. Los precursores de Euclides. Solidos platonicos.
2. La obra de Euclides.

3. Arquimedes y Apolonio.

4. El Renacimiento. Leonardo y Luca Pacioli.

5. Geometria analitica. Descartes y Fermat.

6. Geometria analitica tridimensional.

7. Estudios modernos sobre cuerpos geométricos. Hilbert y Klein.
7. Bibliografia:

Alsina, Burgués, Fortuny (1987); Alsina, Burgués, Fortuny (1988); Alsina, Trillas (1987);
Boyer (1986); Castelnuovo (1981); Cundy & Rollett (1978); Delange y otros (1989); Del
Olmo, Moreno, Gil (1989); Edmonson (1987); Ernst (1986); Freudenthal (1983); Guillen
(1991); Gusev, Lituinenko, Mordkovich (1988); Guzman, Colera, Salvador (1987);
Hilbert-Cohn-Vossen (1983); Ivins (1964); Luckiesh (1965); Martinez y Juan (1989);
O’Daffer, Clemens (1977); Otte, Steimbring y otros (1985); Paccioli (1987); Pedoe
(1979); Piaget, Inhelder, Szeminska (1948); Puig Adam (1960); Rico, Castro y otros
(1986); Romberg (1991); Senechal y Fleck (1988); Van Hiele (1986); Wells (1988);
Wenninger (1987).
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Tema 15
Titulo: Elementos y figuras en el plano. Sistemas de referencia.

1. Ubicacion y tratamiento en el Disefio Curricular del Ministerio y
Comunidad Autonoma Andaluza.

Los contenidos que corresponden a este tema aparecen tratados conjuntamente con
los relativos al espacio en el Bloque 3 de los que sefala el Ministerio para Educacion
Secundaria Obligatoria.

También en el proyecto de la Junta de Andalucia los contenidos de Geometria

relativos al plano y al espacio aparecen en un bloque conjunto, que es el nimero 4.
2. Conceptos, procedimientos, estrategias y actitudes.
Conceptos.

1. Elementos geométricos en el plano. Elementos y relaciones basicas para la descripcion
del plano: puntos y rectas; paralelismo, incidencia y perpendicularidad.

2. Sistemas de referencia. Coordenadas cartesianas en el plano.

3. Clasificacion de figuras atendiendo a diversos criterios. Elementos caracteristicos de
poligonos y coénicas. Relaciones de inscripcion, descomposicion e interseccion entre
figuras y cuerpos. Regularidades y simetrias en figuras y composiciones geométricas.
Utilidad e interés de algunas figuras para teselar, minimizar el area o el perimetro,
establecer equivalencias, etc.

4. Medida de angulos. Angulos en la circunferencia. Poligonos en la circunferencia.

5. Relaciones métricas en el tridngulo. Teorema de Pitadgoras. Iniciacion a la
trigonometria.

6. Medida de superficies. Superficie de un poligono. Superficies circulares.
Procedimientos.

a) Utilizacién de distintos lenguajes:

1. Reconocer una figura plana en términos de sus caracteristicas relevantes; reproducir una

334



figura conociendo sus caracteristicas.

2. Clasificar figuras mediante criterios dados. Denominar, representar y caracterizar las
clases de figuras obtenidas al aplicar un criterio. Reconocer las jerarquias y nuevas clases
que aparecen cuando se combinan dos o mas criterios.

3. Clasificar figuras en términos de congruencia y semejanza y aplicar estas relaciones.

4. Conocer y determinar los elementos relevantes de una figura plana. Expresar
geométrica y algebraicamente relaciones en una figura plana.

5. Expresar la medida de una figura en distintas unidades.

6. Describir los patrones y regularidades que se aprecian en una figura o en una

composicion plana.

b) Algoritmos y destrezas:

7. Utilizar las coordenadas cartesianas para situar, localizar y relacionar figuras en el
plano.

8. Utilizar con soltura los instrumentos de dibujo habituales.

9. Deducir propiedades de figuras y las relaciones que se dan entre ellas, a partir de
postulados previos.

10. Medir de modo directo o indirecto longitudes, &ngulos y superficies.

11. Conocer y utilizar algunas propiedades geométricas basicas y el teorema de Pitagoras
para obtener o comprobar relaciones métricas entre figuras.

12. Descomponer una figura de acuerdo con unas condiciones analiticas.

Estrategias.

1. Resolver problemas empleando modelos geométricos.

2. Describir verbalmente problemas geométricos y el proceso seguido para su resolucion,
comparandolo con otros posibles.

3. Buscar propiedades, determinar regularidades y establecer relaciones en figuras o
composiciones geométricas.

4. Utilizar la composicion, descomposicion, diseccion, intersecciébn, movimiento y
deformacion de figuras o composiciones geométricas para analizarlos u obtener otros.

5. Elegir las formas o composiciones geométricas que se ajustan mejor a unas condiciones
dadas.

6. Reducir problemas geométricos complejos a otros mas sencillos para facilitar su
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comprension y resolucion.

7. Formular y comprobar conjeturas acerca de propiedades geométricas en figuras y la
solucion de problemas geométricos en el plano en general.

8. Utilizar métodos inductivos y deductivos para la obtencion de propiedades geométricas
de las figuras y de relaciones entre ellas.

Actitudes.

a) Referentes a la apreciacion de las matematicas:

1. Reconocer y valorar la utilidad de la geometria plana para representar, conocer,
interpretar y resolver diferentes situaciones relativas al entorno fisico.

2. Reconocer y valorar las relaciones entre diferentes conceptos de las figuras
geométricas, y entre los métodos y lenguajes matematicos que permiten tratarlos.

3. Sensibilidad ante las cualidades estéticas de las composiciones geométricas,
reconociendo su presencia en la naturaleza, en el arte y en la técnica.

4. Interés y gusto por la descripcion verbal precisa de figuras y composiciones
geométricas.

5. Curiosidad e interés por investigar sobre figuras y configuraciones geométricas en el
plano.

6. Sentido critico ante las representaciones geométricas utilizadas para transmitir

informacion de diferente naturaleza.

b) Referentes a la organizacién y héabitos de trabajo:

7. Perseverancia en la buqueda de soluciones a los problemas geométricos y en la mejora
de las ya encontradas.

8. Flexibilidad para enfrentarse a situaciones geométricas espaciales desde distintos
puntos de vista.

9. Interés y respeto por las estrategias y soluciones a problemas geométricos distintas de
las propias.

10. Sensibilidad y gusto por la realizacion sistematica y presentacion cuidadosa y
ordenada de trabajos geométricos.

3. Fenomenologia de los conocimientos.
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Reconocemos figuras geométricas en los objetos que nos rodean cuando hacemos
abstraccion de casi todas sus propiedades y limitamos su caracterizacion al tamafio y la
forma. Muchos objetos del entorno social tienen formas geométricas estdndar que invitan

a su reproduccion, manipulacion y transporte.

El concepto de plano se puede presentar como abstraccion de las caras o superficies de
determinados objetos, la superficie del agua en reposo, o bien de cortes o secciones
realizadas con una sierra o cuchillo. También los marcos o encuadres como puertas, arcos,
ventanas, sugieren planos. La idea de plano va acompafiada por la de linea recta; la
direccidon constante es uno de los elementos caracteristicos de la linea. La linea recta se
presenta al dibujar sobre el borde de una regla, como intersecciéon de planos, mediante
corte o doblez, como trayectoria a seguir, camino mas corto, eje de simetria o rotacion,
rayo de luz y linea de vision. Las necesidades de reproducir o representar una determinada
superficie es lo que ha llevado a los sistemas de representacion; pero los sistemas tienen

interés en tanto que permiten ubicar objetos y representar sus transformaciones.

Fendmenos relativos a figuras y superficies son muy numerosos, entre ellos podemos
considerar los siguientes: laminas; piezas de tela, papel o piel; terrenos y locales;
divisiones politicas y administrativas de un territorio; superficies que limitan liquidos;
superficies en un recinto y modo de cubrirlas (empapelado, enmoquetado, enlosado,
acristalado, etc.); superficies agricolas, urbanas o de vias de comunicacion; pantallas o

superficies reflectantes; huellas y huecos, etc.

La fenomenologia de los conceptos de la geometria plana es més amplia y extensa;
las ideas aqui sefialadas recogen parte de los fendémenos més importantes de nuestro

medio natural y social para este tema.
4. Modelos, representaciones, materiales y recursos.

La geometria del plano tiene una gran riqueza de modelos, expresada mediante una
variedad de materiales y recursos practicamente ilimitada. Son varias las aproximaciones
que se pueden realizar para clasificar la numerosa informacién disponible en este campo,

nosotros seguimos la elaborada por Alsina, Burgués y Fortuny.
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Entre los modelos una primera distincion se establece entre modelos fijos y modelos
moviles o desmontables, Los modelos fijos sirven para presentar conceptos aislados, asi
hay modelos para segmentos, angulos, poligonos y figuras planas, en general, entre los
que conviene destacar el geoplano que permite estudiar los conceptos geométricos con
diferentes niveles de complejidad. Los modelos modviles comprenden las
descomposiciones de poligonos o cualesquiera figura plana; los mosaicos; tangrams;
poliminds; cuadrados y tridngulos descomponibles para visualizar teoremas. Todos estos
modelos son manipulativos; también hay diferentes modelos de papeles pautados para
realizar representaciones geométricas planas. La representacion grafica puede ser exacta,
mediante un cambio de escala, o en perspectiva. Los diferentes niveles de abstraccion que
se pueden considerar nos determinan distintos tipos de representaciones geométricas, en
las que la abstraccion de los elementos y relaciones que se tienen en cuenta es cada vez
mayor. Los tipos de representacion mas usuales son: reproduccion de modelos; dibujos
descriptivos; dibujos en perspectiva; mapas y dibujos a escala; dibujo geométrico en dos
dimensiones; construcciones geométricas clésicas; esquemas; grafos. Dentro de la
geometria analitica hay también varias posibilidades para representar algebraicamente los

elementos geométricos destacables.

La idea de material en geometria es también muy amplia. Alsina, Burges y Fortuny
distinguen grandes familias de materiales: para dibujar; para leer; para el descubrimiento
de conceptos; materiales que dan forma a modelos; para mostrar aplicaciones; para
resolver problemas; para demostraciones y comprobaciones. Estas familias no son
disjuntas, y en cada una de ellas se puede incorporar una larga lista de producciones,
muchas de ellas en casas comerciales y otras elaboradas artesanalmente por el
profesorado. Idea importante para el material es la necesidad de considerar el aula como
laboratorio, e incluso a veces como taller. Hay que evitar determinados errores en el uso
del material tales como una excesiva sofisticacion; la poca cantidad; las limitaciones en su
manejo; la no adecuacion con los conceptos; la creencia en una virtualidad inmediata, etc.
El material debe servir para una de las siguientes funciones: visualizar, construir, dibujar,

medir o jugar.
S. Errores y dificultades.

Los niveles de conocimiento en Geometria estudiados por los esposos Van Hiele y
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las fases de aprendizaje que determinaron tienen la misma validez para los conceptos y
estructuras concepturales de la geometria del plano que para los de la geometria del
espacio, por este motivo no vamos a repetir aqui las consideraciones hechas en el tema
anterior. Entre los errores especificos de la geometria del plano sefialamos: la confusion
entre el perimetro y el area, ya detectado por Galileo; dificultades en comparar superficies
que no son rectangulares; dificultades para medir superficies que no son rectangulares;
dificultades para contar unidades no enteras, cuando la superficie aparece cuadriculada;
errores producidos al establecer proporcionalidades inadecuadas entre el tamafio de la

unidad de medida y la medida.

Los trabajos de Hart y las pruebas APU proporcionan informacion valiosa sobre
errores en conceptos geométricos basicos. Los trabajos de Fielker incluyen actividades
para detectar errores, corregirlos y superar las dificultades en el aprendizaje de la
geometria del plano.

6. Desarrollo historico del topico.

Periodos y momentos interesantes para el trabajo en este tema son:
1. La geometria en Babilonia y Egipto.
2. La obra de Euclides. Escuela de Alejandria.
3. La geometria en la cultura arabe.
4. El Renacimiento.
5. Geometria analitica. Descartes y Fermat.

6. Los fundamentos de la geometria. Geometrias no euclideas.
7. Bibliografia:

Alsina, Burgués y Fortuny (1987); Alsina, Burgués y Fortuny (1988); Alsina, Pérez y Ruiz
(1989); Boyer (1986); Castelnuovo (1981); Coriat y otros (1989); Coxeter (1971); Fielker
(1983); Freudenthal (1983); Guzméan, Colera y Salvador (1987); Hart (1984); Hilbert
(1991); Foxman (1980); Foxman (1981); Lindquist y Shulte (1987); Lang y Murrow
(1988); Luengo y Grupo Beta (1990); Luelmo (1987); Martinez y Juan (1989); Meserve
(1983); Henderson (1973); O’Daffer y Clemens (1977); Olmo, Moreno y Gil (1989);
Pedoe (1979); Puig Adam (1961); Roanes (1979); Romberg (1991); Van der Waerden
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(1983); Van Hiele (1985).

Tema 16
Titulo: Transformaciones en el plano.

1. Ubicacion y tratamiento en el Disefio Curricular del Ministerio y
Comunidad Autonoma Andaluza.

Los contenidos relativos a este tema aparecen dentro del Bloque 3 de contenidos que
sefiala el Ministerio para Educacion Secundaria Obligatoria.
En el Proyecto de la Junta de Andalucia estos contenidos aparecen en un bloque

conjunto de Geometria, el nimero 4.
2. Conceptos, procedimientos, estrategias y actitudes.
Conceptos.

1. Regularidades y simetrias en figuras y composiciones geométricas. Teselaciones
regulares y semirregulares del plano.

2. Transformaciones euclideas. Propiedades de las isometrias.

3. Simetrias en el plano. Propiedades de las traslaciones. Simetrias en una figura plana.

4. Traslaciones en el plano. Propiedades de las simetrias. Simetrias con deslizamiento.

5. Giros en el plano. Propiedades de los giros. Simetria central.

6. Producto de simetrias en el plano. Grupo de las isometrias en el plano. Grupo de
simetria de una figura plana. Rosetones. Frisos.

7. Figuras semejantes. Caracteristicas de las figuras de igual forma. Teorema de Thales.
Propiedades de figuras y cuerpos semejantes.

8. Representaciones a escala.
Procedimientos.

a) Utilizacién de distintos lenguajes:

1. Reconocer y describir las diferentes simetrias de una figura plana.

2. Reconocer la transformacion o transformaciones isométricas que relacionan a dos
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figuras congruentes.

3. Clasificar figuras congruentes y semejantes.

4. Identificar distintos representantes del vector de una traslacion.
5. Identificar el centro y el angulo de una rotacion.

6. Interpretar las diferentes notaciones para una escala.

b) Algoritmos y destrezas:

7. Construir la figura isométrica de un poligono, considerando diferentes posiciones
relativas entre el eje y el poligono.

8. Transformar una figura simple en el plano cartesiano.

9. Construir una figura plana que cumpla unas condiciones de simetria establecidas.

10. Construir modelos geométricos, esquemas, planos y mapas de figuras planas o
espaciales, utilizando la escala y los instrumentos, materiales y técnicas adecuados en cada
caso.

11. Obtener el factor de escala de figuras semejantes.

12. Deducir las propiedades de una figura por medio de transformaciones y de

coordenadas.

Estrategias.

1. Establecer una secuencia de transformaciones isométricas que relacionen dos figuras
congruentes.

2. Establecer una secuencia de transformaciones semejantes que relacionen dos figuras
con la misma forma.

3. Emplear las isometrias y semejanzas en la resolucion de problemas geométricos.

4. Identificar las transformaciones que definen un friso; construir un friso que satisfaga
unas condiciones establecidas.

5. Recomponer los diferentes poligonos regulares empleando distintas composiciones de
simetrias.

6. Describir recorridos en el plano euclideo empleando giros y traslaciones.

Actitudes.
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a) Referentes a la apreciacion de las matematicas:

1. Sensibilidad ante las cualidades estéticas de figuras planas con diferente grupo de
simetrias; sensibilidad ante las proporciones entre las diferentes partes de una figura.

2. Interés y gusto por la descripcién geométrica precisa de la regularidad de una figura o
una composicion geomeétrica.

3. Curiosidad e interés por investigar las relaciones entre las diferentes dimensiones de
una figura o una configuracion.

4. Sentido critico ante las representaciones a escala utilizadas para transmitir informacion
de diferente naturaleza.

5. Reconocer y valorar la utilidad de las diferentes transformaciones isométricas y
semejanzas para establecer relaciones entre figuras, representarlas, establecer propiedades

y resolver situaciones problematicas del entorno fisico.

b) Referentes a la organizacion y héabitos de trabajo:

7. Perseverancia en la busqueda de regularidades geométricas y en la expresion adecuada
de las ya encontradas.

8. Flexibilidad para establecer relaciones geométricas entre dos figuras distintas o dentro
de una misma figura.

9. Interés y respeto por las transformaciones geométricas encontradas, distintas de las
propias.

10. Sensibilidad y gusto por la realizacion sistematica de transformaciones geométricas y

su presentacion cuidadosa y ordenada.
3. Fenomenologia de los conocimientos.

Las transformaciones surgen de la distincion y comparacion de figuras; la
estructuracion de figuras mediante las transformaciones que las dejan invariantes permite
también su comparacion, distincion y clasificacion. La idea de transformacion esta
relacionada con las de aplicacion o correspondencia entre figuras y con el movimiento de
figuras. Ejemplos naturales son las proyecciones mediante focos luminosos de superficies
planas, que producen imagenes con sombras y partes iluminadas. También constituyen

una fuente de fenémenos importantes las reflexiones que se producen mediante el espejo,
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un libro de espejos con distintos angulos o un caleidoscopio de tres o cuatro caras. Las
figuras articuladas en torno a un eje sobre el que pueden girar, los movimientos a distancia
constante de un punto o de dos puntos son fendmenos que producen las nociones de giro o
de eje de simetria. También las trayectorias lineales sirven para ejemplificar el concepto

de traslacion.

Hay distintos fendmenos en la naturaleza, como los cristales de nieve, los minerales
o algunos seres vivos, con simetria central. La simetria axial es igualmente, una
caracteristica usual en los animales vertebrados e invertebrados y en muchos de los

invertebrados como insectos, crustaceos, etc.
4. Modelos, representaciones, materiales y recursos.

El doblado y recorte de papel o también el doblado e impresion posterior de una
mancha son modelos adecuados para representar una simetria o una composiciéon de
simetrias. Los espejos y superficies reflectantes combinados con figuras geométricas
ofrecen modelos adecuados de simetria axial; la combinacion de dos espejos - denominada
libro de espejos- es un modelo para los giros. En los motivos ornamentales, celosias y
disefios decorativos elaborados con figuras geométricas simples, rosetones, frisos y
mosaicos, principalmente, encontramos modelos de muy diversos grados de complejidad
relativos a transformaciones geométricas. El crecimiento orgénico también proporciona

modelos de figuras semejantes.

En cuanto a materiales adecuados para el estudio de simetrias podemos citar el
“mira” o reflex, los juegos de espejos con figuras de las que hay que comprobar su
simetria o lograr una figura mas compleja duplicando simétricamente una porcion de la
misma; el juego de billar también ofrece posibilidades para estudiar simetrias; los
caleidoscopios; el pantdgrafo y simetrizadores; las hojas transparentes y el retroproyector;
mecanos; distintos tipos de papel pautado; diferentes tipos de mapas de un territorio,
hechos a distintas escalas; fotografias de un mismo objeto y el propio geoplano, son otros
tantos materiales y recursos adecuados para estos contenidos. Muchos de los materiales y
la mayor parte de las consideraciones hechas para el tema anterior resultan pertinentes

también en este tema, sin olvidar por supuesto la regla y el compas.
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S. Errores y dificultades.

Una primera dificultad estudiada en las transformaciones isométricas estd en el
reconocimiento de los invariantes para cada una de las transformaciones. Las traslaciones

parecen presentar mayor dificultad en el reconocimiento de la invariancia de longitudes.

También se detectan dificultades segun la orientacion que tiene la transformacion: las
traslaciones de vector horizontal o vertical se realizan incluso mas facilmente que las de
vector oblicuo; igualmente, ocurre con las simetrias de eje horizontal o vertical sobre las
que tienen eje oblicuo. Los giros presentan un tipo de dificultad especifico: se considera
que se ha producido un giro incluso en aquellos casos en los que se trata de una traslacion
con distancia constante de un punto relevante de la figura inicial y su transformada
respecto del supuesto centro de giro. También hay errores en no valorar como necesaria la
distancia constante al centro de giro y solo valorar el cambio de orientacion. La
coordinacion de estos dos datos: distancia constante al centro y cambio de orientacion de
la figura debida a la rotacion, es lo que constituye la nocion de giro, y la dificultad de los

alumnos se produce por dar prioridad a uno s6lo de estos componentes.

Se han detectado también dificultades debidas al tipo de tareas o materiales a emplear, a la
presencia o no de una cuadricula y, por supuesto, a la mayor o menor complejidad de los

conceptos desarrollados.
6. Desarrollo historico del topico.

Algunos momentos historicos de interés para el trabajo con este tema son:
. Matematica griega. Apolonio y Ptolomeo.
. Geometria Arabe y el arte de la decoracion.
. El Renacimiento. Teoria de la perspectiva. Cartografia.
. Geometria proyectiva. Descartes y Fermat.
. Geometria proyectiva. Desargues.

. Geometria proyectiva. Poncelet y Chasles.

~N N L AW

. El programa de Erlangen.

7. Bibliografia:
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Abott (1976); Agostini (1986); Alsina, Burgués, Fortuny (1988); Alsina, Pérez, Ruiz
(1989); Alsina, Trillas (1987); Bossard (1977); Boyer (1986); Castelnuovo (1981);
Colerus (1955); Coriat y otros (1989); Coxeter (1971); Dienes & Golding (1980); Fielker
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Tema 17
Titulo: Magnitudes y Medida.

1. Ubicacion y tratamiento en el Disefio Curricular del Ministerio y
Comunidad Autonoma Andaluza.

El contenido relativo a este tema constituye el Bloque 2, “Medida, estimacion y cdlculo de
magnitudes”, de los establecidos por el Ministerio para Educacion Secundaria Obligatoria.
En el proyecto de la Junta de Andalucia el Bloque 1 de contenidos se denomina Numeros
y Medidas, e incluye la totalidad de los contenidos sobre este tema para la Educacion
Secundaria Obligatoria.

2. Conceptos, procedimientos, estrategias y actitudes.
Conceptos.

1. Medida de magnitudes. Medida como informaciéon cuantitativa de tamafios y
duraciones. Unidades de medida.

2. Sistemas de medida. Ampliaciéon del Sistema Métrico Decimal. Multiplos y
submultiplos de las unidades fundamentales para longitudes, areas, volimenes y masas.
Unidades astrondmicas. Unidades de medida de uso comun en la zona.

3. Medida del tiempo. Relacion de las unidades de tiempo con fenémenos astronémicos,
en nuestro sistema de calendario y en los de otras culturas. Expresion de medidas
temporales: notacion compleja y decimal. Operaciones con unidades de tiempo.

4. Medida de angulos. Sistema sexagesimal de medida de angulos. Medida de diedros.

5. Medidas aproximadas. Estimacion de medidas. Margen de error en la estimacion y
aproximacion de medidas.

6. Medidas indirectas. Relacion entre las medidas lineales y las de area o volumen en un
cuerpo. Formulas para calcular perimetros, areas y volimenes de figuras y cuerpos
geométricos.

7. Magnitudes proporcionales. Significado de la proporcionalidad directa de magnitudes.
Expresiones usuales de la proporcionalidad directa: tantos por ciento, tasas, factores de
proporcion y de conversion. Significado de la proporcionalidad inversa de magnitudes.

Problemas y aplicaciones de la proporcionalidad simple.
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8. Proporcionalidad compuesta. Interés y descuento. Problemas y aplicaciones de la
proporcionalidad compuesta.
9. Instrumentos de medida convencionales y locales. Precision de los instrumentos de

medida.

Procedimientos.

a) Utilizacién de distintos lenguajes:

1. Utilizacion del vocabulario adecuado para interpretar y transmitir informaciones sobre
el tamafio de los objetos.

2. Expresion de las medidas efectuadas en las unidades y con la precision adecuadas a la
situacion y al instrumento utilizado.

3. Expresion de una proporcionalidad directa de magnitudes y de una razén entre
cantidades mediante diferentes convenios y notaciones.

4. Formulacion verbal de problemas de proporcionalidad, de las magnitudes que se
relacionan y del proceso y célculos empleados para resolverlos, confrontandolos con otras

opciones posibles.

b) Algoritmos y destrezas:

5. Utilizacidon de los instrumentos de medida habituales.

6. Utilizacion de las formulas de longitudes, areas y volumenes de cuerpos geométricos
para realizar medidas indirectas.

7. Acotacion de los errores cometidos al estimar, medir o aproximar una magnitud.

8. Utilizar diferentes procedimientos (factor de conversion, regla de tres, tanto por ciento,
manejo de tablas y graficos,...) para efectuar calculos de proporcionalidad.

9. Convertir cantidades de una expresion compleja a incompleja, y reciprocamente.
Estrategias.

1. Seleccionar e interiorizar referentes propios para unidades de las magnitudes mas
usuales.

2. Eleccion de la unidad mas adecuada para medir una cantidad en un contexto

determinado.
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3. Eleccion de un referente adecuado para estimar una cantidad por comparacion.

4. Descomponer y recomponer una cantidad para estimar adecuadamente cada una de sus
partes.

5. Controlar el margen de error cometido al realizar la estimacion de una cantidad.

6. Cuantificar de modo directo, indirecto o por estimacion las cantidades mas
significativas dentro de una situacion determinada.

7. Aplicar los célculos y operaciones para resolver problemas en los que intervienen

magnitudes relacionadas mediante proporcionalidad directa o inversa.

Actitudes.

a) Referentes a la apreciacion de las matematicas.

1. Reconocimiento y valoracion de la utilidad de la medida para transmitir informaciones
precisas relativas al entorno.

2. Reconocimiento y valoracion de la medida como elemento de relacion entre diferentes
lenguajes, conceptos y métodos matematicos.

3. Incorporacion al lenguaje cotidiano de los términos de medida para describir objetos,
espacios y duraciones.

4. Disposicion favorable a realizar, estimar o calcular medidas de objetos, espacios y
tiempos en situaciones en las que resulta necesario o aconsejable.

5. Valoracion critica de las informaciones sobre la medida de las cosas, de acuerdo con la
precision y unidades en que se expresan y con las dimensiones del objeto al que se

refieren.

b) Referentes a la organizacidn y héabitos de trabajo:

6. Revision sistematica del resultado de las medidas directas o indirectas, aceptandolas o
rechazandolas seglin se ajusten o no a los resultados esperados.

7. Habito de escribir los resultados numéricos de las mediciones expresando las unidades
de medida empleadas.

8. Cuidado y precision en uso de los diferentes instrumentos de medida y en la realizacion
de mediciones.

9. Sentido de la proporcionalidad entre figuras; distincion de situaciones en las que se

puede o no se puede utilizar.
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3. Fenomenologia de los conocimientos.

El trabajo con las magnitudes comienza estableciendo comparaciones entre objetos
en relacion con una cualidad determinada. Para establecer esas comparaciones se emplean
términos relacionales, que son adjetivos que se pueden agrupar en parejas opuestas. Asi,
en el caso de la longitud tenemos: corto-largo, cerca-lejos, ancho-estrecho, alto-bajo,
profundo-superficial, grueso-delgado. En superficie empleamos: amplio-reducido,
holgado-ajustado, ancho-estrecho, ahogado-desahogado; también hay términos que no
tienen un opuesto claro: apretado, extenso, vasto, profundo, dilatado, espacioso,
despejado, angosto, etc. Los comparativos de volumen son mdas genéricos: grande-
pequeno, voluminoso-reducido, o bien remiten a términos ya citados para la longitud o la

superficie.

Idea importante en los fenomenos asociados a estas magnitudes es la rigidez o
indeformabilidad. Para hablar de longitud es preciso tener rigidez en una direccion; para
hablar de superficie es necesaria la rigidez en dos direcciones o permanencia de un
contorno, mientras que la medida del volumen necesita rigidez en las tres direcciones.
Aunque estamos trabajando con alumnos de Secundaria es adecuado considerar aquellas
trasnformaciones que dejan invariante una longitud, superficie o volumen y su caracter

reversible.

Los fenomenos en los que se presentan longitudes se pueden considerar en una de
estas tres clases: dimensiones de un objeto, distancias entre objetos y trayectoria de un
movil. En el caso de las trayectorias las suponemos rectilineas, pero se puede generalizar
la idea de longitud de una trayectoria poligonal o curvilinea mediante la nocion de

rectificacion.

Los fenomenos en los que se presentan superficies se pueden considera en una de
estas tres clases: superficies que limitan a un objeto, huellas o marcas dejadas por un
objeto, extension barrida por un segmento o linea que se desplaza. Los fendmenos en los
que se presentan volimenes se pueden considerar en una de estas clases: volumen
ocupado por un objeto, volumen o espacio hueco dejado por un cuerpo y volumen barrido

por una superficie que se desplaza segin una direccion distinta de la de su plano.
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Los angulos también los podemos considerar en situaciones estaticas o dindmicas -y,

dentro de las primeras-, con soporte fisico presente o ausente.

La proporcionalidad directa entre magnitudes es una relacién que se presenta en
multitud de fendmenos naturales, y convencionales. Entre los primeros encontramos las
relaciones que se pueden establecer entre un nimero de objetos (p.ejp. sillas) y el numero
correspondiente de algin elemento destacable dentro de esos objetos (p. ejp. patas de las
sillas); situaciones de mezclas de pinturas u otros productos, que se necesitan para obtener
un determinado resultado; recetas de cocina; dimensiones de objetos semejantes;
problemas de sombras; velocidades; gastos producidos al adquirir un producto; resultados
del trabajo realizados por un nimero variable de personas; recorridos de velocidad
constante, etc. En todos estos casos se trata de fendmenos a los que la proporcionalidad
directa ofrece un esquema de interpretacion y explicacion adecuado. Consideraciones

similares se pueden hacer con la proporcionalidad inversa o la compuesta.
4. Modelos, representaciones, materiales y recursos.

Los modelos de las magnitudes longitud, superficie, volumen y amplitud son el
segmento, el poligono, el poliedro y el angulo, respectivamente; esto es lo que justifica el
estudio dentro del cuestionario de matematicas de unos conceptos y procedimientos con
unas connotaciones fisicas tan fuertes. Pero el modelo geométrico no es suficiente para el
desarrollo de cada una de las magnitudes, ya que es necesario completarlo con las ideas de
equivalencia entre cantidades, division de una cantidad en partes equivalentes y expresion
de una cantidad mediante un numero que relaciona esa cantidad con otra fija de referencia
- la unidad de medida-. El segundo modelo de estas magnitudes es el modelo de los
nameros reales positivos o conjunto de medida sobre cada una de las magnitudes. Y un
tercer modelo es el conjunto de los nimeros naturales, decimales con dos o tres cifras
decimales o bien racionales de denominador acotado. Cualquiera de estos tres conjuntos
se puede utilizar para estimar cantidades. La estimacidon es una tercera opcidon para
expresar las cantidades de una magnitud.

Una cantidad de longitud, superficie, amplitud o volumen se puede representar
mediante una figura o cuerpo geométrico, mediante un nimero real que expresa su medida
en relacion a una unidad, o mediante un numero con coma (o fraccion de denominador

simple) que exprese una estimacion de esa medida. Materiales usuales en el trabajo con
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longitudes son barras, varillas, regletas, cartulinas, hilos, cuerdas, gomas o cualquier tipo
de objetos rigidos con una dimension predominante. Para el trabajo con la masa se
emplean balanzas de platillos, clavos, tuercas, canicas, arena, piedras, frutos, etc. En el
estudio de la capacidad se consideran distintos tipos de liquidos y aridos, recipientes de
distintas formas y tamafos, probetas graduadas, etc. Para el tiempo: relojes de arena,
cronometros, diferentes tipos de relojes, velas graduadas, etc. Los materiales para el
estudio de superficies y volimenes se han indicado con anterioridad; reiteramos de nuevo
el papel cuadriculado y con diferentes tramas, los distintos tipos de tangram, poliminos,
polidiamantes, y poliexes y, en general, los poligonos regulares. En el caso del volumen
tenemos los policubos y los solidos para ensamblar.

Los diferentes instrumentos de medida convencionales y adaptados a diversas
profesiones: metro de carpintero, cinta métrica de sastre, cinta de agrimensor, etc, etc.
presentan una variedad de opciones que da riqueza practica y una dimension cultural
indudable a los contenidos de este tema. Aunque el trabajo con monedas y billetes,
expresion de una cantidad de dinero en distintas formas, problemas elementales de compra
y venta, etc, se han trabajado en Primaria puede aprovecharse el desarrollo de estos

contenidos para repasar y afianzar las nociones fundamentales.
5. Errores y dificultades.

Una primera dificultad es la que se deriva del estudio de estos conceptos sin
manipular y trabajar con objetos reales. El estudio de las distintas magnitudes es
inseparable de los fendmenos y situaciones en las que se presenta. Enfatizar el dominio
del sistema métrico decimal sin referencias concretas es una orientacion metodoldgica

plagada de dificultades.

Hay errores que se producen por un uso indebido de los sentidos, como ocurre al

comparar pesos visualmente, o por efectos de perspectiva.

Otros errores se producen por uso de instrumentos inadecuados y por mal manejo de
instrumentos; también hay errores que se producen por emplear procedimientos
deficientes o por elegir una unidad inadecuada. Los errores de apreciacion de una cantidad

deben subsanarse mediante controles del margen de variacion tolerable en la estimacion
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realizada y en el sentido adecuado o inadecuado que tiene un resultado dentro de un
contexto. No conviene proponer a los jovenes la resolucion de problemas que contengan
datos erréneos, irreales o carentes de sentido ya que debe habituarseles a que toda medida
tiene un sentido en el contexto en el que aparece. Hay que evitar escrituras errobneas o que

no incluyan la unidad cuando se expresa una cantidad.

El esquema de la proporcionalidad directa suele presentar varios tipos de errores a
los alumnos. Un primer error es considerar como proporcionalidad directa relaciones de
otros tipos; para ello conviene establecer criterios muy claros de reconocimiento, tanto
para el caso directo como para el inverso. Un segundo nivel de errores se produce en las
situaciones de proporcionalidad; se distinguen dos casos principales: cambio de la relacion
multiplicativa por una aditiva e inversion de la relacion (de producto a division o
reciprocamente). Estos errores han sido estudiados recientemente por Hart, Streefland,

Karplus y otros, y se encuentran en proceso de sistematizacion didactica avanzado.

6. Desarrollo historico del topico.

Algunos de los datos historicos mas destacables en el estudio y programacion de este tema
son:

. Matematica griega; teoria de la proporcion.

. Los primitivos astronomos: medicion de distancias y duraciones.

. La alta Edad Media: los céalculos para la fecha de la Pascua.

. La baja Edad Media: aritméticas comerciales.

. La era de las exploraciones y descubrimientos: busqueda de patrones universales.

. La Revolucion Francesa y el sistema métrico decimal.
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. El sistema internacional, la normalizacion de unidades y homogeneizacion de métodos.
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Tema 18
Titulo: Estadistica.

1. Ubicacion y tratamiento en el Disefio Curricular del Ministerio y
Comunidad Autonoma Andaluza.

Los contenidos relativos al tema de Estadistica aparecen contemplados en el Bloque
4, “Interpretacion, representacion y tratamiento de la informacidén” de los establecidos por

el Ministerio para Educacion Secundaria Obligatoria.

En el Proyecto de la Junta de Andalucia el Bloque 5 de contenidos se denomina
“Tratamiento de la informacion Estadistica y del Azar”,y en €l se incluyen la totalidad de

los contenidos sobre este tema para Educacion Secundaria Obligatoria.

En el documento del Ministerio relativo a la Estructura y Contenidos para el
Bachillerato encontramos que se establece un bloque de Estadistica y Probabilidad para el
Primer Curso de la especialidad Ciencias de la Naturaleza y de la Salud e igualmente para

la especialidad Tecnologia.

En la especialidad de Humanidades y Ciencias Sociales encontramos el bloque de
Estadistica y probabilidad dentro de los contenidos sefialados para primer y segundo

cursos.
2. Conceptos, procedimientos, estrategias y actitudes.
Conceptos.

1. Obtencién de informacion sobre fenomenos aleatorios. Encuestas y sondeos de opinion.
Muestras y su representatividad. Recogida y organizacion de los datos. Frecuencias
absolutas, relativas y porcentajes.

2. Representacion grafica de las distribuciones de frecuencia a través de poligonos de
frecuencia, histogramas, diagramas de sectores, graficos de barras, pictogramas y otros.

3. Parametros estadisticos. Los parametros centrales y de dispersiéon como resumen de un

conjunto de datos estadisticos. Algoritmos para calcular pardmetros centrales y de
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dispersion sencillos.

4. Distribuciones bidimensionales. Correlacion lineal. Recta de regresion. Medida de la
correlacion. Otros tipos de regresion.

5. Estimacion de parametros. Estimador puntual. Intervalos de confianza.

6. Contrastes de hipdtesis. Tipos de errores. Contraste paramétrico.

Procedimientos.

a) Utilizacién de distintos lenguajes:

1. Elaboraciéon de preguntas en cuestionarios. Explicitacion de la informacion que se
quiere obtener.

2. Organizacion de datos, elaboracion de tablas e interpretacion intuitiva de la informacion
obtenida.

3. Utilizacién e interpretacion de los parametros de una distribucion y analisis de su
representatividad en relacion con el fendmeno que se estudia.

4. Empleo de la inferencia estadistica para derivar conclusiones correctas del estudio de

una muestra y obtener informacion sobre fenomenos sociales y econdmicos.

b) Algoritmos y destrezas:

5. Utilizacion de distintas fuentes documentales (anuarios, revistas especializadas, bancos
de datos, etc.) para obtener informacién de tipo estadistico.

6. Analisis elemental de la representatividad de las muestras estadisticas.

7. Eleccion de los parametros mas adecuados para describir una distribucién en funcion
del contexto y de la naturaleza de los datos y obtencion de los mismos, utilizando los
algoritmos tradicionales o la calculadora.

8. Deteccion de falacias en la formulacion de proposiciones que utilizan el lenguaje
estadistico.

9. Costruccion de graficas a partir de tablas estadisticas, eligiendo en cada caso el tipo de
grafica y medio de representacion mas adecuado.

10. Explicitacion de los convenios empleados en una grafica que pueden afectar a su
interpretacion. Deteccion de errores.

11. Calculo de los pardmetros de una distribuccion unidimensional, incluidas las medidas
de posicién central..

12. Célculo e interpretacion del coeficiente de correlacion y de la ecuacion de la recta de

regresion en distribuciones bidimensionales.
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13. Obtener el valor de un pardmetro desconocido en una distribucion conocida de una
poblacion mediante una muestra.
14. Admitir o rechazar hipétesis relativas a valores de ciertos pardmetros de una

poblacion.

Estrategias generales.

1. Planificacion y realizacion individual y colectiva de tomas de datos utilizando técnicas
de encuesta, muestreo, recuento y construccion de tablas estadisticas.

2. Seleccionar los pardmetros que mejor transmiten una determinada informacion sobre
una muestra.

3. Enunciar conjeturas sobre el comportamiento de una poblacion de acuerdo con los
resultados relativos a una muestra.

4. Valorar cualitativa y cuantitativamente la significatividad de las muestras empleadas
para el estudio de una poblacion.

5. Disefiar un experimento estadistico para estudiar un problema, ejecutar el experimento
y comunicar los resultados.

6. Determinar la dependencia entre las variables de una distribucion bidimensional e
interpretar su valor de acuerdo con el contexto.

7. Enunciar hipotesis estadisticas y contrastarlas adecuadamente.

Actitudes.

a) Referentes a la apreciacion de las matematicas:

1. Reconocimiento y valoracion de la utilidad de lenguaje estadistico para representar y
resolver problemas de la vida cotidiana y del conocimiento cientifico.

2. Valoraciéon de la incidencia de los nuevos medios tecnologicos en el tratamiento y
representacion grafica de informaciones de indole muy diversa.

3. Sensibilidad, interés y valoracion critica del uso del lenguaje estadistico en
informaciones y argumentaciones sociales, politicas y econdmicas.

4. Interpretar adecuada y criticamente las representaciones graficas de datos en los medios

de informacion, dentro del contexto que se esta tratando en cada caso.

b) Referentes a la organizacién y héabitos de trabajo:
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5. Planificar sistematicamente la toma de datos, realizarla con precision y rigor, expresar
los datos obtenidos de forma ordenada para facilitar su comprension y tratamiento
posterior e interpretarlos de forma ajustada.

6. Reconocimiento y valoracion del trabajo en equipo como la manera mas eficaz para
realizar determinadas actividades de planificacion y recogida de datos.

7. Sensibilidad y gusto por la precision, el orden y la claridad en el tratamiento y

presentacion de datos y resultados relativos a observaciones y encuestas.
3. Fenomenologia de los conocimientos.

En toda sociedad articulada ha sido necesario disponer de alglin sistema organizado
para recoger, clasificar, resumir, analizar datos y realizar algln tipo de inferencias a partir
de los datos. Pero hasta el siglo XVII no surge la Estadistica como estudio sistemdtico de
todo aquello que se refiere al Estado: ciudadanos, recursos, organizacion vy
sistematizacion. En términos generales, la Estadistica proporciona métodos para el
tratamiento de las masas de datos de observacién y su aplicacion para la toma de
decisiones; gran parte de su evolucion y desarrollo se ha debido a la necesidad de estudiar
e interpretar de modo coherente multitud de fendomenos sociales o naturales e inferir

conclusiones cientificamente validas a partir de los datos analizados.

Aunque el campo de fendmenos sobre los que se sustenta la Estadistica es, en la
practica, ilimitado, hay algunas areas que han destacado por plantear problemas
importantes a la Estadistica y emplear sus métodos y técnicas de manera sistematica. Entre

ellas podemos sefialar las siguientes.

Administracion Publica, con el estudio de movimientos naturales de poblacion:
nacimientos, matrimonios, migraciones y defunciones; datos de agricultura, ganaderia,
pesca industria, transportes y comunicaciones; comercio exterior, finanzas; precios y
salarios; trabajo, seguridad y accidon social; sanidad, ensehanza y expansion cultural;

turismo y servicios; justicia; viviendas, locales, edificios y urbanismo; etc.
Economia, mediante el estudio de las macromagnitudes de una region, pais o

comunidad de paises; estudios comparativos; evolucion de mercados; prediccion de voto y

valoracion ante determinadas cuestiones politicas relevantes.
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Psicologia y Educacion. En psicologia experimental se estudian las actitudes y
comportamientos de los individuos, se determinan diversos indices y coeficientes para
valorar la denominada capacidad intelectual, se analizan los factores que componen la
inteligencia. En educacion se realizan multitud de evaluaciones con diversas referencias
(normas o criterios); se elaboran instrumentos cuya fiabilidad y validez debe conocerse; se
clasifica u orienta a los sujetos para que realicen determinadas actividades y se encaucen

profesionalmente.

Biologia, Medicina y Veterinaria: las ciencias de la vida y la salud, mediante el
estudio de poblaciones, herencias, epidemiologia, variaciéon de pardmetros bioldgicos etc,
proporcionan también un amplio campo de fenémenos sobre los que la Estadistica ha

puesto a prueba sus métodos y ha elaborado otros nuevos.

También la Meteorologia, con el estudio de las series temporales y la prediccion de
los cambios de temperatura, velocidad del viento, nubes, lluvias y otros meteoros. El

estudio de los movimientos sismicos, etc.
4. Modelos, representaciones, materiales y recursos.

La Estadistica, en la sociedad actual, es una materia cultural imprescindible para
formacion del individuo. En el tema que nos ocupa, la estadistica descriptiva corresponde
a los cursos de Secundaria, mientras que los inicios a la estadistica inductiva se realiza en

Bachillerato, y s6lo en algunas especialidades.

Al igual que vimos en el tema de funciones con los fendémenos deterministas, en el
estudio de los fendmenos aleatorios tenemos cuatro sistemas simbolicos o modelos. Los
cuatro modelos son: descripcion verbal; tablas numéricas; representaciones gréficas; y
formulas, simbolos y leyes generales. Las peculiaridades de los sistemas simbolicos de la
Estadistica y sus posibilidades para destacar unos determinados rasgos o caracteristicas y
ocultar otros, ponen de manifiesto que la representacion que se puede realizar en base a
cada uno de estos sistemas simbolicos puede variar, y que ésto ocurre inevitablemente

cuando el problema en estudio tiene un grado considerable de complejidad.
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El sistema de trabajo usual en estadistica descriptiva es la encuesta, que constituye
un conjunto de técnicas adaptadas a todo tipo de informacién y a cualquier poblacion.
Entre las encuestas hay diversas clasificaciones: exhaustivas y parciales; directas e
indirectas; sobre hechos y de opinion. Material o instrumento clave en el disefio de
encuestas es el cuestionario o conjunto de preguntas sobre los hechos o aspectos que
interesa conocer en un estudio o investigacion. La determinacion y seleccion de las
preguntas, la formulacién de preguntas, la preparacion del cuestionario y su distribucion,
aplicacion y recogida, constituye todo un campo de trabajo muy tecnificado. Otro
material, cuya aplicacion a la ensefanza en niveles medios estd progresando, lo
constituyen los paquetes informaticos para el tratamiento estadistico de datos, que permite
una dindmica de trabajo desligada de las dificultades del cdlculo manual y de los errores
que se producen (PRODEST, SPSS, BMDP, en la version para PCs, o STAT VIEW y
SISTAV para Macintosh). La calculadora, manual o programable, es ya un material
imprescindible en el trabajo estadistico.

Hay multitud de publicaciones que incluyen tablas de datos recogidos sobre un
determinado campo de trabajo o actividad social, mas o menos especializada. El soporte
informatico estd permitiendo manejar una cantidad mucho mayor de datos e
informaciones, de los que las bases de datos nos ofrecen un ejemplo. Es conveniente que
los alumnos de estos niveles conozcan y aprendan a utilizar anuarios estadisticos relativos
a su medio social cercano, a obtener informacion, plantearse cuestiones y establecer

diversas vias para responder a las mismas.
5. Errores y dificultades.

El estudio de la estadistica en Secundaria y Bachillerato puede considerarse centrado
en tres fases generales: recoger datos, organizar datos y extraer conclusiones de los datos
organizados. Cada una de estas fases presenta su propio tipo de dificultades y genera unos
determinados errores.

En los cursos iniciales, la fase de recogida de datos no suele presentar dificultad en la
eleccion de la variable y en el modo de obtener la informacion ya que suelen estar bien
delimitadas y su valoracion se hace mediante preguntas simples, con poca opcion para los
equivocos. En estos casos se presentan errores de no distinguir entre poblacion y muestra,

y también aparecen sesgos en la eleccion de las muestras. En cursos superiores, cuando se
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quiere hacer un estudio mas detallado y profundo, la elaboracion de cuestionarios presenta
una complejidad técnica que debe evitar las preguntas confusas o sesgadas, la reiteracion y
no contemplar el rango completo de posibles opciones. Este refinamiento de la capacidad
para obtener los datos requeridos con el minimo de interferencias y la maxima
representatividad debe permitir una mejora progresiva en los alumnos.

La investigacion APU, realizada por el HSMO inglés, puso de manifiesto unos
rendimientos muy bajos en la interpretacion de los parametros de una distribucion de
frecuencias y en las valoraciones sobre esos parametros hechas en base a tablas y
representaciones graficas. Un dominio rdpido en la terminologia y en la realizacion de
algunos graficos no supone que los alumnos estén capacitados para ejecutar correctamente
los procesos de interaccion y traduccidon entre los diferentes sistemas simbolicos de
representacion estadistica.

Las dificultades y errores escolares en la inferencia estadistica constituyen, en la
actualidad, un campo de estudio e investigacidon, con avances recientes y temas abiertos

pero no definitivamente resueltos.
6. Desarrollo historico del topico.

Para el trabajo en este tema son de interés los siguientes periodos y autores:
1. Antecedentes de la Estadistica: censos y encuestas.

2. El comienzo de la Estadistica. Grount, Pascal y Fermat.

3. El desarrollo: Bernouilli, Laplace, Bayes.

4. La contribucioén de Gauss y Bessel.

5. La Estadistica moderna: Pearson, Galton y Fisher.

6. La Estadistica en el mundo cientifico y social actual.
7. Bibliografia:

Borras, Carrillo y otros (1987); Boyer (1986); Calvo, Callejo, Aguilera, Martinez (1987);
Cockcroft (1985); Colera (1990a); Colera (1990b); Collette (1985); Costello (1991); Engel
(1988); Estepa (1990); Foxman, Martini, Tuson, Cresswell (1980); Freudenthal (1973);
Garrett (1983); Gutiérrez (1983); Guzman, Colera, Salvador (1987); Guzman, Colera,
Salvador (1988); Grahan (1990); Guilford (1984); Jodar (1981); Kapadia, Borovcnik
(1991); Martinez (1991); Morris (1989); Nortes Checa (1977); Nortes Checa (1987);
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Pozo, Nortes (1991); Rico, Castro y otros (1987); Rios (1977); Rivadulla (1991); Watkins
(1988); Romberg (1991); Székely (1986).

Tema 19
Titulo: Combinatoria.

1. Ubicacion y tratamiento en el Disefio Curricular del Ministerio y
Comunidad Autonoma Andaluza.

Entre los contenidos establecidos por el Ministerio para Educacion Secundaria
Obligatoria no aparecen explicitamente los relativos a Combinatoria. Por el contrario, si
aparecen en el proyecto de la Junta de Andalucia para Secundaria, dentro del Bloque 5:

“Tratamiento de la informacion Estadistica y del Azar”, aunque con limitaciones.

En el documento del Ministerio para el Bachillerato las especialidades Ciencias de la
Naturaleza y de la Salud y Tecnologia incluyen un bloque de contenidos denominado
Combinatoria para segundo curso; la especialidad de Humanidades y Ciencias Sociales
contempla el estudio de la Combinatoria dentro del Bloque Aritmética y Algebra, tanto en

el primer curso como en el segundo.
2. Conceptos, procedimientos, estrategias y actitudes.
Conceptos.

1. Producto de n numeros naturales consecutivos. Factorial de un nimero. Operaciones
entre factoriales.

2. Subconjuntos de un conjunto . Subconjuntos ordenados, formacion de todos los
subconjuntos ordenados de un cardinal determinado. Variaciones de m elementos tomados
de n en n. Variaciones con repeticion de m elementos tomados de n en n.

3. Distintas formas de ordenar todos los elementos de un conjunto. Permutaciones de n
elementos. Permutaciones circulares.

4. Formacion de todos los subconjuntos con el mismo cardinal dentro de un conjunto de
referencia. Combinaciones de m elementos tomados de n en n.

5. Numeros combinatorios. Triangulo de Tartaglia. Propiedades. Binomio de Newton.
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6. Numeros figurados. Nimeros poligonales. Relaciones entre nimeros poligonales.

Procedimientos.

a) Utilizacidn de distintos lenguajes:

1. Simbolizar mediante notacion factorial un producto de naturales consecutivos.

2. Representar y simbolizar las variaciones, con o sin repeticion, y las combinaciones de
m elementos tomados de n en n, y las permutaciones de n elementos; expresar cada una de
las notaciones anteriores mediante la féormula operatoria correspondiente, empleando
notacion factorial o potencial.

3. Simbolizar y obtener el valor de los nimeros combinatorios.

4. Desarrollar la potencia de un binomio.

5. Representar, calcular y simbolizar secuencias de numeros poligonales.

b) Algoritmos y destrezas:

1. Realizar calculos con expresiones factoriales.

2. Calcular las variaciones de m elementos tomados de n en n, con o sin repeticion, las
combinaciones de m elementos tomados de n en n y las permutaciones de n elementos.

3. Utilizar las propiedades de los numeros combinatorios para realizar calculos,
simplificar expresiones o probar identidades.

4. Utilizar el desarrollo de la potencia de un binomio para efectuar célculos, simplificar
expresiones o probar identidades.

5. Establecer relaciones entre los términos y obtener términos sucesivos de una secuencia

de numeros poligonales.

Estrategias.

1. Construir un modelo manipulativo que represente un problema sencillo de
combinatoria y obtener una regla para la construccion u obtencion de la totalidad de las
soluciones.

2. Representar graficamente las diferentes soluciones de un problema sencillo de
combinatoria mediante un diagrama o una tabla, que incluyan un principio de

organizacion. Emplear diagramas en arbol para formar todas las soluciones.
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3. Elegir una notacion adecuada para representar los elementos que intervienen en un
problema de combinatoria.

4. Comparar un problema de combinatoria con otro de igual estructura ya conocido,
determinando en primer lugar si intervienen o no en cada solucion todos los elementos
considerados, si el orden entre los elementos es determinante y si hay posibilidad de que
un elemento se repita.

5. Buscar regularidades y patrones en secuencias numéricas; emplear relaciones entre
nimeros combinatorios y simetrias en el tridngulo de Tartaglia para probar nuevas
relaciones.

6. Representar graficamente secuencias y relaciones numéricas; expresar simbodlicamente
representaciones graficas.

7. Suponer conocida la soluciéon de un problema y construir en orden inverso los pasos
que llevan a esa solucion; suponer imposible la soluciéon de un problema y detectar la
contradiccion que se deriva de ese supuesto.

Actitudes.

a) Referentes a la apreciacion de las matematicas:

1. Reconocimiento y valoraciéon de las representaciones graficas y de la notacion
combinatoria para representar y resolver problemas con un conjunto finito de elementos.

2. Sensibilidad, interés y valoracion critica del lenguaje y razonamiento combinatorio en
informaciones sociales y argumentaciones cientificas o técnicas.

3. Apreciar la diversidad de estrategias para la resolucion de problemas combinatorios, de
modo que se puedan abordar situaciones nuevas con autonomia y eficacia.

4. Comprender y valorar, con cierto grado de autonomia, la potencia de la notacion
simbolica que permite expresar el numero de relaciones posibles entre objetos, justificar
relaciones y obtener propiedades.

5. Curiosidad por las regularidades en secuencias numéricas y por el sentido de las
simetrias en expresiones o identidades numéricas. Capacidad para atribuir un sentido

grafico a una expresion numérica, y reciprocamente.

b) Referentes a la organizacién y hébitos de trabajo:

1. Emplear los diagramas en arbol y la elaboracion de tablas para la obtencion sistematica
de todos los casos de un problema de combinatoria.

2. Realizar el recuento directo de casos y utilizar la recurrencia para recuentos en casos
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mas complejos.

3. Mostrar actitudes propias de la actividad matematica como la exhaustividad en el
estudio de casos, la capacidad critica y la necesidad de verificacion de las soluciones.

4. Habituarse al empleo de diagramas o representaciones graficas sencillas para visualizar
relaciones y propiedades numéricas, que doten de sentido a las expresiones simbolicas en

estudio.
3. Fenomenologia de los conocimientos.

Los problemas de enumeracion y recuento de las diferentes posibilidades de
organizar un numero finito de elementos de acuerdo con unas condiciones de contexto son
muy antiguos, y se encuentra informacion sobre los mismos desde el comienzo de la
memoria escrita. El ejemplo paradigmatico son los ejercicios combinatorios que aparecen
en el I Ching (2. 300 a C. aprox.), asi como los cuadrados magicos. Desde entonces las
matematicas se han ocupado de estudiar problemas en los que intervenia un niimero finito

de signos, simbolos u objetos simples, tales como letras, nimeros, colores, sonidos, etc.

Los agrupamientos de un nimero limitado de personas, procedentes o no de una
misma categoria o clase, para realizar una actividad determinada; por extension, los
agrupamientos de seres vivos. Las mezclas de ingredientes, las preparaciones de alimentos
o, en sentido inverso, la reduccion de los objetos de un universo a unos elementos simples,

cuyas combinaciones permiten explicar los diferentes objetos del universo.

También son fenémenos estudiados por la combinatoria los agrupamientos de objetos
y las posibles distribuciones o repartos de los objetos de una coleccion. Las relaciones
geométricas tales como cortes entre rectas; divisiones del plano o del espacio en regiones
mediante rectas o planos; los modos de conectar puntos; etc.

También los grafos o caminos entre objetos y todos los juegos en los que intervienen
un namero finito de elementos y de reglas para su ordenacion entran en las situaciones que
plantean problemas a los que la combinatoria ha tratado de encontrar respuesta.

Hay un tipo de pensamiento, que podemos denominar combinatorio, y que intenta
explicar unos determinados fenomenos en base a una combinacion de elementos simples.
Todas estas situaciones, tanto si han tenido éxito en su justificacion -tabla periodica de los

elementos- como si se han reducido a un puro juego intelectual - como la cébala o
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pensamiento esotérico- constituyen parte importante del amplio campo de fendmenos a los

que la combinatoria proporciona una sistematica.
4. Modelos, representaciones, materiales y recursos.

Las configuraciones combinatorias simples se clasifican siguiendo cuatro modelos
distintos, que Dubois denomina:
1. Colocacién de n objetos en m cajas.
2. Selecciones o muestreo de objetos a partir de un conjunto de referencia.
3. Separaciones en montones de n conjuntos de objetos.

4. Particiones de enteros.

Segun que en la colocacién de los n objetos en m cajas se considere el orden o no
dentro de las cajas y que los objetos y las cajas en las que se colocan sean iguales o
diferentes surgen los distintos casos de problemas combinatorios, y entre ellos nuestra
combinatoria simple. Cada una de estas configuraciones puede matematizarse mediante el
estudio de las aplicaciones de un conjunto N de n elementos ( los objetos) en otro conjunto
M de m elementos (las cajas).

Los modos usuales de representacion de situaciones combinatorias emplean los
diagramas en arbol con distintas estrategias seglin el tipo de problemas estudiados; la
elaboracion de listas completas de casos posibles y la organizacion de los datos dentro de

una tabla, segiin un criterio.

Reflexionar sobre el propio proceso de pensamiento para entender por qué un
determinado método ha funcionado, intentar simplificarlo y encontrar otras situaciones en
las que el mismo método funcione, son formas usuales de representacion. Pero no son los
unicos diagramas adecuados para la representacion de situaciones combinatorias:
simbolizar los objetos por puntos o lineas y las relaciones por caminos entre los puntos o

cortes entre las lineas puede proporcionar una imagen util del problema en estudio.
Materiales adecuados para la iniciacion en la combinatoria lo constituyen cualquier

conjunto finito de objetos simples que admitan una facil manipulacion y representacion

sobre los que proponer actividades de colocacion o separacion de objetos. Fichas o bolas
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coloreadas; dados; cartas o cartulinas con numeros, letras o colores. Cajas o envases con
un nimero de huecos determinado -como ocurre con las hueveras- entre los que hacer
diferentes distribuciones. Papel cuadriculado sobre el que estudiar diferentes caminos o
recorridos con unas condiciones dadas. Cuadros de doble entrada en los que situar los
elementos de un producto cartesiano de dos o mas conjuntos. Todos estos materiales se
pueden encontrar en versiones comerciales pero tambien son faciles de construir. La
calculadora y el ordenador son dos recursos importantes en la iniciacion a la matematica
discreta en el momento actual y que proporcionan mayor potencia de calculo a las
intuiciones y razonamientos de los alumnos. Las estrategias generales para plantear,
resolver y comprobar resultados en resolucion de problemas forman, igualmente, un
sistema sobre el que apoyar el estudio de la combinatoria. El empleo de problemas

isomorfos ofrece un buen campo para el dominio de estos conceptos.

La combinatoria se emplea en otras disciplinas como Fisica, Quimica, Biologia,
Economia y Gestion, Disefio de Experimentos, etc. Las situaciones que se estudian en

estas materias pueden servir para plantear y resolver problemas de interés en este tema.
5. Errores y dificultades.

Los primeros estudios sobre desarrollo del pensamiento combinatorio fueron
realizados por Piaget e Inhelder a mediados de siglo; con posterioridad estos trabajos
fueron revisados por Fischbein, quien sefialé que en una fase intuitiva los problemas de
permutaciones y de variaciones con repeticion son los que presentan mayor dificultad,

seguidos por las variaciones ordinarias y las combinaciones.

Hadar y Hadass establecen una serie de dificultades tipicas que los alumnos
encuentran al resolver problemas combinatorios, que son las siguientes:

1. Identificacion del grupo de sucesos u objetos que se deben enumerar.

2. Elegir una notacion adecuada para representar toda la informacion y condiciones
disponibles.

3. Percibir la totalidad del problema como conjunto de problemas particulares
cuando se trabaja con parametros variables.

4. Construccion de un método sistematico.

5. Fijacion de una o mas variables.
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6. Preparacion y realizacion de un plan para enumerar todos los casos.

7. Generalizacion de los resultados obtenidos con casos particulares.

Otros estudios han establecido como usual la siguiente secuencia para el logro de
procedimientos adecuados en la organizacion del trabajo con actividades combinatorias:

1. Tanteos empiricos, en donde se opera sin orden establecido.

2. Procedimientos algoritmicos simples, en los que se determinan configuraciones
diferentes, usualmente tantas como elementos intervienen.

3. Construccion de una regla algoritmica compleja que permita construir un bloque
de configuraciones distintas y, sobre €I, un segundo bloque, pero sin completar
los casos.

4. Procedimientos de plan Unico, que quedan a mitad de camino por mantener un
elemento fijo y no generalizar la variacion en ese caso.

5. Finalmente, el procedimiento global lleva un escalonamiento ordenado de

procedimientos parciales, al menos dos.
6. Desarrollo historico del topico.

Para este tema presentan interés las siguientes €épocas y autores:

1. Antecedentes en el estudio de la combinatoria. Estudios hindues.
2. Europa medieval: Ramon Llull, Cordovero y Cardan.

3. Los estudios de Pascal, Fermat y Huygens.

4. La obra de J. Bernouilli “Ars conjectandi”.

5. La obra de G. Leibniz “ Dissertatio de arte Combinatoria”.

6. El analisis combinatorio en la actualidad.
7. Bibliografia:

Beiler (1964); Borras, Carrillo y otros (1987); Boyer (1986); Cajori (1952); Case (1988);
Coriat, Sancho, Gonzalvo, Marin (1988); Dolan, Willianson (1983); Dubois (1984); Engel
(1988); Fischbein, Gazit (1984), Guzman (1985); Guzman, Colera, Salvador (1987);
Guzman (1991); Kapadia, Borovcnik (1991); Kenney, Hirsch (1991); Mason, Burton,
Stacey (1988); Mendelshon (1981); Mora (1989); Navarro-Pelayo (1991); Piaget &
Inhelder (1951); Puig Adam (1960); Rey Pastor (1941); Romberg (1991); Schoenfeld
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(1985); Smith (1958); Uspenski (1978); Whimby, Lochhead (1984).

Tema 20
Titulo: Probabilidad.

1. Ubicacion y tratamiento en el Disefio Curricular del Ministerio y
Comunidad Autonoma Andaluza.

Los contenidos relativos a Probabilidad establecidos por el Ministerio para
Educacion Secundaria Obligatoria se presentan en un Bloque diferenciado, el n° 5, que se
denomina “Tratamiento del azar”.

En el proyecto de la Junta de Andalucia encontramos estos contenidos conjuntamente
con los de Estadistica, en el Bloque n° 5: “Tratamiento de la informacion estadistica y del
azar’”.

En el documento del Ministerio relativo a Estructura y Contenido para el Bachillerato
encontramos que se establece un bloque de Estadistica y Probabilidad para el Primer
Curso de la especialidad Ciencias de la Naturaleza y de la Salud, e igualmente en la
especialidad Tecnologia.

En la especialidad Humanidades y Ciencias Sociales encontramos el Bloque

Estadistica y Probabilidad en los contenidos senalados para primer y segundo curso.
2. Conceptos, procedimientos, estrategias y actitudes.
Conceptos.

1. Fen6émenos aleatorios y terminologia para su descripcion. Imprevisibilidad y
regularidades en fendmenos y experimentos aleatorios. Posibilidad de realizacion de un
suceso.

2. Asignacion de probabilidades a sucesos. Frecuencia y probabilidades de un suceso. Ley
de Laplace. Experimentos dependientes e independientes.

3. Asignacion de probabilidades en experimentos compuestos . Probabilidad

condicionada. Teorema de Bayes.
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4. Distribuciones de probabilidad discretas y continuas. Variables aleatorias. Esperanza
matematica.
5. La distribucion normal. Calculo de probabilidades en distribuciones normales.

Distribucion binomial. Calculo de probabilidades en una distribucion binomial.

Procedimientos.

a) Utilizacién de distintos lenguajes:

1. Utilizacion del lenguaje adecuado para describir y cuantificar situaciones relacionadas
con el azar.

2. Confeccion de tablas de frecuencias y graficas para representar el comportamiento de
fenémenos aleatorios.

3. Establecer direncias entre experimentos dependientes o independientes, simples y

compuestos, y expresar adecuadamente las probalidades correspondientes.

b) Algoritmos y destrezas:

4. Obtencion de numeros aleatorios mediante diversas técnicas tales como sorteos, tablas
calculadoras, etc.

5. Utilizacion de distintas técnicas de recuento para la asignacion de probabilidades.

6. Utilizacion de diferentes informaciones (frecuencias, simetrias, creencias,
observaciones previas, etc.) para asignar probabilidades a los sucesos.

7. Célculo de probabilidades en casos sencillos con la ley de Laplace.

8. Utilizacion de diversos procedimientos (recuento, diagramas de arbol, tablas de
contingencia, etc.) para el calculo de la probabilidad de sucesos compuestos.

9. Célculo de probabilidades en distribuciones normales. Célculo de probabilidades en una
distribucioén binomial.

10. Deteccidn de errores habituales en la interpretacion del azar.

Estrategias.

1. Reconocimiento de fenémenos aleatorios en la vida cotidiana y en el conocimiento
cientifico.

2. Formulacion y comprobacion de conjeturas sobre el comportamiento de fendmenos

aleatorios sencillos.
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3. Utilizaciéon de la probabilidad para tomar decisiones fundamentadas, en distintos
contextos.

4. Percepcion de la existencia de un niimero hacia el que tienden las frecuencias cuando
aumenta el nimero de pruebas en un fendmeno aleatorio; anticipar el valor de la
probabilidad de un suceso.

5. Establecer las variaciones en las probabilidades de sucesos cuando se modifican las
condiciones iniciales de un experimento aleatorio. Elaborar criterios que permitan
diferenciar entre sucesos dependientes e independientes.

6. Sistematizar la toma de decisiones en el estudio de los fendmenos aleatorios.

7. Planificar y realizar experiencias sencillas para estudio de los fendmenos aleatorios.

8. Asociar a la probabilidad de un suceso la ganancia o pérdida que supone su realizacién

y calcular su valor.

Actitudes.

a) Referentes a la apreciacion de las matematicas:

1. Reconocimiento y valoracion de las matematicas para interpretar, describir y predecir
situaciones inciertas.

2. Consideracion adecuada de informaciones probabilisticas para la toma de decisiones
sobre fenomenos aleatorios.

3. Sentido critico en la toma de decisiones sobre fendmenos aleatorios y analisis de los
errores mas frecuentes que se producen.

4. Curiosidad e interés por investigar fendmenos relacionados con el azar.

5. Enjuiciamiento y valoracion de informaciones probabilisticas en los medios de

comunicacion, rechazando los abusos e incorrecciones que se producen.

b) Referentes a la organizacion y héabitos de trabajo:

7. Descripcion sistematica de los sucesos elementales que componen un experimento
aleatorio y asignacion de probabilidades mediante criterios explicitos, expresados con
claridad y rigor.

3. Fenomenologia de los conocimientos.

El estudio de los juegos de azar esta en el origen del calculo de probabilidades y del
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estudio de los fendmenos aleatorios. En los Ultimos tres siglos se ha producido un
desarrollo considerable de la Teoria de la Probabilidad, y esto ha sucedido mediante un
esfuerzo simultdneo por establecer unas bases teoricas solidas y por interpretar un campo
cada vez mas amplio de fenémenos. El azar estd presente en nuestro entorno, y esto se
aprecia en primer lugar por el uso de términos y modismos que encontramos en el
lenguaje cotidiano y que expresan el caracter imprevisible con el que se consideran ciertos
fenomenos. Estos fenomenos se pueden agrupar en grandes categorias o campos de
estudio, que son los que tradicionalmente han planteado problemas de manera mas
sistematica tanto para la estadistica como para el calculo de probabilidades. Estos campos
son: juegos de azar, el mundo bioldgico, el contexto de los fendmenos fisicos y la

medicion, el entorno social y el campo de las actuaciones politicas.

Los juegos con monedas, cartas, dados, ruletas, urnas, y todas las variantes de juegos
de apuestas constituyen un campo de fendmenos aleatorios bien definidos, con
condiciones controlables y de complejidad creciente, cuyo interés ha sido determinante

para el desarrollo de las probabilidades.

Hay caracteristicas de los seres vivos que no son previsibles de antemano: sexo, peso
en el nacimiento, etc; otras caracteristicas dependen del momento en que son medidas. La
posibilidad de contagio, edad probable de sufrir una enfermedad, efectos de un
tratamiento, posibilidad de heredar unos determinados rasgos o tendencias. Las
predicciones sobre evolucién o extincion de poblaciones de seres vivos; prevision de
efectos en el uso de fertilizantes; rendimiento y produccién agricola; control de natalidad,
etc. Todos estos fenomenos se estudian mediante modelos probabilisticos que permiten
prever sus posibles evoluciones y los factores sobre los que hay que incidir para conseguir
unos determinados resultados.

En los fendmenos meteorologicos aparecen multitud de variables aleatorias, asi como
en las consecuencias que se derivan de esos fendmenos: caudal de agua en rios y
embalses, dafios producidos, etc. Una fuente importante de variabilidad aleatoria la
encontramos en la medida de magnitudes. Los estudios de fiabilidad y control de calidad

en aparatos e instrumentos entran también dentro del campo de fendmenos para estudiar.

En el contexto social encontramos igualmente una gran cantidad de situaciones

aleatorias: numero de hijos de una familia, edad de los padres, tipo de trabajo, edad de
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nacimiento, etc. También en los seguros de vida, accidente o riesgo estdn presentes
situaciones aleatorias; igualmente en las evoluciones del mercado, bolsa de valores, gastos

imprevistos, etc.

Finalmente, el mundo politico es también una fuente de fendmenos aleatorios: la
prevision de elecciones, encuestas de opinion, estadisticas demograficas, movimientos
migratorios, produccion de bienes, nuevos indices, etc., son sélo algunos de los mas

conocidos.
4. Modelos, representaciones, materiales y recursos:

Los modelos relativos a las nociones de probabilidad han ido evolucionando a lo
largo del tiempo. En primer lugar, encontramos un uso informal de la probabilidad, que se
expresa mediante una terminologia general imprecisa con la que se clasifica y establece un
orden de mas o menos probable entre una serie de sucesos. Un segundo modelo es el que
considera un experimento o fendmeno aleatorio compuesto por un conjunto de sucesos
elementales equiprobables. Esta nocion es 1til ya que permite estudiar extensamente una
gran cantidad de fendémenos mediante la nocion de probabilidad de Laplace. Este modelo
clasico no es adecudo para estudiar la probabilidad cuando el conjunto de alternativas no
son equiprobables; la insuficiencia del modelo clasico ha dado lugar a modelos logicos en
los que se intenta medir la razonabilidad que conviene conceder a una proposicion en
términos de la informacion proporcionada por otra. Otro modelo es el que considera la
probabilidad de un suceso como el limite de los valores de las frecuencias relativas de ese
suceso, cuando el numero de veces que el suceso ocurre tiende hacia infinito. Este modelo

presenta hoy dia la gran ventaja de que puede simularse con un ordenador.

Finalmente, la nociéon formal de probabilidad actual estd basada sobre la nocion de
medida normada sobre conjuntos de sucesos. Estos modelos pueden ser aplicados en

diferentes situaciones y, en cada caso, una de las conceptualizaciones resultara ventajosa.

Los fendmenos equiprobables se pueden representar mediante caminos o circuitos
que se bifurcan en varias ramificaciones sucesivas con distinto nimero de brazos, o
también mediante extraccion de bolas en urnas. Los fenémenos que pueden reiterarse un

gran nimero de veces sin modificar las condiciones sirven para representar modelos
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frecuenciales, mientras que la probabilidad formal se representa adecuadamente con

figuras geométricas, cuyas medidas relativas nos dan valores buscados.

El material probabilistico es muy rico y variado, pero las casas de material educativo
incluyen bésicamente tres tipos de materiales: dados, bolas y ruletas, entendiendo cada
uno de estos términos en sentido amplio. Otros materiales son: chinchetas, tablas de
numeros aleatorios, tablas de recuento o resultados, canales para distribuir bolas (maquina
de Galton), dianas y dardos, anuarios de datos estadisticos, juegos y programas de

ordenador que simulan fendmenos aleatorios considerados anteriormentes.
5. Errores y dificultades.

Distintos autores han detectado la existencia de errores sistematicos y persistentes en
la toma de decisiones que hacen las personas ante situaciones o fendmenos aleatorios.
algunos de esos errores tienen causas de origen psicoldgico, por lo que no es suficiente
una exposicion teorica para que se superen. Entre estas estrategias erroneas, hay dos que

se presentan con mayor frecuencia, que se denominan representatividad y disponibilidad.

Un sujeto emplea la estrategia de representatividad cuando asigna la probabilidad de
un suceso basandose en la semejanza del mismo con la poblacion de la que se extrae. Asi,
p. ejp. al ser la probabilidad de nacimiento de un varén 1/2, hay quienes consideran mas
probable que en una serie de seis nacimientos ocurra VHHVHV, que el que ocurra
VVVHVV.

La estrategia de disponibilidad consiste en hacer predicciones sobre la probabilidad
de un sujeto basandose en la mayor o menor facilidad para recordar o construir ejemplos
de ese suceso. Se han encontrado sesgos debidos: a la imprecision del lenguaje ordinario;
a no considerar la informacién proporcionada por experimentos aleatorios anteriores; y
por dependencia de modelos deterministas y creencias arraigadas en relacion con los

fenémenos en estudio.
Fischbein, siguiendo investigaciones previas de Piaget e Inhelder, ha puesto de

manifiesto que la sintesis entre el azar y lo deducible no se consigue espontaneamente y

de modo completo en la adolescencia, y que la respuesta correcta puede lograrse antes y
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con mayor extension mediante una instruccion adecuada. La intuicién probabilistica no se
desarrolla de modo autéonomo, excepto para casos muy concretos. Para desarrollar la
comprension, interpretacion, evaluacion y prediccion de fendmenos probabilisticos es
necesario entrenar, desde los primeros cursos, la base intuitiva relativa al pensamiento
probabilistico, con el fin de lograr un balance constructivo entre lo posible y lo

determinado.
6. Desarrollo historico del topico.

Momentos y autores importantes para este tema son:

. Precursores del calculo de probabilidades: Cardano.

. Pascal, Fermat y Huygens.

. Trabajos de Leibniz y Bernouilli.

. Los avances en el siglo XVIII: Buffon, De Moivre y Bayes.
. La obra de Laplace.

. El desarrollo del siglo XIX.

. El estudio axiomatico y el estado actual.
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Tema 21

Titulo: Patrones numéricos. Sucesiones. Convergencia.

1. Ubicacion y tratamiento en el Disefio Curricular del Ministerio y
Comunidad Autonoma Andaluza.
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Los contenidos de este tema no aparecen dentro de los sefialados para la Educacion
Secundaria Obligatoria ni en el Decreto de minimos, ni tampoco en la propuesta de la Junta de
Andalucia. En el documento Estructura y Contenidos para el Bachillerato tenemos: en la
Especialidad de Ciencias de la Naturaleza y de la Salud para primer curso se sefiala el estudio de
progresiones y logaritmos; para segundo curso se sefiala el aprendizaje de métodos para el
calculo de limites y su justificacion teodrica. En la Especialidad de Humanidades y Ciencias
Sociales segundo curso se propone el estudio de las sucesiones y las progresiones, su aplicacion

al calculo de anualidades, asi como los logaritmos, sus propiedades y aplicaciones.
2. Conceptos, procedimientos, estrategias y actitudes.
Conceptos.

1. Induccién matematica.

2. Concepto de sucesion. Ejemplos de sucesiones. Monotonia. Acotacion. Limite de una
sucesion.

3. Progresiones aritméticas; expresion del término general. Suma de los n primeros términos.
Interpolacion y extrapolacion.

4. Progresiones geométricas; expresion del término general. Suma de los n primeros términos de
una progresion geométrica.

5. Representacion decimal de los nimeros racionales.

6. Sucesiones aritméticas de segundo orden. Sucesiones recurrentes.

7. Sucesiones monoétonas y acotadas sin limite racional.

Procedimientos.

a) Utilizacidn de distintos lenguajes:

1. Determinar el término general de una sucesion para leyes lineales, afines, exponenciales o
recurrentes de coeficientes o bases sencillas.

2. Reconocer la monotonia y acotacion de una sucesion.
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3. Distinguir entre progresiones geométricas y aritméticas; reconocer el orden de los términos en
una sucesion.
4. Realizar el cambio de variable de n a n + 1 en una expresion algebraica A (n).
5. Distinguir las diferentes partes en la notacion decimal de un numero racional; expresar un
racional en notacion decimal y reciprocamente.
6. Representar geométricamente la suma de las potencias inversas de los nimeros naturales:
o0

> 1 para 2<k<10

n=1 n

7. Expresar las condiciones para que un nimero sea limite de una sucesion.
8. Diferenciar entre media aritmética, media geométrica y media armonica de dos nimeros

racionales.

b) Algoritmos y destrezas:

1. Probar por induccion una relacion numeérica entre naturales.

2. Comprobar la monotonia de una sucesion, demostrar su acotacion y calcular su limite, cuando
ello sea posible.

3. Calcular el término general y la suma de los n primeros términos de una progresion
aritmética. Interpolar los términos que se indiquen.

4. Calcular el término general y la suma de los n primeros términos de una progresion
geométrica.

5. Obtener la fraccion generatriz de un decimal periddico.

6. Calcular el término general de una sucesion de nimeros poligonales.

7. Argumentar por qué el limite de 1/n es 0.

8. Argumentar por qué determinadas sucesiones mondtonas y acotadas carecen de limite

racional.

Estrategias.
1. Utilizar el principio de induccion para descubrir falacias numéricas.

2. Obtener el limite de una sucesion utilizando distintos procedimientos o la combinacion de

ellos.
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3. Emplear las relaciones entre los términos de una progresion aritmética o geométrica para
obtener nuevas relaciones o resolver problemas practicos.

4. Representar mediante simbolos graficos o geométricos los primeros términos de una
sucesion.

5. Conjeturar y refutar propiedades del término general de una sucesion o de su limite,
considerando los primeros términos de la misma.

6. Representar un numero racional mediante el mayor nlimero posible de notaciones y graficos.

Actitudes.

a) Referentes a la apreciacion de las matematicas:

1. Valorar la potencia y validez de la induccion matematica.

2. Valorar la notacion algebraica de una sucesion para representar una aplicacion y un conjunto
numerable de valores.

3. Emplear las relaciones en las sucesiones aritméticas y geométricas para resolver problemas de
caracter practico.

4. Tener sensibilidad para las diferentes formas de notar y representar un mismo niimero
racional.

5. Reconocer la relacion entre determinadas notaciones y patrones que expresan relaciones
gréaficas o modos de crecimiento.

b) Referentes a la organizacion y hébitos de trabajo:

6. Cuidado y precision en el uso de los diferentes conceptos relativos a sucesiones.
7. Empleo ordenado de las relaciones entre los términos de progresiones aritméticas o
geométricas para obtener nuevas relaciones.

8. Curiosidad e interés por expresar numerica, grafica y simbolicamente una misma secuencia
de niimeros.

3. Fenomenologia de los conocimientos.

Las sucesiones constituyen conjuntos numéricos infinitos numerables, obtenidos mediante
alguna ley o regularidad; representan la abstraccion de conjuntos finitos, junto con una regla que

permite continuar obteniendo términos indefinidamente en funcion de la posicién que ocupan. El
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estudio de las sucesiones esta dirigido prioritariamente a los aspectos numéricos, algebraicos y
analiticos correspondientes, pero no cabe duda de que hay fendmenos en la vida real en los que
una serie de nimeros estan relacionados entre si mediante una regla que puede combinarse con
sentido; los numeros se obtienen mediante medicion de una determinada magnitud en una
coleccion de objetos. Hay fendmenos en los que las medidas obtenidas sobre la coleccion de
objetos tienen un crecimiento o aumento constante (cualquier fendmeno de flujo o incremento
temporal fijo); en otros fenémenos las medidas obtenidas aumentan mediante producto por un
factor constante: cada objeto o unidad inicial da lugar a su vez a n objetos o n unidades en el
objeto siguiente (fendmenos de crecimiento o division) el problema de los granos de trigo y el
tablero de ajedrez es un ejemplo popular de estos fendmenos.

No son las unicas posibilidades. También hay fenémenos en los que el crecimiento es
aditivo pero en cada paso el incremento aumenta en una unidad. Otros fendmenos que se ajustan
a leyes recurrentes son los que se describen con la sucesion de Fibonacci (descendencia de una

pareja de conejos, filotaxia, etc.).

Las sucesiones crecientes con valores enteros, cuyo estudio interesa realizar en estos

cursos responden a varias clases de fenomenos de crecimiento:

* Crecimiento de diferencia o incremento constante;
* Crecimiento de razdn o tasa constante;
* Crecimiento de incremento variable, pero en el que el incremento experimenta un aumento constante;

* Crecimientos recurrentes, en los que cada valor se obtiene por acumulacion de valores anteriores.

Las sucesiones de numeros racionales y los problemas de convergencia asociados
responden al estudio de otro tipo de fendmenos. Se trata en este caso de fendmenos de
crecimiento controlado o de realizacion de medidas mediante procedimientos recurrentes cuando
no es posible una medida directa de la cantidad en cuestion, como es el caso de la diagonal de un
cuadrado al medirla con el lado o la longitud de la circunferencia al medirla con el didmetro.
Todas las situaciones de rectificacion de curvas, medida de superficies curvilineas, etc., tienen
una aproximacion matematica con estos conceptos.

4. Modelos, representaciones, materiales y recursos.

Los cuatro tipos de crecimientos antes indicados responden a las sucesiones aritméticas,

geométricas, cuadraticas y recurrentes. La tabla de sumar de un niimero es un primer ejemplo de
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sucesion aritmética, que comienza en 0 y tiene por diferencia el nlimero correspondiente. Esta
sucesion se puede representar mediante un modelo lineal sobre la recta numérica; mediante un
modelo de longitudes, con regletas, formando escaleras, etc. Igualmente puede hacerse con
cualquier sucesion aritmética. Los niimeros triangulares y cuadrados son los ejemplos mas
conocidos de sucesiones con una ley cuadratica, que tienen incremento variable pero en las que
el incremento va aumentado de manera constante. Estas sucesiones emplean modelos cardinales
que visualizan bien las caracteristicas geométricas de sus términos, y también modelos
combinatorios, en algunos casos. Las potencias de un nimero comenzando por 1 son ejemplo de
sucesiones geométricas, con razon el numero correspondiente. Este tipo de sucesion se puede
representar linealmente, sobre la recta numérica o mediante diagramas de arbol. Su rapido
crecimiento hace dificil que se puedan representar mas que unos pocos términos en cada caso.
La sucesion de Fibonacci: 1, 2, 3, 5, 8, ..., es el ejemplo mas conocido de sucesiones recurrentes,
y su representacion se realiza también mediante diagramas en arbol. Otra forma de
rerpresentacion se realiza mediante rectangulos cuyos lados van siendo términos consecutivos de

esta sucesion:

Los términos de una sucesion también se pueden representar como longitudes que van
constituyendo los diversos tramos de una espiral poligonal con dngulo constante, por lo general
de 90°. Otros modelos para los términos de diferentes tipos de sucesiones pueden verse en
Sloane. Los diversos tipos de regletas, cuadrados, triangulos equilateros, papeles pautados y
otros, son materiales usuales para obtener los primeros términos de una sucesion y determinar la

relacion que liga a dos términos consecutivos y, de ahi, pasar a la ley general.

Material especial lo constituyen los materiales para las potencias de 10 basados en la
estructura del sistema métrico: el cubito pequefio para lcm3 la barra con 10cm?3, la placa con
100 cm3 y el cubo mayor de 1000 cm?3; a su vez, a partir de este cubo, se puede formar una barra
con 104 cm3 , una placa con 103 cm3 y un nuevo cubo de 10° cm? (el metro cubico). No es usual

disponer de un sistema en el que aparezcan siete potencias consecutivas de un mismo nimero.
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Con los materiales multibases de Dienes se pueden hacer construcciones similares para potencias

sucesivas de otros nimeros.

Los aparatos de medida con precision creciente y la calculadora son los materiales y
recursos usuales en el trabajo con los términos de una sucesion convergente. No obstante, hay

siempre unas limitaciones fisicas dificiles de salvar.
S. Errores y dificultades.

F. Boschet analiz6 algunas de las dificultades asociadas al concepto de sucesion y
encontr6 que muchas de ellas son debidas al tratamiento y desarrollo que se hace de los
contenidos: las sucesiones no se trabajan como las funciones -aunque son casos particulares-; los
gjercicios sobre sucesiones son menos variados de lo conveniente; algunos casos, como las
sucesiones recurrentes, se presentan de manera artificial. También encontrd dificultades de
vocabulario en la nocién de convergencia. Observd una tendencia a la desaparicion de
representaciones, dibujos y modelos para el estudio de sucesiones, con un énfasis creciente en el
lenguaje formal. Consider6 estos planteamientos como causas objetivas de dificultades para la

construccion de estos conocimientos.

Bunch estudia los tipos de razonamiento erréneo que aparecen al iniciar el trabajo con el
infinito. En primer lugar denuncia las imprecisiones que se derivan de la expresion “y asi
sucesivamente” 'y los distintos significados que se le pueden atribuir. Los nifios tienen
dificultades en trabajar con sucesiones teniendo en cuenta que se pueden enumerar sus términos,
que se pueden contar y que se puede alcanzar cualquier término propuesto. Para ello es necesario
encontrar una expresion que permita actuar adecuadamente - ley de la funcion- sobre el supuesto
de que el conjunto inicial es el conjunto de todos los naturales. El razonamiento por induccion
pone de manifiesto las dificultades en la generalizacion de propiedades: no es suficiente con que

una propiedad se haya verificado muchas veces para que sea cierta en general.

Los estudios sobre razonamiento inductivo realizados por Pellegrino y Sternberg dentro
del paradigma del procesamiento de la informacion intentan establecer los componentes que
expliquen el modo de resolucidon en problemas inductivos, y por ende las causas de errores y
dificultades. Aunque los trabajos realizados se han hecho con sucesiones numéricas de términos

pequefios y leyes sencillas han logrado determinar una serie de componentes basicos en
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sucesiones: deteccion de relaciones, descubrimiento de periodicidad y extrapolacion de la
secuencia, cuya combinacion y complejidad permiten explicar los errores de ejecucion y su

rapidez.

En un trabajo reciente, Sierpinska ha presentado 25 nociones o “hechos de comprension”
diferentes en las nociones de sucesion y convergencia, cuya carencia o falta de domino provoca
errores 0 incomprensiones en estos conceptos. Sierspinska ofrece un plan de trabajo, alin sin
desarrollar, para la deteccion identificacion, reorientacion y correccion de dificultades y errores

en este campo.
6. Desarrollo historico del topico.

En el desarrollo histdrico de este tema interesa considerar los siguientes periodos y autores:
. Secuencias numéricas en la matematica egipcia, babilonica y griega.

. La Europa medieval. Fibonacci.

. Reglas para sumar términos de una progresion. Chuquet, Stifel, Tartaglia.

. la notacion decimal. Stevin.

. Los trabajos de Newton y Leibniz sobre convergencia.

. El periodo de Euler.
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. La teoria de la convergencia.Cauchy.
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Tema 22

Titulo: El sistema de los nimeros reales.

1. Ubicacion y tratamiento en el Disefio Curricular del Ministerio y
Comunidad Autonoma Andaluza.
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Los contenidos relativos a este tema no aparecen contemplados entre los establecidos para
Educacion Secundaria Obligatoria, ni en el Decreto del Ministerio ni en el borrador de la Junta
de Andalucia.

En el documento sobre Estructura y Contenidos para el Bachillerato editado por el
Ministerio, entre los nucleos tematicos sefialados para la especialidad de Ciencias de la
Naturaleza y de la Salud, encontramos citada explicitamente “la nociéon de niimero real”; no

aparece ninguna referencia en el resto de las especialidades.
2. Conceptos, procedimientos, estrategias y actitudes.
Conceptos.

1. Ntimeros irracionales. La diagonal del cuadrado; los desarrollos decimales no perddicos.

2. Nuevos numeros irracionales: radicales; el nimero 7 ; el nimero e ; la razon aurea.

3. Notacion y representacion de nimeros reales. La recta real.

4. Parte entera y parte decimal de un niimero real. Intervalos en la recta real.

5. Ordenacion de niumeros reales. Teorema del supremo. Densidad de los numeros racionales.

6. Construcciones con numeros reales: suma, resta, producto, division, potenciacion y
radicacion.

7. Caracterizacion axiomatica de [] [JR.

8. Orden de aproximacion de una representacion decimal. Tipos de aproximacion. Error de una
aproximacion.

9. Intervalos de numeros reales. Diversas representaciones.

Procedimientos.

a) Utilizacién de distintos lenguajes:

1. Expresar el significado de los distintos simbolos, abreviaturas y aproximaciones para los

nameros irracionales mas conocidos.
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2. Utilizar el teorema de Pitadgoras para construir un radical de distintas formas.

3. Diferenciar entre nlimeros racionales e irracionales por su notacion decimal.

4. Redondeo y truncamiento de una expresion decimal con un orden convenido.

5. Conocer el orden en []J[JR y emplear las relaciones: siguiente a; mas préximo que; mayor
que; comprendido entre; mayor nimero que; tantos elementos como, etc.; con ejemplos

concretos de nimeros o conjuntos de nimeros reales.

b) Algoritmos y destrezas:

6. Utilizar métodos iterativos para construir aproximaciones de numeros radicales, de w, e, o.
7. Utilizar la formula para el interés compuesto.

8. Construir irracionales cuadraticos con regla y compas.

9. Truncar y redondear nimeros reales con el orden que se indique; establecer el error cometido
en una aproximacion.

10. Acotar el error al realizar operaciones aritméticas con aproximacion de nimeros reales.

Estrategias.

1. Expresar con claridad diferentes argumentos relativos a la existencia o necesidad de los
nameros irracionales.

2. Representar un niimero irracional mediante el mayor numero posible de notaciones, graficos y
procedimientos.

3. Interpretar la inconmensurabilidad de los numeros irracionales por comparacion con el
algoritmo de Euclides.

4. Explicar la dificultad que presenta el caracter no peridodico de la notacion decimal de un
irracional.

5. Obtener una aproximacion decimal de un irracional con el error que se indique.

6. Justificar la biyeccion entre el conjunto de los reales y la recta.

Actitudes.

a) Referentes a la apreciacion de las matematicas:

1. Valorar las limitaciones de la notacion decimal y de la representacion geométrica para

expresar niimeros reales.
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2. Conocer y apreciar el céalculo con aproximaciones de numeros reales y las posibilidades de
estimar el error de los resultados.

3. Interpretar informaciones acerca de expresiones numéricas que sirven para describir
fendmenos cientificos y tecnologicos.

4. Comprender y valorar, con cierto grado de autonomia, planteamientos y desarrollos tedricos
que justifican propiedades y conceptos matematicos.

5. Apreciar la belleza de construcciones geométricas en las que intervienen irracionales.

b) Referentes a la organizacidn y héabitos de trabajo:

6. Diferenciar entre los distintos tipos de informaciéon que podemos proporcionar sobre un
niumero real determinado y las limitaciones operatorias que tiene cada una de esas
representaciones.

7. Evitar generalizaciones y razonamientos inadecuados en los procesos infinitos.
3. Fenomenologia de los conocimientos.

Para cada una de las nociones numéricas anteriores: natural, entero, racional hay una serie
de fendmenos que permiten establecer las intuiciones basicas de los conceptos y procedimientos
correspondientes. Posteriormente, la notacion aritmética y la representacion linea completan una
primera informacién para cada concepto, sobre cuya base se construyen los desarrollos

posteriores.

La aritmética tradicional comienza con el estudio de colecciones discretas. Sin embargo,
el modelo de la geometria estd basado sobre la nocion de continuidad; las padojas de Zenon

pusieron de manifiesto las contradicciones de la hipotesis atomica para la geometria.

Los avances de la aritmética clasica permitieron elaborar la nociéon de medida e introducir
asi la aritmética en la geometria, pero las consecuencias fueron el descubrimiento de la
inconmensurabilidad de determinadas longitudes (p. ejp. la diagonal y el lado de un mismo
cuadrado), la necesidad de abandonar el tratamiento aritmético y emplear métodos mads

elaborados y la primacia de la geometria sobre la aritmética.

Durante muchos siglos no hay numeros reales en sentido moderno sino razones entre

cantidades, de longitud, superficie o volumen. La medida de magnitudes continuas, incluyendo
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mas adelante al tiempo, es la clase de fenomenos que sirven de base para estos conocimientos.

En la mayor parte de los casos no se producen problemas importantes, ya que se trabaja
con valores enteros o con aproximaciones exactas. Pero cuando es necesario profundizar,
aparecen las nociones de proceso infinito y paso al limite que le quitan caracter intuitivo al

fendmeno considerado.

Por otra parte, las limitaciones de la notacion numérica y los problemas de
constructibilidad geométrica en la mayoria de los casos, hacen que no sea fécil sugerir los

componentes genuinos del concepto de nlimero real en base solamente a estos fendémenos.

La razon entre los lados de un rectangulo y la posibilidad o imposibilidad de una medida
comun, sigue siendo el problema matematico mas sencillo sobre el que surge la necesidad del
numero real. El problema de la cuadratura del circulo es mas sofisticado que el anterior, si bien

tiene igualmente un valor intuitivo importante.

Pocos intentos se han hecho en el medio educativo por construir razones entre cantidades
distintas de la longitud y crear la necesidad de un proceso infinito que lleve al paso al limite.
Recientemente, Coriat, Martinez y Baena han disefiado una secuencia didactica sobre la base de
construir tonalidades de verde mediante la razén de una mezcla de azul y amarillo, cuya

virtualidad educativa esta aun por contrastar.

4. Modelos, representaciones, materiales y recursos.

La recta real es el modelo fundamental para los nimeros reales con carécter general, ahora
bien, la geometria aporta construcciones con regla y compas que permiten obtener por diversos
meétodos los irracionales cuadraticos. En un nivel mas técnico, existen también construcciones
geométricas aproximadas de otros irracionales con un orden de aproximacion muy elevado; este
es el caso de muchas construcciones clasicas del nimero m, o las construcciones del heptdgono y

del eneagono inscrito en una circunferencia.
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Las fracciones continuas ofrecen un modo de representacion para los nimeros reales que
proporciona una notacion finita para cualquier racional y dotan de periodicidad a los irracionales
cuadraticos. Este tipo de notaciones carecen de utilidad inmediata ya que las operaciones usuales

no tienen un algoritmo propio basado en esta notacion.

Cada una de las operaciones aritméticas usuales entre numeros reales tienen su
construccion geométrica correspondiente, que permite representar el resultado de operar con dos

numeros reales cualesquiera. También hay representaciones dindmicas para las operaciones.

Entre los materiales mas conocidos tenemos diversos tipos de puzzles y de papeles

punteados en los que se pueden medir y construir distintos numeros irracionales:

Estas representaciones permiten plantear problemas de perimetros y superficies en las que

se opera con numeros irracionales.

La calculadora es un recurso esencial en el trabajo con nimeros aproximados sobre el que
también se generan problemas interesantes.
5. Errores y dificultades.

El planteamiento convencional de los niimeros reales en el antiguo bachiller se centraba
en la estructura algebraica del conjunto [J[JR junto con el proceso de paso al limite para una

sucesion. De este modo, la idea de numero real se traducia en el dominio de una estructura de
operaciones y, casi independientemente, se trataban los problemas de la convergencia de

sucesiones.

Dentro de este esquema, los errores y dificultades detectados son los que aparecen en el
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dominio de una estructura y los ya sefialados en el tema anterior para el concepto de
convergencia. Aunque estas dos ideas son esenciales en la construccion del concepto de numero
real, entendemos que camuflan las dificultades basicas de este concepto. Los nimeros reales se
representan en la recta y se simbolizan mediante una notacion decimal ilimitada; las relaciones
entre estos dos codigos y las dificultades de traduccion de uno de ellos al otro segun los casos,
estan en la base de una primera identificacion del concepto de numero real. Cada uno de estos

sistemas tiene también sus propias reglas de manejo concreto:

(Cual es el nimero real mas cercano a otro?, ;coémo se representa?, ;cémo se simboliza?,
(como podemos contar los nlimeros reales que hay comprendidos entre otros dos?. Muchas de
estas cuestiones estan alin por analizar sobre la base de las creencias e intuiciones, algunas de

ellas concretas, que desarrollan los jovenes.
6. Desarrollo historico del topico.

Algunos autores y topicos importantes en este tema son:
1. Las paradojas de Zenon. El descubrimiento de la irracionalidad.
2. Los nimeros sordos. Eudoxo.
3. Los estudios sobre inconmensurabilidad en las matemadticas griegas. Duplicacioén del cubo y
cuadratura del circulo.
4. Aritmetizacion de la geometria. Descartes.
5. Los comienzos del Analisis. Newton y Leibniz.
6. La fundamentacion del analisis. Euler.
7. Aritmetizacion del Analisis. Concepto de numero real: Weierstrass, Dedekind y Cantor.

7. Bibliografia:

Aparicio, Paya (1985); Apostol (1960); Bishop, Bridges (1980); Bochner (1991); Boyer (1986);
Cuesta (1981); Dixon (1987); Euler (1988); Feferman (1989); Félix (1970b); Fernandez Vifia
(1976); Gardiner (1986); Gibilisco (1991); Gonzalez (1990); Guzman, Colera, Salvador (1987);
Guzman, Rubio (1990); Haggarty (1989); Hardy (1987); Lang (1969); Lang (1973); Mateo
Charris (1985); Niven (1961); Pichon (1986); Pérez de Laborda (1983); Rey Pastor (1941);
Rudin (1967); Segovia, Castro, Castro y Rico (1989); Sondheimer, Rogerson (1981); Stein
(1990); Stillwell (1989); Tsipkin (1985); Yakovliev (1984); Zippin (1962).
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Tema 23

Titulo: Funciones. Limites. Continuidad.

1. Ubicacion y tratamiento en el Disefio Curricular del Ministerio y
Comunidad Autonoma Andaluza.

Estos contenidos no aparecen entre los sefialados para Educacion Secundaria Obligatoria;
en el Tema 13 se presento el estudio de Funciones correspondiente a los cursos de Secundaria.
En el documento Contenidos y Estructura para el Bachillerato encontramos una mencion
explicita al estudio de las funciones y sus diversas familias, ramas infinitas, calculo de limites y
continuidad. Estas referencias aparecen en las especialidades: Ciencias de la Naturaleza y de la
Salud, Humanidades y Ciencias Sociales, y Tecnologia, tanto en primer curso como en segundo

curso.
2. Conceptos, procedimientos, estrategias y actitudes.
Conceptos.

1. Funcién. Variable, Grafica de una funcion. Interpretacion de la grafica de una funcion.
Expresion algebraica. Dominio de una funcion.

2. Funcidn lineal; crecimiento constante. Pendiente de una recta. Formas en la ecuacion de la
recta. Funciones definidas mediante segmentos.

3. Funciones de segundo grado. Representacion.

4. Funciones periodicas. Funcion de proporcionalidad inversa. Funcion exponencial.

5. Limite de una funcién. Limite en el infinito. Limite en un punto. Calculo de limites.

6. Continuidad. Discontinuidades de una funcion.

7. Interpolacion. Interpolacion lineal y cuadratica.
Procedimientos.

a) Utilizacién de distintos lenguajes:

1. Describir las variables que se relacionan y las unidades utilizadas en la representacion grafica
de una funcién. Interpretar los datos mas destacados de una funcidén por su representacion
grafica.

2. Elegir las variables y seleccionar las unidades adecuadas para representar graficamente un
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fenémeno o una situacion.

3. Establecer el dominio de una funcién a partir de su representacion grafica o de la expresion
algebraica de su ley.

4. Obtener una representacion grafica aproximada conocida la ley de una funcion.

5. Interpretar el comportamiento de un fendmeno cuya representacion grafica es una recta o esta
formada por tramos rectos.

6. Describir el comportamiento de una funcién para valores muy grandes de la variable.
Interpretar el limite de una funciéon en + oo .

7. Reconocer representar e interpretar el periodo en un fendmeno periddico.

8. Distinguir distintos tipos de funciones sencillas por su ley y por su representacion grafica.
Identificar leyes y representaciones graficas.

9. Interpretar los intervalos de continuidad y los puntos de discontinuidad de un fendémeno
representado graficamente.

10. Enumerar algunas de las posibles funciones con las que se puede interpolar un nimero finito

de datos relacionados.

b) Algoritmos y destrezas.

11. Construir la grafica de una funcién a partir de: a) unas condiciones generales; b) una tabla de
valores; ¢) una ley algebraica.

12. Calcular la pendiente de una recta. Obtener la ecuacion de recta en la forma punto-pendiente
o en la forma ordenada en el origen-pendiente.

13. Representar graficamente una funcion lineal, afin o de segundo grado. Representar
graficamente una funcion periodica, de proporcionalidad inversa o exponencial.

14. Calcular el limite de una funcién en un punto; calcular el limite de una funciéon en + o .
Resolver indeterminaciones sencillas.

15. Interpolar lineal o cuadraticamente una serie de puntos.

Estrategias.

1. Seleccionar las variables relevantes que surgen a lo largo de un fendmeno o situacion.
Representar las relaciones entre las variables de dos en dos. Destacar la funcion que mejor
representa el fenomeno estudiado.

2. Utilizar los distintos sistemas simbolicos: relacién entre variables, tabla de wvalores,

representacion grafica y ley algebraica para estudiar un determinado fenémeno.
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3. Analizar el desarrollo de un fendmeno en términos de las caracteristicas generales conocidas
que satisface la funcion a cuya ley se ajusta el fenémeno.
4. Emplear la interpolacion como instrumento para generalizar los datos de una tabla de valores

y describir el comportamiento general de una funcidén obtenida experimentalmente.

Actitudes.

a) En relacion con la apreciacién de las matematicas:

1. Valorar la potencia del lenguaje grafico para descubrir la evoluciéon de un fendémeno o una
relacion general de variables. Valorar la potencia de la notacion algebraica para simbolizar
determinados graficos estandar.

2. Apreciar las diferentes fases o etapas de un fendmeno segiun quedan expresadas en su
representacion grafica, la tendencia que siguen cuando la variable independiente toma valores
muy grandes y el sentido que tienen las discontinuidades.

3. Sensibilidad e interés ante las relaciones entre variables expresadas graficamente.

4. Curiosidad ante las diferentes posibilidades de representar graficamente un fenémeno.

b) Referentes a la organizacion y héabitos de trabajo:

5. Eleccion cuidadosa de las variables, de las unidades y de los datos maés significativos para
representar graficamente un fendmeno.
6. Justificacion razonada de las propiedades de cada una de las funciones elementales estudiadas

y de su representacion grafica.
3. Fenomenologia de los conocimientos.

El concepto de funcion es un buen instrumento matematico para expresar el cambio que se
produce en determinadas magnitudes cuando transcurre el tiempo, o bien cuando varia otra
magnitud. Muchos de estos fendmenos ya se citaron explicitamente en las referencias que se
hicieron al concepto de funcién en el Tema 13 de este programa. Aun asi, los fenomenos que se
estudian mediante el concepto de funcion no quedan agotados, y es mucho mas amplia la lista de
los que quedan sin nombrar que de aquellos que se citan expresamente. La mayor complejidad
conceptual y técnica de los contenidos de este tema permiten trabajar sobre un tipo de funciones
mas amplio y cuyas leyes tienen mayor precision. Proponemos a continuacion algunos ejemplos

de fenémenos que pueden estudiarse con los contenidos de este tema.
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Cambio de temperatura a lo largo del dia en funcién del tiempo (horas): C(t)= at 2+bt + c.
Crecimiento de poblacion de una cierta comunidad en funcién del tiempo (afios): P(t)= a- b/t+1.
Psicologia Experimental. Estudio del tiempo requerido por una rata para atravesar un laberinto en la
n-esima prueba:  f(x) = a + b/n.

Tiempo de distribucion de un producto: guias telefonicas al x por ciento de familias de una comunidad:
f(x) = ax/b-x ; con igual ley tenemos funciones que estudian el coste para inmunizar al x por ciento

de una poblacién contra una epidemia.

Periodo de un péndulo simple en funcién de su longitud: T =2 Vx.

Velocidad de un mévil en movimientos uniformes, uniformemente acelerado o retardado; polucion del aire,
coste industrial de fabricacion de x unidades; demanda de consumo; ventas al por menor; coste medio de
fabricacion; cuotas; recibos de la luz, agua o teléfono en funcion del gasto; depreciaciones lineales; proble-
mas de conversion de unidades; relaciones de proporcionalidad directa y de proporcionalidad inversa;
intensidad de sonido en funcién de la distancia, y muchos otros son los fendémenos que pueden y deben

utilizarse para el trabajo con este tema.

4. Modelos, representaciones, materiales y recursos.

En el contexto particular de este tema la funcion es el modelo que permite estudiar con
unas técnicas geométricas, algebraicas y analiticas relativamente sencillas y similares una
multitud de fendémenos diferentes que proceden, como hemos visto, de la mecénica, la
termologia, la hidrodinamica, la economia, el estudio de poblaciones, los fenomenos de difusion,
la psicologia experimental, etc. En este sentido, cada tipo de funcion constituye un modelo
diferenciado util para el estudio de determinados fendmenos. Este concepto de funciéon emplea
los cuatro sistemas simbolicos de representacion ya citados: descripcion verbal, representacion
grafica, tabla de valores y ley algebraica. Si en los niveles de Secundaria Obligatoria el mayor
énfasis para el estudio de las funciones estaba en la representacion grafica, y sobre ese ntcleo se
conectaba con el resto de las representaciones, en este nivel la simbolizacion algebraica para las
funciones mas sencillas:

y=ax;y=ax+b;y=ax+bx+c;y=a ;y=ax; f(x) =f(xth)
; ¥ su representacion analitica, se convierten en el nucleo central del trabajo. Bien entendido que,
cada uno de estos modelos debe trabajarse sobre la base de los datos que se obtienen trabajando
en un laboratorio, mediante informes de investigacion de diferentes ciencias sociales o con

funciones obtenidas experimentalemente. Ademés de la ya tantas veces citada calculadora
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programable es conveniente mencionar aqui el software informatico elaborado por el Shell
Centre de la Universidad de Nottinghan (U.K.) en el que se proponen una serie de problemas
sobre la base del estudio y representacion grafica de funciones que, en cada caso, responden a un
determinado fenémeno. También son importantes las actividades propuestas por programas

informéaticos como “De rive” y “Calculus”.
5. Errores y dificultades.

Ruiz Higueras ha estudiado las concepciones de alumnos de 16-18 afios sobre el concepto

de funcion y ha encontrado los siguientes resultados:

1. Los alumnos emplean representaciones numéricas, algebraicas y graficas en sus
definiciones de funcion, con una proporcion baja de elementos graficos.

2. Los alumnos muestran una concepcion operacional de la funcion; funcidon parece
significar un procedimiento de célculo, casi sindnimo de algoritmo.

3. Lanocion de “dependencia entre variables” es poco utilizada.

4. El esquema de la funcion lineal se impone en las justificaciones sobre existencia o
inexistencia de funciones en fendémenos familiares.

5. La expresion algebraica, que utilizan para definir lo que es una funcidn, no se emplea para
la justificacion de si una relacion determinada es o no funcion.

6. No utilizan las definiciones de los libros para argumentar en sus consideraciones sobre
funciones.

7.Tienen dificultades en interpretar correctamente relaciones funcionales presentadas
mediante graficos.

8. Es usual confundir la grafica de un movimiento con la trayectoria del movil.

Muchos de estos errores han sido detectados con anterioridad por Janvier, Tall, Vinner y
otros. Todos ellos nos ponen de manifiesto una integracion inexistente entre los cuatro sistemas
simbdlicos para la representacion de las funciones debido, entre otras causas, a la impaciencia
de los profesores por establecer las férmulas y simbolos del dlgebra como tnico sistema. El
estudio didactico de este topico es un campo abierto de investigacion, necesitado aun de

profundizacion y sistematizacion.
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6. Desarrollo historico del topico.

Etapas y autores de interés para la organizacion de este tema son:
1. Nicolés de Oresme y el comienzo de la representacion grafica.
2. La Geometria analitica. Descartes y Fermat.

3. Newton y Leibniz. La critica de Berkeley.

4. La fundamentacion del Analisis. Euler.

5. El Andlisis de Cauchy.

6. Weierstrass. E1 Analisis moderno.
7. Bibliografia:

Aparicio, Paya (1985); Apostol (1960); Azcarate, Deulofeu (1990); Berkeley (1982); Boyer
(1986); Courant, John (1989); Dreyfus, Eisemberg (1982); Euler (1988c); Fernandez Vina
(1976); Grattan-Guinnes (1984); Freudenthal (1983); Gardiner (1982); Guzman, Colera,
Salvador (1988); Guzman, Colera, Salvador (1989); Guzman, Colera (1991); Guzman, Rubio
(1992); Haggarty (1989); Hoffmann (1983); Janvier (1981); Janvier (1987); Marnyanskii
(1979); Rudin (1967); Ruiz Higueras (1991); Ruiz Higueras, Rodriguez (1988); Stillwell
(1989); Tall (1991); Tsipkin (1989); Vinner, Tall (1981); Vinner (1983); Volkov (1990).
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Tema 24

Titulo: Derivacion.

1. Ubicacion y tratamiento en el Disefio Curricular del Ministerio y
Comunidad Autonoma Andaluza.

Entre los contenidos sefialados para Educacién Secundaria Obligatoria no hay ninguna

referencia a la derivacion de funciones.

El documento Estructura y Contenidos para el Bachillerato sefiala expresamente la
derivacion dentro de los topicos a desarrollar en los dos cursos y en las tres especialidades:

Ciencias de la Naturaleza y de la Salud, Humanidades y Ciencias Sociales y Tecnologia.
2. Conceptos, procedimientos, estrategias y actitudes.
Conceptos.

1. Tasa de variacion media. Recta secante; recta tangente. Derivada de una funcién en un punto.
Interpretacion geométrica de la derivada; interpretacion dindmica.

2. Derivada de una funcion dada por su expresion analitica. Derivacion y continuidad. Puntos
angulosos.

3. Funcidn derivada. Algebra de derivadas. Derivacion de funciones simples.

4. Derivadas sucesivas. Derivada de una funciéon compuesta.

5. Funciones con derivada no nula. Funciones con derivada nula.

6. Aplicaciones del concepto de derivada.
Procedimientos.

a) Utilizacién de distintos lenguajes:

1. Obtencion de la tasa de variacion media de un fenomeno en distintos intervalos, velocidad
media de un mévil o recta secante a una curva que pasa por dos puntos. Obtencion de la tasa de
variacion instantdnea de un fendmeno, velocidad instantdnea de un mévil o recta tangente a una
curva en un punto.

2. Obtencidn, a partir de la definicion de derivada, de la funcidn derivada de otra funcion.

3. Interpretacion de los puntos angulosos de una funcion y de sus discontinuidades.
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4. Determinacion del caricter creciente o decreciente de una funcidén en un punto mediante el

valor de la derivada de la funcion en ese punto.

b) Algoritmos y destrezas.

5. Célculo de la velocidad instantdnea de un moévil en un momento dado. Célculo de la recta
tangente a una curva en un punto.

6. Determinacion de los puntos en los que una funcion carece de derivada.

7. Célculo de la funcion derivada de otra mediante aplicacion de las reglas simples de
derivacion.

8. Determinacion de valores para los que la derivada de una funcion es positiva, nula o negativa.

Estrategias.

1. Interpretar la grafica de una curva en términos de su tasa de variacion. Representar
graficamente las tasas de variacion de una funcion.

2. Aplicar el calculo de derivadas al estudio de problemas dinamicos.

3. Obtener las condiciones que debe cumplir una funcidon para que su tangente en un punto
indicado sea una recta determinada.

4. Interpretar la informacion que sobre una funcion (movimiento) nos proporciona conocer su
derivada (velocidad instantdnea) en uno o varios puntos.

5. Describir y representar graficamente fenémenos que carezcan de derivada en uno o varios

puntos. Interpretar el sentido de la no existencia de derivada en cada caso.

Actitudes.

a) Referentes a la apreciacion de las matematicas:

1. Valorar en la representacion grafica de una funcion su variacion en distintos intervalos, e
interpretar el significado de esas variaciones.

2. Interés y curiosidad por conocer la rapidez de variacion de un fenémeno en distintos instantes
o intervalos para el mejor dominio y control del fenémeno y, en general, por conocer un
fenémeno en términos de su variacion.

3. Apreciar la simplicidad y eficacia de las reglas de célculo para la derivada de una funcion.

4. Curiosidad por predecir las variaciones en la velocidad de un movimiento y predecir su

evolucion.
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b) Referentes a la organizacion y héabitos de trabajo:

5. Sensibilidad por la realizacion ordenada de los pasos que llevan a obtener la derivada de una
funcioén en un punto y la funcién derivada de una funcion.
6. Distincion cuidadosa entre varios valores locales, valores en un intervalo y valores o leyes

generales para un determinado fenomeno.
3. Fenomenologia de los conocimientos.

En el estudio de fendémenos dinamicos la tasa o rapidez de variaciéon no es un valor
constante sino que, por lo general, a su vez varia. El estudio de la variacion en la tasa o razon de
cambio en los fendémenos dindmicos es lo que condujo, en sus comienzos, al estudio de las
derivadas y al posterior desarrollo del andlisis. Asi pues, el deseo de medir, cuantificar y
establecer leyes para el cambio y la variacion esta en el origen de nuestra nociéon actual de

derivada y su desarrollo teorico.

La nocion de velocidad es la version fisica inicial de nuestro concepto de derivada, que
posteriormente, se amplié con la nocidon de aceleracion. El estudio de la velocidad media o
instantanea de un movil y de su aceleracion constituyen una gran familia de fenomenos sobre
los que se utilizan, interpretan y aplican los conceptos y procedimientos de la derivacion. La
nocion de velocidad se extiende a la de razon instantanea de cambio, con lo cual todos los
fendmenos cuya variacion se puede establecer en funcién del tiempo (o de una variable

elemental del fendmeno) son susceptibles de estudiarse mediante la nocion de derivada.

Los fenomenos de crecimiento de poblaciones, productividad, indices, ganancias,

impuestos, etc., son otras tantas situaciones utiles para el desarrollo del concepto de derivada.

4. Modelos, representaciones, materiales y recursos.

Encontramos de nuevo los cuatro sistemas simbodlicos de representacion en el estudio de la
derivacion: verbal, grafico, numérico y algebraico. Estos cuatro modelos se presentan en el
concepto de derivada de una funcion en un punto y también en el concepto de derivada de una

funcion.
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Para el concepto de derivada de una funcion en un punto tenemos que el modelo verbal hace
referencia a la razén de cambio o velocidad instantdnea de un determinado fendmeno en un
momento dado, o para un valor fijo de la variable. La interpretacion geométrica de la derivada
como pendiente de la recta tangente a una curva en un punto proporciona el modelo gréfico,

cuya representacion ha formado parte del estudio explicito de la derivacion en bachillerato. La
obtencion de diferentes cocientes incrementales de una funcion f en relacion a un punto fijo x,, :

f(x + 1/n) - f(x;)) , n e ;[IN, proporciona
I/n
sucesivos valores numéricos hacia los que tiende la derivada de la funcion en x,, .

Finalmente, el empleo de la notacion algebraica y el célculo de limites proporcionan el
modelo algebraico para la derivada de una funcion f en un punto x; :

f(x,) = Lim f(xo+h) - f (x0)
h ---0 h

Aunque predomina el modelo algebraico, la intepretacion geométrica de la derivada es un
elemento permanente en la ensefianza de la derivacion. Menos usual es el modelo verbal, ya que
son pocos los fendmenos que se presentan para el estudio sistematico de la derivacion. El

modelo numérico es escasamente utilizado y sus conexiones con los demas modelos
inexistentes. La idea de que en el entorno de un punto x, los valores de la funcién tienen una

aproximacion lineal aceptable mediante la recta tangente a la curvaen x, : y = £(x) ( x-x,) +

Yy, » no suele entrar dentro de los conceptos explicitamente ensefiados y aprendidos por estos

alumnos.

Si en vez de referirnos a la derivada de una funcioén en un punto nos referimos a la funcion
derivada de otra funcidon encontramos, igualmente, los cuatro sistemas verbal, grafico, numérico
y algebraico. El modelo verbal describe la velocidad de un fendmeno -o su razén de variacion -
a lo largo de su evolucion. El modelo grafico debe expresar, y representar a su vez
graficamente, la variacion de una representacion grafica de una funcion; se trata de otra grafica
asociada a una primera grafica, que dé cuenta de los cambios da velocidad en la primera.

En el modelo numérico se toman valores equidistantes de la variable:
[x,], I<i<n+l, x,,, - x,= Ax, formando a partir de ellos la siguiente tabla:
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Se concluye estudiando la variaciéon de los cocientes incrementales en funcion de la
variable. E1 modelo simbdlico es el usual, proporcionado por las férmulas de derivacion. Las
conexiones entre modelos son practicamente inexistentes; el predominio del célculo con
formulas es abrumador y se llega a prescindir, salvo ejercicios concretos de aplicacion, del resto

de representaciones.

Hay programas de ordenador como Derve y Calculus, dedicados al estudio de funciones en
los que se trabaja de forma sistematica con algunas de las ideas que hemos comentado. Finney
sefiala algunos videos en los que se presentan fendmenos variables y las gréaficas de sus

velocidades.
5. Errores y dificultades.

El concepto de derivada es un concepto complejo, con dos niveles de estudio bien
diferenciados: derivada en un punto y funcidon derivada, y con unos algoritmos de calculo
relativamente sencillos de mecanizar. Todas estas condiciones han hecho que el estudio de la
derivacion, tradicionalmente, haya enfatizado los célculos y procedimientos, reduciendo la parte
conceptual a una definicion y su representacion simbolica. Esto ha llevado a que los alumnos
han memorizado una serie de reglas, carentes de significado que dificilmente, han sabido

emplear en problemas y aplicaciones.

Azcarate ha estudiado las dificultades de los alumnos en relacion con el concepto de derivada y
ha encontrado niveles bien diferenciados en las concepciones de los alumnos relativas a la
derivacion. En relacion con la nocidén de velocidad instantdnea encontrd: alumnos que carecian
totalmente de esquema conceptual para interpretar esta nocidon; alumnos que calculaban la

velocidad instantanea por aproximacion, pero sin paso al limite; y, finalmente, alumnos que
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empleaban la nociéon de limite. Un resutado destacable en este estudio es la existencia en una
misma clase de alumnos con muy diversos niveles de dominio conceptual para el estudio de la

derivacion.
6. Evolucion historica del topico.

Momentos y etapas de interés en la consideracion de este tema son:

1. El nacimiento del Calculo. Newton y Leibniz.

2. Problemas de notacion e interpretacion. Los hermanos Bernoulli. Euler.
3. Difusion en el siglo XVIII. La obra de L’Hopital y Lagrange.

4. Estudio de ecuaciones diferenciales. Desarrollo del Calculo.

5. La sistematizacion de Cauchy.

6. Funciones continuas no derivables. El analisis funcional.
7. Bibliografia basica:

Aparicio, Paya (1985); Apostol (1960); Azcérate (1991); Azcérate, Deulofeu (1990); Boyer
(1986); Bryant (1990); Cajori (1952); Cantoral (1991); Courant, John (1989); Euler (1988);
Fernandez Vina (1976); Finney (1988); Freudenthal (1973); Gardiner (1982); Grattan-Guinnes
(1984); Guzman, Colera, Salvador (1988a); Guzman, Colera, Salvador (1988b); Guzman, Rubio
(1992); Hilton, West (1988); Hoffmann (1983); Kline (1977); Rudin (1967); Sierpinska (1991);
Tall (1991).
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Tema 25

Titulo: Trigonometria.

1. Ubicacion y tratamiento en el Disefio Curricular del Ministerio y
Comunidad Autonoma Andaluza.

Entre los contenidos sefialados para Educacion Secundaria Obligatoria por el Ministerio no
aparece ninguna referencia a la Trigonometria; sin embargo, en el borrador del documento en
elaboracién por la Junta de Andalucia se hace referencia a “conocer nociones bdsicas de

trigonometria”, y en este sentido ya se considerd en el Tema 15 de este programa.

En el documento Estructura y Contenidos para el Bachillerato aparece el estudio de la
Trigonometria entre los contenidos propuestos para primer curso en la Especialidad Ciencias de

la Naturaleza y de la Salud, y en la de Tecnologia.
2. Conceptos, procedimientos, estrategias y actitudes.
Conceptos.

1. Razones trigonométricas. Relaciones entre las razones trigonométricas de un mismo angulo.

2. Razones trigonométricas de angulos cualesquiera. Funciones circulares seno, coseno, y
tangente. Carécter periodico de las funciones circulares.

3. Medida de angulos. Resolucion de tridngulos rectdngulos. Resolucion de tridngulos
cualesquiera.

4. Formulas trigonométricas: razones trigonométricas del angulo suma o diferencia de otros dos,
del 4ngulo doble y del angulo mitad. Sumas y diferencias de senos y cosenos.

5. Ecuaciones trigonométricas.

6. Aplicaciones de la trigonometria.

Procedimientos.

a) Utilizacién de distintos tipos de lenguajes:

1. Obtener las diferentes razones entre los lados de un tridngulo rectangulo, tomados de dos en
dos; asignar a cada razon su denominacion trigonométrica.
2. Conocer y utilizar las relaciones fundamentales entre las razones trigonométricas de un mismo

angulo.
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3. Expresar la pendiente de una cuesta como razén trigonométrica o mediante un porcentaje.
Expresar la medida de un angulo en grados sexagesimales y en radianes.

4. Conocer los angulos cuyas razones trigonométricas tienen el mismo valor absoluto en los
cuatro cuadrantes; conocer el signo de cada razén trigonométrica en cada cuadrante.

5. Construir la tabla de valores de las funciones sen x, cos x y tg x en el intervalo [0, 2n] y
representarlas graficamente. Reconocer graficamente las propiedades de las funciones
circulares y hacer su estudio; realizar la extension periddica de las funciones circulares.

6. Realizar la representacion grafica sobre un tridngulo de un problema de distancias entre dos
puntos, indicando los datos conocidos en cada caso sobre la representacion.

7. Conocer el teorema de los senos, teorema del coseno y teorema de Pitagoras y utilizarlos en la
resolucion de tridngulos cualesquiera.

8. Conocer las razones trigonométricas del angulo suma o diferencia de otros dos, del angulo
doble y del angulo mitad y utilizarlas en el calculo de razones trigonométricas de nuevos

angulos.

b) Algoritmos y destrezas:

9. Obtener las razones trigonométricas aproximadas de un angulo cualquiera mediante papel
milimetrado.

10. Conocida una de las razones trigonométricas de un angulo calcular las restantes y representar
el angulo.

11. Construir una tabla de valores de una funcién trigonométrica y representar graficamente la
funcion.

12. Resolver un triangulo cualesquiera en los tres casos posibles: a) conocidos los tres lados; b)
conocidos dos lados y el angulo comprendido; c) conocidos un lado y los dos éangulos
adyacentes; empleando en cada caso los teoremas y propiedades necesarios.

13. Resolver ecuaciones y sistemas trigonométricos; verificar identidades trigonométricas.

Estrategias.

1. Utilizar las representaciones graficas, papeles milimetrados, tablas, instrumentos, calculadoras
y relaciones trigonométricas para calcular las razones trigonométricas de un angulo cualquiera
en diferentes contextos.

2. Plantear problemas de alturas a puntos inaccesibles, distancia a un punto inaccesible o

distancia entre dos puntos, representarlos graficamente, ensayar distintos caminos de
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resolucion y encontrar su solucion del modo mas directo.

3. Plantear, representar, establecer relaciones y resolver problemas de medicién de angulos en
figuras planas.

4. Obtener las razones trigonométricas de un angulo mayor que n/2 radianes en funcion de las
razones de dngulos menores que 7/2 y utilizando diferentes procedimientos.

5. Conectar los distintos sistemas simbolicos de representacion de funciones: relacion entre
variables, tabla de valores, representacion grafica y ley algebraica para el estudio,
conocimiento y representacion de las funciones trigonométricas.

6. Utilizar las funciones circulares para elaborar modelos de fendmenos periodicos del mundo

real.

Actitudes.

1. Apreciar el tipo de informacidén que proporciona una razon trigonométrica de un angulo.

2. Valorar en la representacion grafica de las distintas funciones circulares su caracter periddico,
simetrias, intervalos de crecimiento y decrecimiento, extremos y otras propiedades y
relaciones.

3. Curiosidad e interés por representar graficamente, encontrar las relaciones necesarias y
resolver problemas de puntos inaccesibles y distancias entre dos puntos.

4. Sensibilidad ante la potencia de las relaciones y conceptos de la trigonometria en la resolucion
de problemas astronémicos importantes a lo largo de la historia y por el ingenio puesto de

manifiesto en la construccion de aparatos para medir angulos.

b) Referentes a la organizacion y héabitos de trabajo:

5. Conocer y manejar con destreza las razones trigonométricas y sus aplicaciones inmediatas,
como la resolucion de triangulos.

6. Poner en juego diversas estrategias para la resolucion de problemas con empleo de conceptos
y procedimientos trigonométricos, de forma que se pueden plantear situaciones nuevas y

resolverlas con autonomia y eficacia.

3. Fenomenologia de los conocimientos.
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Trigonometria significa, literalmente “medicion de tridngulos”; el origen historico de la
trigonometria estd en el estudio de las medidas del tridngulo. Son muchos los problemas del
mundo real que requieren la resolucién de tridngulos. Los movimientos de los cuerpos en el
espacio: sol, luna, planetas y estrellas, se han estudiado inicialmente en funcioén de los dngulos
barridos; la division del angulo de la circunferencia en 360 dngulos iguales tiene su origen en el
movimiento de la tierra alrededor del sol, cuya duracion es -aproximadamente- de 360 dias; las
horas, minutos y segundos son, en su origen, medidas angulares. La astronomia estudia una serie
de fenémenos en los que es necesaria la resolucion de tridngulos y ha dado lugar al
planteamiento de problemas trigonométricos. Conectada con la astronomia esta la ciencia de la
navegacion, en la que hay que determinar la posicion de un barco, a veces con relacion a tierra y
otras veces con relacion a determinadas estrellas que se suponen fijas. También la geografia ha

planteado problemas interesantes en este campo.

La topografia o levantamiento de planos de un terreno con indicacion de las diferencias de
nivel mediante curvas es otro mundo de problemas en los que el uso de la trigonometria es
obligado. La agrimensura o medida de campos estd conectada también con la medicion de

tridngulos.

A su vez, las funciones trigonométricas permiten estudiar fendmenos periddicos del mundo
real como el movimiento circular uniforme, los cambios de temperatura, los biorritmos, las

ondas de sonido y la variacioén de las mareas.
4. Modelos, representaciones, materiales y recursos.

El modelo bésico en trigonometria, a partir del cual se definen los conceptos y relaciones
fundamentales, es el triangulo rectangulo. El estudio de cualquier triangulo se puede hacer en
términos de tridngulos rectangulos, sin més que descomponerlo adecuadamente mediante una de
sus alturas. Un segundo modelo es la circunferencia de radio unidad cuyo centro estd en el
origen de coordenadas. Cada angulo o, medido en sentido contrario a las agujas del reloj desde
la direccion positiva del eje de abcisas, determina un punto en la circunferencia: P= (x,y); estas
coordenadas son, respectivamente:

X=C0s o, y= sen o; también tga = x/y, etc.
Al tomar como unidad de medida el radian cada angulo puede medirse mediante el arco

delimitado sobre la circunferencia de radio unidad, y de este modo se pueden ir obteniendo los
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valores del seno, coseno, tangente, etc., en distintos angulos del intervalo [0, «t]; estos valores se
pueden obtener experimentalmente con hilos o cuerdas que rodeen una circunferencia unitaria.

De este modo se obtienen representaciones de las funciones circulares elementales.

En el caso de la resolucion de tridngulos simples los problemas de representacion se
presentan al identificar qué puntos deben elegirse como vértices del tridngulo o triangulos cuya
resolucidn servird para resolver el problema propuesto. Para las funciones trigonométricas hay
que tener en cuenta las mismas consideraciones ya hechas en el estudio general de las funciones,
en relacion con los cuatro sistemas simbolicos de representacion usuales: descripcion verbal,
representacion grafica, tabla de valores y ley algebraica; en este caso se afiade otro modelo a
combinar con los cuatro anteriores y que es el modelo de los dngulos considerados sobre la

circunferencia unidad.

En la medicion de angulos encontramos desde materiales muy sencillos: compas,
transportador de angulos, cuadrante, hipotenusa o plomada, hasta materiales mas sofisticados

como el sextante y el teodolito, por no citar aparatos histdricos como el astrolabio.

Los planos topograficos y el reconocimiento o levantamiento de curvas de nivel en terrenos

proporcionan actividades adecuadas para el trabajo en trigonometria.

Otros recursos, ademdas de los ya indicados, los encontramos en las transformaciones
cilindricas de una linea plana, o en el paso al plano de una seccidon no ortogonal sobre un
cilindro; las mediciones realizadas sobre papel milimetrado; problemas de situar un punto en una
pantalla de radar y pasar sus coordenadas polares a cartesianas. Las calculadoras que incluyen
las funciones trigonométricas elementales proporcionan un instrumento de trabajo util para el
desarrollo de los contenidos de este tema, al mismo tiempo que plantean problemas

metodoldgicos interesantes.

S. Errores y dificultades.
Este tema tiene varios niveles diferenciados de contenido: las razones trigonométricas de

un angulo y las relaciones entre ellas; la resolucion de tridngulos; y las funciones

trigonométricas. El primer nivel es fundamentalmente conceptual: se establecen unos conceptos
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por definicion, se representan simbdlicamente y se establece el juego de relaciones entre los
distintos conceptos, en base a las notaciones empleadas. No conocemos estudios sobre errores y
dificultades en este nivel, aunque entendemos que la comprension del mismo es clave para el
avance posterior en los niveles restantes. La presentacion usual coordina una definicion verbal,
una representacion geométrica como razoén entre dos segmentos y una notaciéon simbdlica; sin
embargo, este planteamiento carece de fendmenos cercanos a los alumnos que lo doten de un
significado que no sea estrictamente matematico. Las formulas y definiciones iniciales de la
trigonometria se aprenden sin mucha dificultad pero resulta bastante mas complicado utilizarlas
en el siguiente nivel (resolucion de tridngulos) con soltura y entendiendo el significado de las
formulas y teoremas que se utilizan. La desconexion entre los conceptos basicos de la
trigonometria y los fendémenos para cuya interpretacion se elaboraron estos conceptos se hace
evidente en los problemas practicos que se resuelven mediante la medicion de tridngulos. Los
trabajos de topografia o los de medidas astrondmicas, que serian especialmente adecuados, no
forman parte de los programas de matematicas, y ello conlleva que situaciones eminentemente
practicas se trabajen de un modo tan formal que pierden su sentido real. Intentos recientes por
incorporar ejercicios practicos a la ensefianza de la trigonometria no han sido aun

suficientemente sistematizados y validados.

El tercer nivel, que es el estudio de las funciones trigonométricas, puede contemplarse
dentro del tratamiento de errores y dificultades ya sefialados para el estudio general de las
funciones, si bien hay peculiaridades debidas a la periodicidad y a su conexion con medidas
sobre el circulo que estan siendo abordadas de manera explicita. Los estudios del Instituto lowo

holandés ya han avanzado algunos resultados en este campo.

6. Desarrollo historico del topico.

Periodos historicos y autores destacables para la programacion de estos contenidos son:
1. Matematicas en Babilonia: astronomia y medida de angulos.

2. Los astronomos griegos: Aristarco, Heron, Ptolomeo.

3. La astronomia arabe y la elaboracion de tablas.

4. Tratamiento analitico de la trigonometria en el Renacimiento. Vieta y Regiomontano.
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5. De las tablas a las leyes generales. Galileo, Copérnico, Kepler.
6. Los numeros imaginarios y la trigonometria. J. Bernouilli, De Moivre y Euler.

7. El anélisis armonico. Fourier.

7. Bibliografia basica.

Alsina, Burgués, Fortuny (1988); Grupo Beta (1985); Coxeter (1971); De Lange, Goddijn,
Roodhardt, Krabbendam (1989); Dominguez, Del Rio, Sanchez (1985); Esquivel, Yus (1985);
Eves (1983); Fernadndez, Padilla, Santos, Velazquez (1991); Freudenthal (1983); Guzman,
Colera, Salvador (1988a); Guzman, Colera, Salvador (1988b); Hoffmann (1985); Lang (1976);
Luengo y otros (1990); Puig Adam (1961); Rivaud (1984); Romberg (1991); Smith (1958);
Sortais (1987); Velasco (1983).
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Tema 26

Titulo: Estudio y representacion de funciones.

1. Ubicacion y tratamiento en el Disefio Curricular del Ministerio y
Comunidad Autonoma Andaluza.

Los contenidos de este tema no aparecen entre los propuestos para la Educacion Secundaria
Obligatoria. En el documento Estructura y Contenidos para el Bachillerato se sefala
explicitamente el estudio de las caracteristicas sobresalientes de una funcion conocida su
expresion analitica, y el aprendizaje de métodos y la aplicacion del célculo de limites y derivadas
al estudio de funciones; esta referencia se hace para las especialidades de Ciencias de la
Naturaleza y de la Salud y Tecnologia, en primer y segundo curso. En la especialidad de
Humanidades y Ciencias Sociales se insiste en el caracter aplicado de estos conocimientos, con
mayor peso en la compresion interpretativa que algoritmica dentro de problemas

contextualizados.
2. Conceptos, procedimientos, estrategias y actitudes.

Conceptos.

1. Funcion inversa de otra: ley; representacion grafica; propiedades; derivacion. Funcidon
logaritmica. Funciones arco seno, arco coseno y arco tangente.

2. Ramas infinitas de una funcién. Determinacion de ramas infinitas. Ramas infinitas y
representacion de una funcion.

3. Dominio, continuidad y derivabilidad de una funcién. Periodicidad. Simetrias.

4. Puntos de corte con los ejes. Puntos singulares. Intervalos de crecimiento y decrecimiento.
Extremos de una funcion.

5. Concavidad, convexidad e inflexion.

6. Estudio y representacion grafica de funciones dadas mediante leyes sencillas. Funciones a
trozos.

7. Optimizacion de funciones.
Procedimientos.

a) Utilizacidn de distintos lenguajes:

1. Expresar la funcion inversa de otra verbalmente, mediante su tabla de valores, graficamente o
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mediante notacion simbdlica.

2. Conocer y utilizar la denominacion de las funciones inversas a las funciones trigonométricas,
potenciales y exponenciales.

3. Distinguir los distintos tipos de asintotas que puede tener la grafica de una funcidn; reconocer
las asintotas de una funcién en su representacion grafica o a partir de su expresion algebraica.

4. Distinguir los ceros de una funcién en su representacion grafica o a partir de su expresion
algebraica. Distinguir el punto de corte con el eje de ordenadas.

5. Interpretar grafica y simbolicamente la periodicidad y simetrias de una funcion; su dominio;
los puntos de continuidad y los de derivabilidad; sus intervalos de crecimiento y decrecimiento;

sus intervalos de concavidad, convexidad y puntos de inflexion.

b) Algoritmos y destrezas:

6. Calcular la ley de la funcion inversa a otra y de su derivada.

7. Determinar los ceros y polos de una funcion de variable real; calcular los limites de una
funcién para x tendiendo a + oo.

8. Establecer las discontinuidades de una funcion y los puntos que carecen de derivada; calcular
los intervalos de crecimiento, decrecimiento, concavidad, convexidad y puntos singulares de la
funcion.

9. Estudiar y representar graficamente una funcioén dada por una expresion sencilla.

10. Calcular los maximos y minimos de una funcion.

Estrategias.

1 Representar una funcién, lo mas sencilla posible, que se atenga a unas condiciones
enunciadas; describir con la menor cantidad de datos una funcion representada graficamente.

2. Representar una funcion que cumpla unas condiciones de continuidad y derivabilidad
establecidas; representar una funcidon que tenga unos puntos singulares determinados.

3. Optimizar una funciéon de dos o mas variables, entre las que existe una relacion
complementaria, interpretando geométricamente la funcidn, expresando algebraicamente la
relacion o relaciones y utilizando los calculos necesarios para determinar los maximos o
minimos de la funcion.

4. Aplicar las estrategias de optimizacion a la resolucion de problemas numéricos, geométricos,

fisicos, econdémicos, etc.
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Actitudes.

a) Referentes a la apreciacion de las matematicas:

1. Valorar las distintas formas de expresar/ representar las propiedades relevantes de una
funcion.

2. Apreciar el célculo de derivadas como instrumento para el estudio del crecimiento,
decrecimiento, concavidad, convexidad y puntos singulares de una funcion.

3. Curiosidad e interés por expresar analiticamente funciones dadas mediante un enunciado y

emplear adecuadamente las técnicas para su optimizacion.

b) Referentes a la organizacién y hébitos de trabajo:

4. Realizar ordenadamente los calculos y consideraciones necesarios para representar
graficamente una funcion dada mediante su expresion analitica.
5. Establecer y expresar algebraicamente las relaciones necesarias para optimizar una funciéon de

varias variables con respecto a una sola de ellas.
3. Fenomenologia de los conocimientos.

Las nociones claves en este tema son el concepto de funcion y el concepto de derivada,
cuya significacion fenomenoldgica se ha realizado extensamente en los temas 24 y 25. Otra
nociéon importante en este tema es el estudio e interpretacion de las ramas infinitas de una
funcién. En todo caso el fenomeno bésico es la funcidon en estudio de la cual se quiere obtener
una representacion lo mas ajustada posible mediante el empleo sistematico del céalculo de

limites, obtencion de primera y segunda derivadas y estudio del signo de las mismas.

La optimizacion de funciones surge como una ampliacion del estudio anterior. Cualquier
funcion con expresion analitica puede ser objeto de un estudio en este sentido. Las situaciones
practicas o fendmenos mas usuales en optimizacion proceden de los campos ya considerados
anteriormente. En geometria tenemos situaciones de perimetros, superficies o volumenes que,
bajo unas condiciones establecidas, presentan un valor maximo o minimo. En economia
encontramos la determinacion del precio 6ptimo de un producto, o del nimero Optimo de
unidades para fabricar un producto. También tenemos la optimizacion de costes en situaciones
de produccion, recoleccion, construccion, instalacion, etc. Las distancias entre objetos moviles,

leyes de la reflexion y refraccion, proporcionan ejemplos interesantes. Situaciones de disefios,
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embalajes, etc., son otros tantos fenomenos adecuados para el estudio de la optimizacion de

funciones.
4. Modelos, representaciones, materiales y recursos.

En los problemas de optimizacién un primer paso esta en decidir cudl es la cantidad que se
quiere optimizar. Una vez que se ha elegido esa cantidad hay que representarla mediante algiin
tipo de notacidn; la notacion estandar es la letra f, pero en otros casos se toma un simbolo mas

cercano a la cantidad ( I para interés, A para area, etc.).

El siguiente paso es representar la cantidad a optimizar como funcidon de alguna variable;
un buen método consiste en expresar verbalmente la funcion antes de tratar de expresarla
matematicamente. Cuando se tiene esta expresion verbal hay que elegir una variable adecuada.
Muchas veces la eleccion es obvia, pero en otros casos hay que elegir entre variables naturales.

Se debe elegir aquella variable que lleva a la representacion funcional més simple.

En algunos casos la cantidad que se quiere optimizar se expresa naturalmente en términos
de dos variables, entonces hay que encontrar alguna relacion que permita expresar una de esas
variables en términos de otra. El paso siguiente consiste en expresar la cantidad a optimizar
como funcién de la variable elegida. También es conveniente establecer el intervalo de la
variable dentro del cual se va a optimizar la funcion y en el que se van a realizar los calculos

correspondientes, que tienen un carécter algoritmico.

Es objetivo fundamental de este tema afianzar los procedimientos que permiten el paso del
modelo analitico al modelo grafico, y reciprocamente. Los materiales y recursos apropiados han

sido comentados con anterioridad en otros temas.
5. Errores y dificultades.

Eisemberg ha recopilado varias investigaciones relativas a las dificultades en el
aprendizaje de las funciones. Un primer dato que surge de este estudio es la ausencia de una
imagen conceptual para una funcion. Los estudiantes y los profesores tienden a sobrevalorar las
expresiones analiticas, y a trabajar con ellas, abandonando o ignorando la representacion

grafica. Mas aun, algunos estudios han puesto de manifiesto que cuando se presiona a los

411



alumnos a realizar una representacion grafica, hay aspectos en las representaciones que
producen que no son comprendidas por sus mismos autores. Hadar y Zaslavsky presentaron a un
grupo de estudiantes de bachiller superior la expresion analitica y la representacion gréafica de
una funcion y les pidieron obtener su funcion inversa. El noventa por ciento obtuvo la expresion
analitica correctamente, de los que un 55% justificd los cambios realizados. Sin embargo, s6lo
un treinta por ciento pudo aplicar la simetria respecto de la diagonal del primer cuadrante, sin
que en ningun caso se justificase el procedimiento. En este caso el concepto de funcion inversa
estaba divorciado de su representacion grafica. En multitud de conceptos parciales usuales en el
estudio de funciones, la representacion grafica es tan 1til y necesaria como la simbolizacion e
interpretacion analitica; sin embargo, los procesos de ensefianza tienden a apoyarse de manera
cada vez mas completa en el simbolismo funcional, relegando la potencialidad de la
representacion e interpretacion graficas a la categoria de meras ilustraciones. No cabe duda que
de este modo se enfatiza un tipo de razonamiento formal y deductivo mientras que se abandonan
la intuicion y el razonamiento visual. Muchas de las dificultades de comprension pueden
superarse mediante una representacion grafica adecuada. También algunos de los errores que
pueden surgir limitandose a una fundamentacion estrictamente grafica de las funciones quedan
equilibrados por la representacion analitica. Las nociones de concepto-imagen y concepto de
funcién estdn marcando el desarrollo de una linea de investigacion didactica sobre el
aprendizaje y comprension de las funciones reales de variable real, en la que se estd trabajando

en el momento actual.
6. Desarrollo historico del topico.

En el desarrollo historico de estos contenidos hay una evolucion permanente desde el siglo

XVII. Algunos momentos y autores de especial significacion son:
. Oresme y la representacion grafica de funciones.
. La Geometria analitica. Descartes y Fermat.

. La bisqueda de maximos y minimos. Fermat.

. Los mecanismos del calculo. L’Hopital y J. Bernouilli.

1

2

3

4. El comienzo del célculo. Newton y Leibniz.

5

6. Euler. Las funciones exponencial y logaritmica.
7

. Cauchy y el rigor en el analisis.
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7. Bibliografia basica.

Artigue (1991); Azcarate, Deulofeu (1990); Baylis, Haggarty (1988); Bochner (1991); Courant,
John (1989); Dhombres, Dahan-Dalmedico, Brouche, Honzel, Guillemot (1987); Eisemberg
(1991); Euler (1988); Eves (1983); Finney (1988); Freudenthal (1973); Grattan-Guinnes (1984);
Guzman, Colera, Salvador (1988); Guzmén, Rubio (1992); Hadar, Zaslavsky, Inbar (1987);
Hoffmann (1985); Lang (1976); La Vallée Poussin (1959); Piskunov (1978); Pozniak (1991);
Rey Pastor (1952); Rudin (1967); Tall (1991).
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Tema 27

Titulo: Resolucion de ecuaciones.

1. Ubicacion y tratamiento en el Disefio Curricular del Ministerio y
Comunidad Autonoma Andaluza.

En el Tema 12 de este Programa ya se indicé que la resolucién de ecuaciones de primer
grado por transformacion algébrica, la resolucion algebraica de ecuaciones de segundo grado y
de sistemas de dos ecuaciones con dos incognitas, forman parte de los contenidos sefialados por
el Ministerio de Educacion y Ciencia, en el Bloque 1, para Educacion Secundaria Obligatoria, y
por la Consejeria de Educacion de la Junta de Andalucia, en el Bloque 2 del borrador para el
Area de Matemadticas en Educacion Secundaria. En su momento hicimos ya referencia al
tratamiento de estos contenidos, motivo por el que en este tema nos limitamos a los contenidos

para Bachillerato.

El documento Estructura y Contenidos para el Bachillerato, en la Especialidad de
Humanidades y Ciencias Sociales, sefiala explicitamente la resolucion de ecuaciones y la
revision y profundizacion de lo aprendido en la etapa anterior, para el primer curso. En las
especialidades de Ciencias de la Naturaleza y de la Salud y Tecnologia tinicamente se senala,
con cardcter genérico, el afianzar los conocimientos propios de la etapa anterior con la

utilizacion de distintos recursos algebraicos en el primer curso.
2. Conceptos, procedimientos, estrategias y actitudes.
Conceptos.

1. Ecuaciones de primer grado. Inecuaciones.

2. Ecuaciones de segundo grado. Relaciones entre las raices. Ecuaciones bicuadradas y
ecuaciones con radicales.

3. Polinomios. Operaciones con polinomios en una indeterminada. Factorizacion de polinomios,
Regla de Ruffini.

4. Ceros de una funcion polindmica; raices de una ecuacion de grado n.

5. Resolucion numérica de ecuaciones no lineales. Método de biseccion; regula falsi; método de
Newton.

6. Ecuaciones exponenciales.
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Procedimientos.

a) Utilizacién de distintos lenguajes.

1. Escribir en lenguaje algebraico un enunciado en el que aparecen varias cantidades conocidas y
desconocidas y una relacion entre las mismas.

2. Representar graficamente la funcidén o funciones de primer o segundo grado que aparecen en
una ecuacion, e interpretar graficamente su solucion o soluciones.

3. Expresar algebraicamente un orden o desigualdad entre candidades conocidas o desconocidas
o bien entre relaciones que afectan a esas cantidades; representar graficamente su solucion.

4. Escribir una ecuacion de primer grado o de segundo grado que tenga por solucion un valor o
valores propuestos. Obtener un polinomio de grado n que tenga por raices n valores propuestos.

5. Conocer diferentes métodos (biseccion, regula falsi y Newton) para la resolucion numérica de
una ecuacion no lineal. Utilizar el lenguaje de programacion en una calculadora u ordenador
para obtener aproximaciones sucesivas de la solucion, interpretando el grado de aproximaciéon
en cada caso.

6. Interpretar geométricamente algunas identidades notables: cuadrado o cubo de una suma o

diferencia y producto de suma por diferencia.

b) Algoritmos y destrezas:

7. Resolver una ecuacién de primer grado con una incdgnita, una ecuacion de segundo grado o
una ecuacion bicuadrada.

8. Resolver una inecuacion de primer o segundo grado, con una incognita y expresar el conjunto
de soluciones mediante notacion de intervalo.

9. Operar con polinomios en una indeterminada; dividir un polinomio por el binomio x-a.
Factorizar un polinomio.

10. Obtener las raices de una ecuacion no lineal aplicando la regla de Ruffini.

11. Obtener valores aproximados de las raices de una ecuacion no lineal por los métodos de
biseccion, regula falsi o Newton, indicando en cada caso la cota de error de la solucion
aproximada obtenida.

12. Realizar las transformaciones necesarias y resolver ecuaciones exponenciales.
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Estrategias.

1. Combinar la representacion e interpretacion grafica, los métodos algebraicos y los numéricos
para obtener los valores exactos o aproximados de todas las soluciones de una ecuacion en una
indeterminada.

2. Acotar la solucion de una ecuacion no lineal entre un valor por defecto y otro por exceso para
su resolucion numérica; realizar aproximaciones sucesivas eligiendo en cada caso el método
mas adecuado para obtener el siguiente valor aproximado.

3. Seleccionar y utilizar identidades notables entre expresiones algebraicas para probar
igualdades, obtener nuevas expresiones o determinar el polinomio cuyas raices satisfagan unas
determinadas condiciones.

4. Ante el enunciado de un problema seleccionar la incognita, expresar algebraicamente la
relacion o relaciones que aparecen en el enunciado, escribir la ecuacion y obtener su expresion
candnica, seleccionar y aplicar el método o formula para obtener la soluciéon o soluciones,
calcularlas, e interpretar la soluciéon o soluciones obtenidas en el contexto del problema

rechazando aquellas que carezcan de sentido.

Actitudes.

a) Referentes a la apreciacion de las matematicas:

1. Valorar la riqueza de posibilidades -grafica, algebraica y numérica- para obtener las
soluciones de una ecuacion e interpretar el sentido de los valores obtenidos.

2. Conocer ¢ interpretar el cardcter aproximado o exacto de la solucidon de una ecuaciéon no lineal.

3. Apreciar la potencia de los procedimientos para la resolucion de ecuaciones, que los hacen
instrumentos adecuados para la resolucion de problemas generales con una incognita.

4. Curiosidad e interés por las relaciones que se dan entre los coeficientes de una ecuacion y los

valores que tienen sus soluciones.

b) Referentes a la organizacion y habitos de trabajo:

5. Aplicaciéon correcta y ordenada de las reglas algebraicas o de los métodos numéricos que
permiten obtener las raices de una ecuacion o sucesivas aproximaciones de las mismas.
6. Habilidad para hacer la interpretacion grafica de una aproximacion numérica y utilizarla para

la eleccion del siguiente paso en la obtencion de la solucion numérica de una ecuacion.

416



4. Fenomenologia de los conocimientos.

La solucion de una ecuacion polindmica - de primer grado, segundo grado o, en general, de
grado n - se presenta cuando se conoce uno de los valores que toma la funcién pero no se sabe
cudl es el valor o valores de la variable para los que la funcion alcanza el valor dado. En su
expresion general una ecuacion tiene la forma f(x) = ¢, y la solucion consiste en determinar los
valores de x tales que los puntos (x,c) pertenezcan a la representacion grafica de la funcion y =
f(x). En su forma canonica una ecuacion toma la forma f(x) = 0 que es, obviamente, equivalente
a la anterior. Las ecuaciones de primer grado responden pues a problemas que se plantean sobre
fendmenos cuya ley viene dada por una funcion lineal o afin, como son problemas de méviles
con movimiento uniforme, de compra de un nimero de objetos conocido el precio unidad y la
cantidad de dinero disponible, etc. Todos los fendmenos o situaciones que puedan ser descritos
mediante relaciones lineales entre cantidades conocidas y desconocidas tienen cabida en este
campo. Igualmente ocurre con las funciones cuadraticas. Ejemplos sencillos son el calculo del
lado de una superficie cuadrada o del radio de un circulo cuando se conoce la medida de la
superficie, y, en general, las medidas de longitudes cuando se conoce el valor de una superficie
relacionada. La ley de Torricelli permite calcular la velocidad a la que fluye una corriente de
agua midiendo la altura alcanzada en un tubo en forma de L; la ley de Ohm, que proporciona la
cantidad de calor que desprende una resistencia conocida permite calcular la intensidad de la
corriente eléctrica que la produce. Todos estos fendmenos cuyas leyes vienen dadas mediante
funciones de segundo grado, permiten plantear problemas cuya solucion viene dada por una
ecuacion cuadratica. Igualmente ocurre para el resto de las ecuaciones: su fenomenologia esta

conectada con la de las funciones correspondientes.
5. Modelos, representaciones, materiales y recursos.

Hemos comentado que las ecuaciones se presentan cuando se conoce la imagen de una
funcion en un punto pero se desconoce el valor de ese punto. Presentando las ecuaciones como
un tipo de problemas que surgen dentro del estudio de las funciones, tenemos de nuevo los
cuatro modelos o sistemas simbolicos de presentacion de las ecuaciones: verbal, grafico,
numérico y algebraico. El dominio y conexion de estos cuatro sistemas permite, como ya se ha
comentado, una mejor comprension e interpretacion del concepto de solucion de una ecuacion.
Los procedimientos de resolucion se ajustan a dos modelos diferenciados: el algebraico y el

numérico. El modelo algebraico dispone de reglas precisas para obtener las soluciones en el
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caso de las ecuaciones de primer y segundo grado; cuando la ecuacion es de grado superior la
regla de Ruffini permite solamente calcular las raices enteras o racionales de la ecuacion, pero
no proporciona solucion para el caso general. El modelo numérico estad basado sobre el método
de iteraccion, que construye una sucesion de valores aproximados, aplicando una funcion a la
aproximacion o aproximaciones anteriores. Las sucesiones recurrentes surgen de la
determinacion de puntos fijos para una funcion y = f(x) cualquiera. Un ejemplo historico del
proceso de iteracion es el de la aproximacion de m, atribuido a Arquimedes, en el que se obtiene
la longitud del lado de un poligono regular inscrito en una circunferencia, de angulo central o,
en funcion del lado del poligono regular, inscrito en esa misma circunferencia, y de angulo

central 2a. . Se obtiene asi la relacion:

en la que S, es el lado del poligono de n lados y S,,, es el lado del poligono de 2n lados.

Los procesos iterativos hay que trabajarlos con calculadoras programables o con
programas de ordenador construidos al efecto, ya que en estos casos el interés no esta centrado
en ejecutar correctamente unos calculos tediosos sino en ir obteniendo sucesivos valores
mediante la eleccion de la regla adecuada en cada caso; la cuestion se centra en construir la

regla y aplicarla sucesivamente.

De nuevo los recursos utiles son los programas de ordenador como Derive, Calculus, etc.,

que permiten la posibilidad de trabajar con métodos numéricos.
5. Errores y dificultades.

Un error usual en los alumnos que han concluido la actual E.G.B. consiste en identificar la
existencia de solucion con la de una férmula que permite obtener esa solucion directamente. Por
ello cuando se les presenta un polinomio de grado mayor o igual que tres, las unicas soluciones
existentes son las que se obtienen por Ruffini; cuando la aplicacién de Ruffini no proporciona
mas que una raiz entera, consideran que no hay mas raices en ese polinomio. Asi, la ecuacién x3

+2x2 - 3x - 6 = 0 no tiene mas solucién que -2.

Sin embargo, hemos comprobado que al hacer un planteamiento grafico del estilo: “f(0) = -
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6 <0y f(2) =4 >0, luego tiene que existir un punto entre 0 y 2 que anule a f(x) = x3 + 2x2 - 3x
- 6, es decir, otra raiz de la ecuacion”, es admitido por alumnos de primero de bachillerato sin

problemas.

Molina ha estudiado el comportamiento de alumnos de 15 afios trabajando con un
programa de ordenador que calculaba los valores de f(x) ante valores propuestos de x, y ha
comprobado que los alumnos sistematizaban sus aproximaciones a la raiz de la ecuacion x3 +
2x2 - 3x - 6 = 0, en el intervalo (0,2), descubriendo y empleando los métodos de biseccion y

regula-falsi, sin instruccion previa.

Algunos errores detectados en este estudio consistieron en la no apreciacion del caracter de
valor aproximado que tiene la solucién alcanzada (V3 con 9 cifras decimales) y la falta de
conexion entre la resolucion numérica y la algebraica. Creemos que aqui se presenta un campo
de estudio importante, en el que la disponibilidad de programas informéaticos va a facilitar el

trabajo y profundizacion sobre métodos numéricos.
6. Desarrollo historico del topico.

Momentos y autores importantes para la programacion de este tema son:
1. Métodos iterativos en la matematica griega. Heron y Arquimedes.
2. Resolucion de ecuaciones cuadraticas en la matematica arabe.
3. El Renacimiento italiano. La resolucién de la cubica y la cuértica.
4. Estudio de las funciones simétricas de las raices de una ecuacion en el siglo XVIII. Wallis,
Vandermonde, Langrage, Ruffini.
5. El teorema fundamental del algebra. Gauss.
6. La irresolubilidad de la quintica. Abel. Galois.

7. Los métodos numéricos en la resolucion de ecuaciones.

7. Bibliografia:
Aleksandrov, Kolmogorov, Laurentiev (1976); Barnett (1984); Coxford, Shulte (1988);

Dieudonné (1989); Hoffmann (1985); Kenney, Hirsch (1991); Lelong-Ferrand, Arnaudies
(1979); Lentin, Rivaud (1973); Molina (1989); Puig Adam (1960); Reisz (1981); Rey Pastor
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(1941); Rico y Col. (1987); Rico y Col. (1988); Romberg (1991); Skemp (1980); Smith (1958);
Volkov (1987); Waerden van der (1985); Wagner, Kieran (1989).
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Tema 28
Titulo: Algebra lineal. Resolucion de sistemas lineales.

1. Ubicacion y tratamiento en el Disefio Curricular del Ministerio y
Comunidad Autonoma Andaluza.

En el documento Estructura y Contenidos para el Bachillerato encontramos referencia al
inicio al algebra lineal; resolucion de ecuaciones lineales; estudio de matrices, determinantes y
propiedades; métodos de Newton y de Cramer. Estos contenidos se sefalan para el primer y
segundo cursos de las Especialidades de Ciencias de la Naturaleza y de la Salud y Tecnologia.
En la especialidad de Humanidades y Ciencias Sociales se sefiala para el segundo curso la
iniciacion al algebra lineal con estudio de matrices y sus operaciones; determinantes; y discusion

y resolucion de sistemas de ecuaciones con tres incognitas.
2. Conceptos, procedimientos, estrategias y actitudes.
Conceptos.

1. Sistemas de dos ecuaciones lineales. Interseccion de rectas. Interseccion de rectas y pardbolas.

2. Vectores. Operaciones con vectores. Espacio vectorial. Combinacion lineal; dependencia e
independencia lineales. Base. Coordenadas. Dimension.

3. Ecuaciones lineales. Sistemas de ecuaciones. Solucion de un sistema; sistemas con solucion y
sin solucion.

4. Método de Gauss. Tratamiento matricial del método de Gauss.

5. Matrices. Operaciones con matrices. Expresion matricial de un sistema de ecuaciones.

6. Determinantes de segundo y tecer orden. Determinantes de orden cualesquiera. Propiedades.
Rango de una matriz. Inversa de una matriz cuadrada. Determinante de Vandermonde.

7. Sistemas compatibles e incompatibles. Sistemas determinados e indeterminados. Regla de
Cramer para la resolucion de un sistema lineal. Teorema de Rouché-Frobenius.

8. Programacion lineal.
Procedimientos.

a) Utilizacién de distintos lenguajes:
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1. Escribir en lenguaje algebraico un enunciado en el que aparecen varias cantidades conocidas y
desconocidas y varias relaciones entre las mismas de igualdad o desigualdad.

2. Representar graficamente las funciones de primer o segundo grado que aparecen en un sistema
de dos ecuaciones con dos incognitas o en un sistema de inecuaciones, e interpretar
graficamente su solucion, soluciones o la inexistencia de las mismas.

3. Expresar y representar un vector con diferentes convenios y notaciones. Efectuar y representar
graficamente operaciones con vectores.

4. Expresar y representar un vector como combinacion lineal de otros. Reconocer la dependencia
o independencia lineal de dos o més vectores.

5. Estructurar varias listas de datos en una tabla y presentarlos, si es posible, mediante una
matriz. Obtener matrices mediante relaciones cuantificables entre los elementos de un conjunto.
Expresar matricialmente un sistema de ecuaciones.

6. Expresar algebraicamente la funcion objetivo y las restricciones en un problema de

programacion lineal, y representarlas graficamente cuando sea factible.

b) Algoritmos y destrezas:

7. Resolver un sistema de dos ecuaciones o inecuaciones lineales; resolver sistemas con una
ecuacion lineal y otra cuadratica.

8. Hallar las coordenadas de un vector respecto de una base. Discutir y resolver la dependencia o
independencia lineal de varios vectores.

9. Transformar un sistema a forma escalonada, discutirlo y obtener su solucion cuando proceda.

10. Utilizar las reglas operatorias y las propiedades de las operaciones entre matrices.

11. Calcular el valor de un determinante y la inversa de una matriz cuadrada.

12. Expresar matricialmente un sistema de m ecuaciones con n incognitas, discutir su
compatibilidad o incompatibilidad y resolverlo cuando proceda.

13. Plantear problemas de programacion lineal y optimizarlos.

Estrategias.

1. Utilizar la notacién vectorial para demostrar propiedades lineales sobre figuras.

2. Utilizar la representacion grafica, métodos numéricos o algebraicos para resolver sistemas
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lineales de m ecuaciones con n incognitas, eligiendo en cada caso la solucion mas répida o
elegante.

3. Elegir y aplicar convenientemente las propiedades de los determinantes para calcular un
determinante de orden n.

4. Realizar la discusion de la dependencia o independencia lineal de m vectores de dimension n;
calcular las coordenadas de cualquier vector respecto de una base dada.

5. Obtener y aplicar las ecuaciones de un cambio de coordenadas; obtener y aplicar las
ecuaciones de una aplicacion lineal; determinar el nucleo y la imagen de una aplicacion lineal.
6. Identificar las incognitas y expresar algebraicamente las relaciones que aparecen en el
enunciado de un problema lineal; escribir el sistema y seleccionar el método mas adecuado para
obtener las soluciones; calcular e interpretar las soluciones obtenidas en el contexto del

problema.

Actitudes.

a) Referentes a la apreciacion de las matematicas:

1. Valorar la riqueza de métodos -graficos, numéricos y algebraicos - para obtener las soluciones
de un sistema de ecuaciones lineales e interpretar los valores obtenidos.

2. Conocer e interpretar el caracter compatible o incompatible, determinado o indeterminado de
un sistema de ecuaciones lineales.

3. Apreciar la simplicidad de simbolizacion y la claridad, sencillez y potencia de los
procedimientos para la resolucion de un sistema de ecuaciones, que los hacen instrumentos
adecuados para el planteamiento y solucion de problemas lineales con varias incognitas.

4. Curiosidad e interés por las relaciones que se dan entre los coeficientes de un sistema y los

valores de sus soluciones.

b) Referentes a la organizacién y héabitos de trabajo:

5. Aplicaciéon correcta y ordenada de las reglas algebraicas o de los métodos numéricos que
permiten obtener las soluciones de un sistema.
6. Capacidad para representar graficamente un problema de programacion lineal e interpretar la

optimizacion del mismo.

3. Fenomenologia de los conocimientos.
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Hay multitud de situaciones en las que cantidades de magnitudes u objetos diferentes
tienen entre ellas una relacion lineal. Esto es lo que ocurre en Quimica cuando se mezclan dos
disoluciones de distinta concentracion de un mismo producto para obtener un resultado previsto;
en problemas de aleaciones; en dietética, con la elaboracion de distintos tipos de dietas en base a
unos alimentos bésicos. También en Economia encontramos la inversion de un capital en
diferentes tipos de obligaciones; negocios de ventas de varios productos; sueldos que se
establecen con distintas condiciones; problemas de cambios de una cantidad en dos o mas clases

distintas de monedas o billetes; problemas de compra de dos o mas productos, etc.

También hay problemas de moviles en los que se establecen diferentes relaciones o
comparaciones entre diferentes velocidades de un mismo fendomeno (transmision de ondas en

distintos medios) o de distintos moéviles que estan relacionados.

Todas estas situaciones ejemplifican relaciones lineales entre cantidades variables, que se
presentan en un mismo fenémeno. El interés por el estudio de estos fendmenos no es reciente,
problemas clésicos como el de la corona de Hieron, rey de Siracusa, ponen de manifiesto que el
algebra lineal ofrece métodos adecuados para estudiar y controlar los resultados de una aleacion,

al igual que para el resto de situaciones que hemos considerado.

Las situaciones en las que se conocen los resultados de sumar o restar distintas cantidades,
o diferentes multiplos de esas cantidades, corresponden al tipo de fendmenos que estudia y

resuelve el algebra lineal.
4. Modelos, representaciones, materiales y recursos.

Una relacion lineal entre n variables representa un hiperplano en el espacio n-dimensional
definido por esas variables. Un sistema de m ecuaciones con n incognitas plantea el problema de
determinar cuantos puntos pertenecen simultdneamente a los m hiperplanos. La solucion tnica
supone que hay un Unico punto en la interseccion de todos ellos; la infinidad de soluciones
supone que hay un subespacio de soluciones; mientras que la carencia de soluciones indica que
los hiperplanos no tienen ningtin punto en comun. Se modelizan asi los sistemas compatibles y

determinados; compatibles e indeterminados; e incompatibles.

El algebra lineal ofrece un sistema de modelos adecuados para los distintos problemas y
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cuestiones que pueden plantearse. La simbolizacion vectorial permite ligar la representacion de
las matrices en forma de tabla, destaca su cardcter doblemente lineal, por filas y por columnas,

al mismo tiempo que proporciona unos criterios claros para los algoritmos de las operaciones.

En cuanto hay que trabajar con mas de dos ecuaciones y mas de dos incognitas, el soporte
informatico se convierte en un elemento imprescindible para trabajar con agilidad y soltura. Los
programas ya citados anteriormente, Derive y Calculus entre otros, ofrecen un manejo sencillo,

junto con una variedad de aplicaciones en el estudio de sistemas.
5. Errores y dificultades.

Desde el punto de vista matematico, los conceptos y procedimientos del algebra lineal
ofrecen junto a una claridad y sencillez de planteamientos, una regularidad y simplicidad en los
métodos para obtener las soluciones de un sistema que raras veces se presenta en otras ramas de
la matemadtica. Sin embargo, su ejecucion correcta necesita de una seleccién de la relacion
correcta y no equivocarse en ninguno de los multiples calculos sencillos que hay que realizar
durante la ejecucion del procedimiento de resolucion. Los pequeiios errores impiden muchas
veces la obtencion de las soluciones correctas; conscientes de ello, muchos alumnos se
concentran excesivamente en realizar todos los calculos correctamente, descuidando la
interpretacion del problema y su expresion algebraica correcta, lo cual produce un nuevo tipo de
errores. Finalmente, la falta de significado practico o de expresion grafica de la gran mayoria de
los problemas que se trabajan convierten el estudio del algebra lineal en un modelo formal,

carente de sentido para la mayor parte de los alumnos.

Molina ha estudiado el comportamiento de alumnos de 15 afios a los que se les propone la
resolucion de un sistema de 3 ecuaciones con 3 incognitas, sin instruccidn previa, y que tienen
como unico instrumento un programa de ordenador que permite transformar el sistema en
estudio en otro equivalente mediante las siguientes transformaciones: sumar a una ecuacion otra
cualquiera del sistema; restar a una ecuacion otra cualquiera del sistema; multiplicar todos los
coeficientes de una ecuaciéon por un mismo numero; dividir todos los coeficientes de una

ecuacion por un mismo factor comun; suprimir las operaciones hechas y volver al comienzo.

Los alumnos trataron de simplificar los coeficientes cuando apreciaban un factor comun;

de multiplicar por -1 cuando encontraban muchos coeficientes negativos; de eliminar incognitas
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para reducir el sistema a otro con menos incognitas. La técnica usual de resolucion consistio en

triangular o escalonar el sistema despues de un niimero considerable de intentos.

Es obvio que los alumnos de esta edad no aprecian que el algebra lineal trabaja con
relaciones lineales, y que cada objeto basico en este caso es una de estas relaciones. El tener que
realizar operaciones paso a paso hace que cada incdgnita se presente como dato simple de
referencia, mientras que la relacion, expresada por la ecuacion, parece de un nivel superior. No
hay un dominio conceptual claro de los objetos con los que se trabaja: ecuaciones, y de las
relaciones entre esos objetos: sistema. La notacion empleada pone el énfasis en que el objeto es
la incognita y la relacion es la ecuacion; por ello hay dificultades en la comprension,
planteamiento e interpretacion de estos problemas, aun cuando sus procedimientos sean

formalmente sencillos.

6. Desarrollo historico del topico.

Momentos y autores importantes en el desarrollo historico de estos contenidos fueron:
1. Los primeros problemas de sistemas en juegos y adivinanzas con nimeros.

2. Problemas de mezclas y aleaciones en el Renacimiento.

3. El trabajo de G. Cramer para la resolucion de ecuaciones lineales.

4. Avances en el siglo XVIII: Bezout, Vandermonde y Laplace.

5. Las aportaciones de Cauchy, Jacobi y Lebesgue.

6. Cayley, Sylvester y la notacidon matricial actual.
7. Bibliografia:

Aleksandrov, Kolmogorov, Laurentiev (1976); Alsina, Trillas (1984); Artin (1970); Barnett
(1980); Bellman (1965); Blum, Berry, Biehler y otros (1989); Bourbaki (1962); Burgos (1980);
Carbod, Hernandez (1976); Cajori (1952); Dieudonné (1987); Florey (1979); Freudenthal (1973);
Gantmacher (1966); Golovina (1980); Guzman, Colera (1991); Guzman, Colera, Salvador
(1988); Lang (1974); Lelong-Ferrand, Arnaudi¢s (1979); Molina (1989); Primo (1988); Steen
(1981); Howson, Kahane, Langinie, Turckheim (1988); Queysanne (1973); Smith (1958); Van
der Waerden (1985); Van Lint (1983); Xambo (1977).
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Tema 29

Titulo: Integracion.

1. Ubicacion y tratamiento en el Disefio Curricular del Ministerio y
Comunidad Autonoma Andaluza.

Este contenido no figura entre los establecidos para Educacion Secundaria Obligatoria. La
integracion aparece dentro de los contenidos marcados en el documento Estructura y Contenidos
para el Bachillerato de las especialidades Ciencias de la Naturaleza y de la Salud, Humanidades
y Ciencias Sociales, y Tecnologia. En primer curso se sefiala el caracter intuitivo y aplicado que
debe tener el estudio del topico, mientras que para segundo curso se establece un estudio

sistematico.
2. Conceptos, procedimientos, estrategias y actitudes.

Conceptos.

1. Area bajo la curva de velocidad. Area bajo una curva. Integral definida.

2. Primitivas de una funcién. Teorema fundamental. Regla de Barrow.

3. Célculo de primitivas. Técnicas de integracion: sustitucion e integracion por partes.

4. Propiedades de la integral definida. Valor medio de una funcion.

5. Aplicaciones de la integracion al calculo de areas. Otras aplicaciones de la integral definida.
6. Integracion numérica. Método del rectangulo; método del trapecio.

Procedimientos.

a) Utilizacién de distintos lenguajes:

1. Expresar y simbolizar la doble relacion que existe entre una funcion y su primitiva.

2. Representar el espacio recorrido por un movil como el drea comprendida bajo la curva de la
funcion de velocidad.

3. Representar el area bajo una curva, o el area comprendida entre dos o mas curvas, como una
integral definida.

4. Obtener graficamente diferentes aproximaciones del drea bajo una curva.
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b) Algoritmos y destrezas:

5. Calcular la funcién primitiva de una funciéon polinémica, o racional con un solo polo,
exponencial o trigonométrica. Utilizar las técnicas de sustitucion e integracion por partes para el
calculo de primitivas.

6. Calcular el area bajo una curva o limitada por varias curvas.

7. Realizar la integracion numérica de una funcion mediante el método del rectangulo o

mediante el método del trapecio.

Estrategias.

1. Obtener la primitiva de una funciéon combinando las reglas de sustitucion e integracion por
partes junto con el conocimiento de las funciones primitivas elementales.

2. Aproximar la medida del area limitada por una curva mediante diversos procedimientos de
acotacion: cuadricula, triangulacion, poligonos inscritos o circunscritos, integracion por trozos,
etc, y establecer una cota de error para la aproximacion hecha.

3. Conocido el ritmo al que estd cambiando una determinada cantidad en funcién de otra
(velocidad de un movil, caudal de agua, etc), interpretar el valor de la cantidad mediante los

conceptos de la integracion y obtenerla a partir de las diferentes técnicas.

Actitudes.

a) Referentes a la apreciacion de las matematicas.

1. Curiosidad e interés por conocer la conexion entre la primitiva de una funcion f y el area
limitada por el grafico de f entre dos ordenadas cualesquiera.

2. Valorar la potencialidad de las técnicas de integracion para obtener las funciones primitivas
de una familia de funciones.

3. Apreciar la utilidad de la regla de Barrow para conocer una cantidad de una determinada

magnitud en un periodo de tiempo, a partir de su ritmo de variacion en el mismo periodo.

b) Referentes a la organizacion y héabitos de trabajo:

4. Conseguir cierta destreza en el dominio de la tabla de primitivas y en la aplicacion de las
técnicas para el calculo de primitivas.

5. Seleccionar un procedimiento para delimitar y aproximar el area bajo una curva, o limitada
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por una curva cerrada, atendiendo a la informacion disponible sobre la curva. Realizar
ordenadamente las divisiones graficas y los calculos necesarios para obtener un valor

aproximado indicado.

3. Fenomenologia de los conocimientos.

El calculo integral tiene su origen en el estudio de problemas en los que se conoce el ritmo
de cambio de una cantidad y el objetivo es hallar una expresion para la propia cantidad. Como el
ritmo de cambio se obtiene por la derivada de la funcion que expresa la cantidad, la ley de la
cantidad se obtiene por integracion. Se trata de resolver el problema inverso al de la derivacion:
conocida la expresion de la derivada de una funcién se quiere calcular la expresion analitica de
la funcion. Los fendmenos sobre los que estudiar la integracion son, esencialmente, los mismos
fenémenos dinamicos que ya se enumeraron en el tema de Derivacion: moéviles, crecimiento de
poblaciones, fendomenos de difusion, productividad, indices, ganancias, fiscalidad progresiva,
cambios de temperatura, etc. En todos estos casos se trabaja con nociones de integracion cuando
se conoce la ley de la razon de cambio y se pide la ley a la que se ajusta la magnitud que esta

sometida a cambio.

También el teorema fundamental del célculo integral plantea otro conjunto de fendmenos
que se estudian mediante el calculo integral: la medida de superficies, cuyos dos tipos mas
conocidos son los que se denominan drea bajo una curva y area delimitada por una curva

cerrada o por varias curvas que dan un contorno cerrado.

El célculo de areas se extiende al célculo de superficies y volumenes de revolucion y
longitud de una curva. Un estudio mas profundo de mecanica que incluya centros de masas,

momentos de inercia, etc. hace uso sistematico de estos conceptos.
4. Modelos, representaciones, materiales y recursos.

Conviene distinguir entre la nocién de integral definida y la de integral indefinida. La
integral indefinida establece una relacion entre funciones, inversa a la derivacion; la funcies que
se calculan se denominan primitivas de la anterior. Este nivel se estudia muy brevemente en

bachillerato y s6lo con caracter técnico o algoritmico. El concepto que se estudia con mayor
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detalle es el de integral definida y encontramos de nuevo cuatro sistemas simbolicos esenciales
para su modelizacion: modelo verbal, que proporciona el valor de una cantidad en un intervalo
de tiempo, cuando se conoce la ley de ritmo de cambio de esa cantidad durante el mismo
intervalo temporal; modelo geométrico, que presenta la integral definida de una funcién en un
intervalo como el area bajo la curva que representa a la funcidon en ese intervalo; modelo
numérico, en el que la integral definida queda establecida como el limite de una suma de
rectangulos que se obtienen como productos de valores de la funcion en un intervalo de la
variable por la longitud de ese intervalo; finalmente, el modelo analitico lo expresa la regla de
Barrow:
b
,[ 2 f(x) d x =F(b) - F(a), en donde F es una primitiva de f.

En el caso de la integracion el modelo basico con el que se trabaja es el modelo
geométrico; la regla de Barrow se presenta como una técnica para poder obtener valores del area
bajo una curva de expresion analitica sencilla y facilmente integrable; el calculo de primitivas es

el complemento algoritmico necesario para poder aplicar la regla de Barrow.

La conexion entre derivacion e integracion sélo se presenta con claridad en el calculo de
primitivas; aun asi, la idea de que una misma funcién admite infinitas primitivas solo se justifica
formalmente. Hay representaciones graficas en las que aparece representada una funcion y=f(x)
y diversas traslaciones verticales de la misma:

y=1x)+c ; y=1(x)+c,;...; y=1(x) + c , en donde se entiende de modo intuitivo
que todas esas funciones tienen la misma pendiente en cada uno de los puntos, es decir, tienen la

misma derivada y, por tanto, son todas ellas primitivas de la misma funcion.

Sin embargo, el hecho de que el valor de la derivada de una funciéon en un punto tenga
caracter local, mientras que la integral definida deba extenderse a un intervalo, forma parte de la
misma interpretacion dindmica de las funciones: la velocidad o razén de cambio es un valor
instantaneo, reducido a un punto; el espacio recorrido por un moévil es necesariamente una
cantidad que necesita de duracion, o intervalo temporal. El juego con los diferentes modelos, el
caracter de operacion inversa de la derivacion pero con diferencias acusadas, el empleo de
representaciones geométricas no limitadas so6lo a superficies, y otros, son algunas de las

consideraciones que deben hacerse en relacion con el estudio de la integracion.
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Materiales para el trabajo con este tema son el intégrafo y los diferentes tipos de
planimetros propios de estudios tecnoldgicos y practicamente ausentes en los centros de
Bachillerato. El software informatico dedicado al estudio de funciones es, en la actualidad, el
material més practico y que mejor auna el cardcter dindmico con las representaciones

geométricas.
5. Errores y dificultades.

Se han sefialado en el apartado anterior algunas dificultades que surgen al tratar de
presentar la integracion mediante el uso, lo mas completo posible, de los diferentes modelos con
los que se trabaja, asi como los que surgen de las dificultades de interpretar la integral definida
como inversa de la derivada en un punto, por analogia con la relacion entre la primitiva de una
funcion y la propia funcion. Orton ha realizado estudios descriptivos, basados en pruebas y
entrevistas a estudiantes, para sefialar los errores usuales de los alumnos en el trabajo sobre
integracion. En estudios recientes, Artigue sefiala como causas iniciales de error en el estudio
del célculo la dificultad de utilizar representaciones graficas relevantes y el nivel minimo de
significacion que atribuyen a las simbolizaciones utilizadas. El Grupo dedicado al estudio del
Pensamiento Matematico Avanzado (Advanced Mathematical Thinking) ha presentado
recientemente un estudio sistematico en el que se incluyen pocos datos definitivos para explicar
los errores y dificultades en el aprendizaje del céalculo, pero en el que se sehalan lineas de
trabajo e investigacion bien fundadas y orientadas. Schoenfeld también ha estudiado las
dificultades que surgen en el célculo de primitivas cuando se da prioridad a un método estandar
de resolucion en vez de comenzar por una sustitucidn que permita una simplificacion
considerable de los célculos. A partir de sus observaciones elabordé un modelo de estrategia de
control para el célculo de primitivas, que puede emplearse para diagnostico, correccion y
orientaciéon, y que incluye tres pasos fundamentales: simplificacion, clasificacion y

modificacion.

6. Evolucion historica del topico.
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Momentos y autores importantes en la evolucion de estos conceptos son:
1. Eudoxo y el método de exhauscion.

2. Arquimedes y el método de division.

3. Cavalieri y el método de los indivisibles.

4. El nacimiento del calculo. Newton y Leibniz.

5. La integral definida de Cauchy. La integral de Riemann.

6. Las funciones medibles, Lebesgue. Generalizacion del concepto de integral.

7. Bibliografia de referencia.

Abreu, Canavati, Ize, Minzoni (1983); Apostol (1960); Artigue (1991); Bishop, Bridges (1985);
Boyer (1986); Bryant (1990); Bynum, Browne, Porter (1986); Courant, John (1989); Delachet
(1967); Engel (1979); Eves (1983); Fernandez Vina (1992); Forcada (1988); Freudenthal
(1973); Grattan-Guinnes (1984); Guzman, Rubio (1992); Guzman (1979); Guzman, Colera,
Salvador (1988a); Guzman, Colera, Salvador (1988b); Hardy (1987); Hoffmann (1983); Lages
(1991); Nemirovsky (1991); Orton (1983); Puig Adam (1962); Rey Pastor (1952); Rudin
(1967); Schoenfeld (1985);Tall (1991); Volkov (1987).
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Tema 30

Titulo: Numeros complejos.

1. Ubicacion y tratamiento en el Disefio Curricular del Ministerio y
Comunidad Autonoma Andaluza.

No hay referencia a niimeros complejos en los contenidos sefialados para Educacion
Sencundaria Obligatoria. Tampoco aparece ninguna mencion explicita a estos contenidos en el

documento Estructura y Contenidos para el Bachillerato.

Sin embargo, en el Disseny Curricular para la Ensenyament Secundari Obligatori de la
Generalitat de Catalunya aparecen nombrados explicitamente los complejos dentro de los

contenidos de la asignatura Matematiques.
2. Conceptos, procedimientos, estrategias y actitudes.
Conceptos.

1. Sucesivas ampliaciones de los conjuntos numéricos. Unidad imaginaria. Numeros complejos;
notacion bindmica. Suma, resta, producto y division de nimeros complejos.

2. Representacion geométrica de los numeros complejos. Representacion de la suma de
complejos, del producto de un complejo por la unidad imaginaria y del conjugado.

3. Notaciéon polar de un complejo. Expresion trigonométrica; relacion entre las distintas
notaciones. Producto, division, potencia y radicacion de un complejo en forma polar.

4. Raices enésimas de la unidad. Férmula de Moivre. Aplicaciones a la trigonometria.

5. Regiones y figuras en el plano complejo.
Procedimientos.

a) Utilizacién de distintos lenguajes.

1. Expresar raices de numeros negativos como numeros imaginarios. Ampliar el célculo de las
raices de una ecuacion de segundo grado a las soluciones complejas.

2. Simbolizar nimeros complejos empleando las diferentes notaciones: bindmica, polar y
trigonométrica; representar geométricamente nimeros complejos.

3. Representar graficamente igualdades en las que intervienen numeros complejos.
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b) Algoritmos y destrezas.

4. Sumar, restar, multiplicar, y dividir complejos en forma bindémica. Multiplicar y dividir
complejos en forma médulo-argumental o trigonométrica.

5. Calcular las potencias n-ésimas de la unidad imaginaria y las raices n-ésimas de la unidad.
Calcular potencias y raices de un niimero complejo.

6. Resolver ecuaciones con numeros complejos.

7.Calcular el sen n o y cos n a en funcion de sen o y cos a.

Estrategias.

1. Elegir la notacion mas adecuada para expresar relaciones entre numeros complejos y resolver
problemas basados en tales relaciones.

2. Expresar simbolicamente regiones sencillas en el plano complejo; representar en el plano
identidades entre complejos.

3. Interpretar geométricamente operaciones con numeros complejos.

Actitudes.

a) Referentes a la apreciacion de las matematicas:

1. Valorar las distintas formas de notacién para niimeros complejos y sus ventajas para la
realizacion de determinadas operaciones.

2. Curiosidad e interés por expresar mediante identidades complejas regiones o figuras sencillas
del plano.

3. Apreciar la definicion de nimeros complejos como objeto que viene a proporcionar solucion
a la ecuacion x2 + 1 = 0, a las ecuaciones de segundo grado, y a todos los polinomios de

coeficientes reales, en general.

b) Referentes a la organizacion y habitos de trabajo:

4. Utilizacion de la jerarquia y propiedades de las operaciones y de las reglas de uso de los
paréntesis en calculos escritos y en la simplificacion de expresiones complejas.

5. Sensibilidad y gusto por la presentacion ordenada y clara del proceso seguido, de los
resultados obtenidos y de su representacion en el plano, en la realizacion de operaciones con

nimeros complejos.
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3. Fenomenologia de los conocimientos.

La fisica contemporanea utiliza los nimeros complejos desde hace mas de doscientos afios
y su presencia, hoy dia, es tan frecuente que se puede hablar de una “complejificacion” de la
fisica. La importancia de los nimeros complejos radica en el hecho de su multiplicacion, que
liga las partes real e imaginaria, y en las propiedades que tiene esta operacion. Ahora bien, todo
conjunto de relaciones fisicas en las que aparecen numeros complejos puede reemplazarse por
un conjunto equivalente en el que so6lo haya ntimeros reales, separando las partes real e
imaginaria y considerando pares ordenados de numeros reales. Esto ocurri6é desde el comienzo
cuando D’Alembert encontré la solucion general del sistema de ecuaciones de Cauchy-
Riemann, mediante las partes real e imaginaria de la solucién general compleja que hoy

conocemos.

Los desarrollos en series trigonométricas utilizados en la teoria de las vibraciones también
trabajaron de modo independiente las partes real e imaginaria de los desarrollos de las

exponenciales imaginarias.

Los ntimeros complejos también los encontramos en Optica, al resolver ecuaciones
diferenciales que describen fendmenos ondulatorios por el método de las funciones propias. Sin
embargo, no hay un fendémeno fisico relativamente sencillo cuya interpretacion matematica
sugiera el concepto de unidad imaginaria o de nlimero complejo. Nos encontramos en el campo
de los niimeros complejos con unos conceptos y procedimientos cuyo origen y motivacion
inicial estan unicamente dentro del campo de las matematicas, aunque su empleo posterior en
diferentes campos de la fisica permita estudiar, resolver e interpretar multiples problemas
ligados a los fendmenos fisicos. Esta situacion especial hace que los nimeros complejos tengan
que presentarse e introducirse Unicamente mediante referencias matematicas y que los
planteamientos fenomenologicos queden muy lejanos a las posibilidades de los alumnos de
Bachillerato.

4. Modelos, representaciones, materiales y recursos.
La unidad imaginaria tiene distintas representaciones:

solucién de la ecuaciéon x 2+ I = 0 ; operatoria: V-1 ; simbdlica: i ; relacional: i 2 = -1 ;
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geométrica: punto unitario del eje de ordenadas en el plano complejo; vectorial: vector unitario
en el eje de ordenadas. Tenemos de nuevo los diferentes sistemas simbodlicos usuales en
matematicas: verbal, numérico-operativo, grafico y algebraico, con los que se presenta la nocion
de unidad imaginaria. Esta variedad de representaciones permite poner de manifiesto la riqueza
de relaciones que conforman este concepto. Por extension, surgen los modelos de los numeros
complejos: par de nimeros reales (a, b); binomio entre la componente real e imaginaria: a + bi;

expresion modulo argumental py; expresion trigonométrica p (cos 0 + 1 sen 0); punto del plano

complejo de coordenadas (a, b); vector con origen en (0,0) y extremo en (a, b).

Cada una de estas representaciones tiene unas determinadas ventajas y, a su vez, unas
limitaciones. La notacidon binémica, que se corresponde con la representacion vectorial, es util

para representar las operaciones suma y resta de complejos o el paso al conjugado.

La notacion modulo argumental, que se corresponde con la representacion en coordenadas
polares, es adecuada para expresar las operaciones producto y division de complejos, al menos
que nosotros conozcamos, aunque se pueden utilizar las construcciones fisicas preparadas para
utilizar como un plano cartesiano o un plano polar y el software informatico que trabaje con

ambos tipos de coordenadas.
S. Errores y dificultades.

El cardcter puramente formal de la unidad imaginaria y, por tanto, de los numeros
complejos hace més dificil poner de manifiesto las interpretaciones erroneas que se realizan en
el trabajo con numeros complejos o los fallos en la ejecucion de procedimientos. S6lo cuando
concluye una tarea es posible apreciar su incorreccion por las contradicciones que se derivan de

un planteamiento erréneo. El caso mas conocido es la paradoja:

en donde se utilizan las reglas de calculo de modo aparentemente correcto, pero poniendo
de manifiesto una falta de comprension o desconocimiento de las operaciones entre complejos.

En notaciéon bindémica las operaciones producto y divisiéon tienen mayor dificultad
operatoria debido a la propia complejidad de las reglas, y dan lugar a una mayor cantidad de

errores procedimentales. En notacion médulo argumental hay una dificultad considerable con la
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obtencion de las raices n-€simas de un complejo; en este caso hay que recordar que todo numero
complejo tiene infinitos argumentos que, si bien son equivalentes para el producto, la division y
la potenciacion, no lo son para la radicacion y que, por tanto, la clase formada por todos los
complejos de igual médulo y argumentos congruentes modulo 2w se parte en n clases diferentes,
cuyos argumentos vienen dados mediante la expresion:
o= 0+ 2kn k=0,1,...,n-1.
n

En este paso la informacion disponible por parte del alumno es Unicamente la que le
proporciona su profesor y, dificilmente, llega a comprender la sutileza del argumento
justificativo. Carecemos de estudios sistematicos que nos aporten informacion contrastada sobre

errores y dificultades en el aprendizaje de los complejos.

6. Desarrollo historico del topico.

Algunos momentos y autores importantes en la evolucion de los nimeros complejos son:
1. La solucidn de la ecuacion cubica. Cardano, Bombelli.

2. Las primeras representaciones graficas. Wallis, Cotes.

3. Numeros complejos y funciones circulares. Leibniz, Moivre y John Bernouilli.

4. La exponencial imaginaria. Euler.

5. El teorema fundamental del Algebra. Gauss y D’ Alembert.

6. Las funciones complejas. Cauchy.

7. Bibliografia basica.

Apostol (1960); Ahlfors (1966); Birkhoff, MacLane (1963); Bishop, Bridges (1985); Bochner
(1991); Boyer (1986); Bravo (1971); Bunch (1987); Cartan (1968); Courant, John (1989);
Davis, Hersch (1988) Dieudonné (1989); Euler (1988); Feferman (1989); Freudenthal (1973);
Guzman, Colera, Salvador (1988); Hardy (1987); Keldysch (1974); Lang (1976); Lovell (1977);
Pozniak (1991); Rey Pastor (1941); Smith (1958); Sondheimer, Rogerson (1981); Stillwell
(1989); van der Waerden (1985); Whitehead (1946).

Tema 31
Titulo: Geometria Analitica plana.
1. Ubicacion y tratamiento en el Disefio Curricular del Ministerio Yy
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Comunidad Autonoma Andaluza.

En el documento Estructura y Contenidos para el Bachillerato aparece la geometria
analitica del plano dentro de los contenidos correspondientes a primero y segundo cursos de las
especialidades Ciencias de la Naturaleza y de la Salud y Tecnologia. Estos contenidos no se

proponen para la especialidad de Ciencias Sociales y Humanidades.
2. Conceptos, procedimientos, estrategias y actitudes.
Conceptos.

1. Vectores en el plano. Producto escalar. Vectores ortogonales. Base ortonormal. sistema de
representacion. Coordenadas cartesianas.

2. Ecuaciones de la recta. Posiciones relativas de dos rectas. Célculo de distancias. Mediatriz de
un segmento.

3. Estudio analitico de la circunferencia. Potencia de un punto con respecto a una
circunferencia. Eje radical de dos circunferencias.

4. Las secciones del cono. Estudio analitico de la elipse, la hiperbole y la pardbola. Asintotas de

la hipérbola. Tangente a una elipse, hipérbola o parabola.
Procedimientos.

a) Utilizacién de distintos lenguajes:

1. Expresar la ecuacion de una recta en forma vectorial, paramétrica, continua, punto-pendiente,
explicita o general y realizar la interpretacion geométrica en cada caso.

2. Estudiar analiticamente y representar graficamente la posicion relativa de dos rectas.

3. Obtener la ecuacion de una circunferencia a partir de diferentes condiciones; determinar el
centro y radio de una circunferencia a partir de su ecuacion y representarla graficamente.

4. Estudiar analiticamente y representar graficamente la posicion relativa de una recta y una
circunferencia o de dos circunferencias.

5. Obtener la ecuacion de una conica a partir de diferentes condiciones; determinar los
elementos principales de una conica a partir de su ecuacion y representarla graficamente.

6. Estudiar analiticamente y representar graficamente la posicion relativa de una recta y una

conica.
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b) Algoritmos y destrezas:

7. Obtener la ecuacion de una recta a partir de unas condiciones propuestas. Determinar el punto
de corte de dos rectas y calcular el angulo que forman. Calcular la distancia entre un punto y
una recta y entre dos rectas paralelas.

8. Obtener la ecuacion de las rectas tangente y normal a una circunferencia en un punto; obtener
la ecuacion del eje radical de dos circunferencias.

9. Obtener la ecuacion de las rectas tangente y normal a una conica en un punto; obtener las

ecuaciones de las asintotas de una hipérbola.

Estrategias.

1. Interpretar geométricamente y encontrar relaciones entre los coeficientes de las diferentes
ecuaciones de una recta.

2. Comprobar analiticamente relaciones entre rectas, rectas y circunferencias o entre
circunferencias, y deducir o interpretar propiedades y relaciones de geometria cléasica en las que
intervienen rectas y circunferencias.

3. Expresar analiticamente las condiciones de un lugar geométrico y obtener su ecuacion.

4. Aplicar los métodos de la geometria analitica del plano para plantear y resolver problemas de

incidencia y otras relaciones entre rectas, circunferencias y conicas.

Actitudes.

a) Referentes a la apreciacion de las matematicas:

1. Valorar la riqueza de expresiones para la ecuacién de una recta y la interpretacion de los
coeficientes en cada caso.

2. Curiosidad e interés por la expresion analitica de propiedades y relaciones de la geometria
clasica.

3. Apreciacion de la simplicidad y eficacia de los métodos cualitativos para la resolucion de
problemas geométricos y la claridad en la expresion de los resultados.

4. Apreciacion de la potencia de los métodos de la geometria analitica al conjugar el caracter
intuitivo de las representaciones graficas con la simplicidad simbdlica y operatoria de la

notacion algebraica.
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b) Referentes a la organizacion y héabitos de trabajo:

5. Sistematizar la expresion grafica de relaciones analiticas y la interpretacion analitica de
representaciones graficas.

6. Seleccionar y encontrar la expresion analitica mas adecuada para una recta, circunferencia o
conica segun la situacion y el problema que se trate de resolver.

7. Aplicar ordenada y eficazmente las relaciones y reglas de los procedimientos para la

resolucion de problemas de geometria analitica del plano.
3. Fenomenologia de los conocimientos.

La localizacién utilizando coordenadas conduce a la algebrizacion de la geometria.
Mientras que el sistema de coordenadas polares utilizado para describir la boveda celeste y la
superficie terrestre ha servido para sistematizar la localizacion, el sistema de coordenadas
cartesianas resulta particularmente eficaz para describir figuras geométricas y movimientos
mecanicos y, mas adelante, funciones en general. Una figura se traduce algebraicamente en una
relacién entre coordenadas, un movimiento en una funcién que depende del tiempo y una
aplicacion geométrica en un sistema de funciones de un cierto nimero de variables. De este
modo, como ocurrid historicamente, se algebrizo la teoria de las conicas y al mismo tiempo se
amplid; la mecanica geométrica de Newton se transformé en la mecédnica analitica, mucho mas

eficiente; y la teoria de funciones se pudo elaborar algebraico-analiticamente.

Los “fenémenos” que estudia la geometria analitica son, inicialmente las figuras
geométricas simples: recta, circunferencia y conicas; cada una de estas figuras procede a su vez,
como ya se ha indicado anteriormente, de una serie de fendmenos estaticos: contornos, huecos,
etc, y dindmicos: movimientos lineales uniformes, movimientos circulares y movimientos de
proyectiles. Las secciones del cono las encontramos también en las oOrbitas de los cuerpos
celestes. Los movimientos de los planetas y el movimiento relativo de la tierra respecto del sol
intentaron interpretarse durante muchos anos mediante la circunferencia; después de Kepler el
modelo de la elipse fue el que did la interpretacion correcta. Los fendmenos de reflexion en
espejos parabolicos, hiperbdlicos, elipticos y circulares hacen también uso de conceptos
analiticos, y permiten la construccion de hornos, paneles y centrales solares. Las pantallas de
radar, antenas parabodlicas, etc, son otros tantos productos industriales basados en las

propiedades de secciones y superficies conicas.
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4. Modelos, representaciones, materiales y recursos.

Cada uno de los objetos matematicos: linea recta, circunferencia, elipse, hipérbola y
parébola es un modelo matematico para una serie de fendmenos que hemos comentado; estos
modelos se presentan conjuntamente en las secciones del cono. La geometria analitica hace el
estudio de estos modelos expresando algebraicamente las relaciones entre las coordenadas de un
punto cualquiera que pertenezca a una de estas figuras, cuando se las considera en un plano
cartesiano. La identificacién de las coénicas con las funciones bicuadraticas, incluyendo los
pares de rectas y rectas dobles, fue uno de los resultados mas notables de la geometria analitica,
posteriormente ampliado a la geometria proyectiva. En este tema el estudio se realiza sobre las
expresiones canonicas mas sencillas de la circunferencia, elipse, hipérbola y parabola, pero no
cabe duda que se proporciona una ocasion para familiarizar a los jévenes con unos conceptos
cuyo interés en la historia de la matemadtica y la ciencia ha sido considerable. Cada cénica se
presenta como una figura y una ecuacion asociada, pero hay otras representaciones interesantes.
Si utilizamos un sistema de coordenadas determinado por dos tramas de circunferencias
concéntricas a distancia constante de centros respectivamente C1 y C2, es facil ir sefialando
puntos del plano cuya suma -o diferencia- de distancias a Cl y C2 respectivamente, sea
constante. Se obtienen asi una serie de puntos que forman parte de una misma elipse, o
hipérbola, con focos los puntos C1 y C2. Por cada valor que se tome como constante para la
suma, o diferencia, de distancias se obtiene una elipse, o hipérbola, con iguales focos (se

denominan confocales).

La familia de elipses - o hipérbolas - confocales no se cortan entre si, pero cada elipse
corta a cada hipérbola en angulo recto. Igualmente se puede hacer la representacion de una
parabola combinando una trama de circunferencias concéntricas a una distancia constante, d,
con una trama de rectas paralelas a una recta dada, con igual distancia constante d. La elipse se
puede representar por el método del jardinero, mediante doblado de papel, con el método del
triangulo de Leonardo, o bien con un elipsografo.

La hipérbola también puede dibujarse con una regla fija por un extremo A y un hilo fijo al
otro extremo de la regla y a un punto B; apoyando un lapiz sobre el hilo y la regla, hace el
recorrido de una hipérbola de focos A y B. También se puede construir como envolvente,
utilizando hilos. Igualmente hay paraboldgrafos, y no debemos olvidarnos de citar la regla y el
compas. Las representaciones de las conicas son curiosas e interesantes, y muestran en su

elaboracion distintas propiedades de estas figuras.
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Son variados los materiales escolares que muestran las secciones conicas mediante
diferentes cortes en un cono. Hay cuerpos en madera y en plastico transparente en donde las
secciones se visualizan con facilidad. Muchos objetos industriales tienen contornos o secciones
que corresponden a diferentes tipos de estas figuras y que se pueden utilizar facilmente como

recursos para el aula.
5. Errores y dificultades.

Los contenidos de Geometria Analitica han formado parte casi siempre de cursos de
especializacion en matematicas dentro de los estudios de Bachillerato, para la especialidad de
Ciencias o similares. Se trata pues, de unos conocimientos que se transmiten sélo a una parte de
los alumnos, aquellos que tienen mayor interés y estan mas motivados por alcanzar un dominio
mas completo en el campo de las matemadticas y que, por tanto, han superado suficientemente
las dificultades anteriores. Trabajar en Geometria Analitica implica tener un dominio aceptable
de expresiones algebraicas de primer y segundo grado con dos variables; operar con tales
expresiones: despejando, obteniendo factores comunes cuando proceda, simplificando, etc.
También hay que interpretar y resolver sistemas de dos ecuaciones con dos incdgnitas y seguir
procesos deductivos de cierta complejidad. Por otra parte hay que tener un dominio basico de
las relaciones que se presentan entre dos o mas rectas, rectas y circunferencias y dos o mas
circunferencias. El concepto de lugar geométrico como conjunto de puntos del plano que
satisfacen cierta propiedad es muy importante para estos contenidos. La presentacion intuitiva
de la elipse, hipérbola y parabola, que permita disponer de un concepto sencillo asociado a las
representaciones correspondientes tiene también importancia. No es suficiente tener la imagen
grafica sino que conviene disponer de experiencias asociadas que conecten de inmediato con

algunas propiedades fundamentales.

El ntcleo de la Geometria Analitica consiste en la expresion y tratamiento algebraico de
las rectas, circunferencias y conicas, asi como de sus propiedades y relaciones. Su comprension
necesita de un dominio basico del lenguaje algebraico y del geométrico y de una conexion
adecuada entre ambos. Sorprendentemente, donde mayores dificultades se presentan es en el
estudio analitico de la recta y de las propiedades y relaciones que se derivan. Esto es debido a la
multiplicidad de expresiones que se presentan, al significado atribuido a cada una de ellas y a
las necesarias transformaciones que hay que realizar para resolver los problemas y cuestiones

planteados cuando la ecuacién inicial de la que se dispone no tiene la expresion adecuada.
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Muchos alumnos se pierden en ejercicios de transformacion de unas expresiones en otras
equivalentes, a las que no terminan de encontrar significado. Se trata de problemas de notacion
algebraica mas que geométricos, y una vez hecha la representacion pierden gran parte de su
interés. No conocemos ningun estudio sistematico sobre errores y dificultades en la iniciacion a
la Geometria Analitica; si es usual que los alumnos terminen encontrando tediosos estos
contenidos por el exceso de rutinas que generan y la falta de interés y de situaciones abiertas y

creativas.
6. Desarrollo historico del topico.

Momentos y periodos importantes en la evolucion historica de estos conceptos son:
1. Geometria Griega. Apolonio y Euclides.

2. El comienzo de la Geometria Analitica. Descartes, Fermat, Wallis.

3. El estudio de las conicas y los movimientos. Kepler, Newton, Leibniz.

4. Avances de la geometria en el siglo XVIII. Euler, Clairaut, D’ Alambert.

5. Desarrollo de la geometria analitica en el siglo XIX. Pliicker, Bobillier.

6. La fundamentacion de Hilbert. Geometria analitica actual.
7. Bibliografia:

Alsina, Burgués, Fortuny (1988); Alsina, Trillas (1984); Burgos (1980); Castelnuovo (1979);
Castelnuovo (1981); Coxeter (1971); Freudenthal (1978); Guerra, Figueroa (1991); Guelfand,
Glagolieva, Kirillov (1981); Grupo Cero (1979); Gutiérrez, Garcia (1983); Guzman, Colera,
Salvador (1988); Henderson (1973); Hilbert, Cohn-Vossen (1983); Lang-Murrow (1988);
Lindquist, Shulte (1987); Morris (1986); Lucio (1984); Pedoe (1979); Puig Adam (1961); Rey
Pastor, Santalo, Balanzat (1959); Reyes (1984); Skemp (1980); Smith (1958); Velasco (1983);
Wells (1991); Yakovliev (1985).
Tema 32
Titulo: Geometria Analitica del espacio.
1. Ubicacion y tratamiento en el Disefio Curricular del Ministerio y
Comunidad Autéonoma Andaluza.
Los contenidos de este tema aparecen entre los que se sefialan para el segundo curso de las
Especialidades Ciencias de la Naturaleza y de la Salud y Tecnologia, en el documento Estructura

y Contenidos para el Bachillerato, publicado por Ministerio de Educacion y Ciencia.

443



2. Conceptos, procedimientos, estrategias y actitudes.
Conceptos.

1. Vectores en el espacio. Producto escalar. Vectores ortogonales. Base ortonormal. Sistema de
representacion. Coordenadas cartesianas.

2. Ecuaciones de la recta. Posiciones relativas de dos rectas. Angulo de dos rectas.

3. Ecuaciones del plano. Posiciones relativas de planos y rectas. Representacion grafica de
planos y rectas. Vector perpendicular a un plano. Angulos entre rectas y planos.

4. Distancias entre puntos, rectas y planos.

5. Producto vectorial; propiedades. Producto mixto de vectores. Célculo de volimenes.

6. Ecuaciones del cilindro, cono y esfera. Otras superficies de revolucion.
Procedimientos.

a) Utilizacién de distintos lenguajes:

1. Expresar la ecuacion de una recta en forma vectorial, paramétrica o continua y realizar la
interpretacion geométrica en cada caso.

2. Estudiar analiticamente y representar graficamente la posicion relativa de dos rectas en el
espacio.

3. Expresar la ecuacion de un plano en forma vectorial, paramétrica o implicita y relizar la
interpretacion geométrica en cada caso.

4. Estudiar analiticamente y representar graficamente la posicion relativa de una recta y un
plano o de dos planos.

5. Interpretar geométricamente el producto escalar, el producto vectorial y el producto mixto.

6. Expresar la ecuacion de un cilindro y de un cono, en casos sencillos, y la de una esfera;

realizar la interpretacion geométrica en cada caso.

b) Algoritmos y destrezas:

7. Utilizar las coordenadas para determinar el vector que une dos puntos, el punto medio de un
segmento, el simétrico de un punto respecto de otro, el baricentro de un tridngulo, y otros
problemas similares.

8. Obtener la ecuacion de un plano a partir de unas condiciones propuestas. Determinar la
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interaccion de dos planos o de una recta y un plano.

9. Obtener la ecuacion de un plano a partir de unas condiciones propuestas. Determinar la
interaccion de dos planos o de una recta y un plano.

10. Obtener un vector perpendicular a un plano. Calcular el angulo que forman dos planos o una
recta y un plano.

11. Calcular la distancia de un punto a un plano o a una recta, distancia entre dos rectas,
distancia entre una recta y un plano y distancia entre planos paralelos.

12. Calcular el producto escalar, vectorial o mixto de vectores. Calcular el volumen de un

paralelepipedo.

Estrategias.

1. Interpretar geométricamente las diferentes ecuaciones de una recta, de un plano o de una
superficie de revolucion.

2. Comprobar analiticamente relaciones entre rectas, rectas y planos o entre planos, y probar o
interpretar propiedades y relaciones de geometria en las que intervienen planos y rectas.

3. Utilizar el producto escalar, el producto vectorial y el producto mixto de vectores para el
calculo de longitudes, angulos, superficies y volimenes en el espacio.

4. Aplicar los métodos de la geometria analitica del espacio para plantear y resolver problemas
de incidencia y otras relaciones entre rectas, planos y algunas superficies de revolucion

sencillas.

Actitudes.

a) Referentes a la apreciacion de las matematicas:

1. Valorar la riqueza de expresiones para la ecuacion de una recta, de un plano o de una
superficie de revolucion, interpretando los coeficientes en cada caso.

2. Curiosidad e interés por encontrar la expresion analitica de propiedades y relaciones de la
geometria clésica del espacio.

3. Apreciacion de la sencillez y eficacia de los métodos analiticos para la resoluciéon de

problemas geométricos y la claridad en la expresion de los resultados.
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4. Apreciacion de la potencia de los métodos de la geometria analitica al conjugar el caracter
intuitivo de las representaciones graficas con la sencillez simbdlica y operatoria de la notacion

algebraica.

b) Referentes a la organizacion y héabitos de trabajo:

5. Sistematizar la expresion grafica de relaciones analiticas y la interpretacion analitica de
representaciones graficas en el espacio.

6. Seleccionar y encontrar la expresion analitica méas adecuada para una recta, un plano o una
superficie de revolucion, segun la situacion y el problema que se trate de resolver.

7. Aplicar ordenada y eficazmente los procedimientos para la resolucion de problemas de

geometria analitica del espacio.
3. Fenomenologia de los conocimientos.

La geometria analitica se considera como aquella parte de la matematica que, aplicando el
método de las coordenadas, estudia los objetos geométricos por medios algebraicos. De este
modo, problemas clasicos de construccién geométrica pasaron a tener un proceso de solucion
mediante técnicas algebraicas, como ocurre con la determinacion de un punto que divide a un
segmento segin una razon dada, el calculo de la distancia entre dos puntos, el area de un
tridngulo en funcion de las coordenadas de sus vértices o el volumen de un paralelepipedo. El
desarrollo de la geometria analitica proporciond, junto con el célculo diferencial y el calculo
integral, el instrumento matematico para el desarrollo de la fisica que se acelera a partir del siglo

XVII, con la teoria de la gravitacion universal.

La geometria analitica del espacio no comienza hasta la primera mitad del siglo XVIII,
cuando para representar un punto en el espacio se toman tres ejes perpendiculares y se
consideran las distancias del punto a cada uno de los planos determinados por los ejes como las
coordenadas de dicho punto. A partir de las coordenadas espaciales, y al adoptar la
representacion vectorial para las fuerzas, velocidades y aceleraciones, cada cantidad de una de
estas magnitudes viene dada por sus coordenadas. Los vectores en el espacio, sus operaciones y
propiedades expresadas por métodos analiticos permiten dar un tratemiento matematico
unificado a las magnitudes vectoriales, proporcionando una teoria clara y precisa para trabajar

con fendmenos fisicos y tecnoldgicos.
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4. Modelos, representaciones, materiales y recursos.

La nociodn clave en la geometria analitica del espacio es la de vector en la que tenemos un
segmento orientado, un punto (cuando el origen del vector lo tomamos en el origen de
coordenadas), unas coordenadas -las del extremo-, un médulo o medida del vector, junto con su
direccion y sentido. Esta nocidn, aparentemente sencilla, permite representar las cantidades de
aquellas magnitudes en las que hay que tener en cuenta no sélo su medida sino también la
direccion y el sentido. Por ello mismo se les llama magnitudes vectoriales. La geometria
analitica del espacio ofrece un modelo tridimensional para el estudio del espacio en el que se
pueden representar puntos, rectas, planos, lineas y superficies. Pero cada punto -objeto estatico-
se identifica con un vector -objeto dindmico- permitiendo una dualidad de interpretaciones a

las relaciones y propiedades que se establecen en geometria analitica.

La representacion de un punto se hace con una letra: P; con un vector OP; con una terna:
las coordenadas (x,y,z,) de P; con una marca grafica en un sistema cartesiano tridimensional;
también puede darse mediante coordenadas polares. A partir de este modelo basico y de sus
diferentes representaciones se produce un desarrollo de la geometria analitica. Ideas basicas son
que los puntos alineados con el origen deteminan vectores que comparten una misma direccion
y sentido y s6lo se diferencian por su mddulo; esto permite establecer relaciones lineales. Los
puntos de un plano vienen dados por vectores que son combinacion lineal de otros dos, etc. Con
este sistema se deducen propiedades geométricas empleando un nimero minimo de principios
por métodos puramente analiticos, que se pueden emplear igualmente en mecénica para el

estudio del equilibrio y el movimiento en el espacio.

Los materiales para trabajar en geometria analitica tridimensional son escasos y de poca
utilidad para los aspectos dindmicos. Los recursos actuales en la representacion del espacio
tridimensional mediante programas informaticos proporcionan un soporte adecuado para

trabajar en este campo, todavia pendiente de una mayor exploracion y difusion.
5. Errores y dificultades.
La geometria analitica del espacio tiene mayor dificultad que la geometria analitica del

plano. En primer lugar, se presentan problemas de representacion: el espacio tridimensional se

trabaja sobre una representacion plana con las dificultades de perspectiva subsiguientes. En
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segundo lugar la mayor dimension del espacio plantea una complejidad mayor de subespacios y
variedades, con los consiguientes problemas de incidencia, distancias, angulos, etc. Las
ecuaciones de las rectas en el espacio son menos intuitivas y, por otra parte, la similitud entre
las ecuaciones de la recta para la geometria plana con las ecuaciones del plano para la geometria
del espacio también induce a confusion. Se dispone de mayor nimero de conceptos e
instrumentos, como ocurre con el producto vectorial, que proporcionan nuevas posibilidades de
resolver problemas; pero ello mismo provoca que los alumnos resulten confundidos ante la
variedad de opciones a seguir y no tengan claro cudl es la mejor elecciéon en cada caso. Un
dominio de la geometria analitica supone, por otra parte, una capacidad considerable de
intuicion visual y captacion de representacion de relaciones espaciales que no todos los alumnos

de estos niveles estan en condiciones de dominar.
6. Desarrollo historico del topico.

Momentos y autores importantes en la evolucion historica de estos conceptos fueron:
1. Geometria Griega. Euclides.
2. Comienzo de la Geometria Analitica. Descartes, Fermat, Wallis.
3. Geometria analitica de magnitudes vectoriales. Lagrange, Monge.
4. Expresion analitica de magnitudes vectoriales. Grassmann, Cayley.
5. Espacios de Hilbert.

7. Bibliografia:

Aleksandrov, Kolmogorov, Laurentiev (1973a); Alsina, Trillas (1987); Bochner (1991); Boyer
(1986); Burgos (1980); Castelnuovo (1981); Coxeter (1971); Efimov (1978); Gelfand,
Glagolieva, Kirillov (1981); Golovina (1980); Gutiérrez, Garcia (1983); Guzman, Colera
(1989); Henderson (1973); Hilbert, Cohn Vossen (1983); Lang, Murrow (1988); Lindquist,
Shulte (1987); Menna (1981); Morris (1986); Rey Pator, Santald, Balanzat (1959); Roanes
(1980); Smith (1958); Yakovliev (1985).
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III.3. La Asignatura: Prédcticas de Ensefianza.
[T1.3.1. Fundamento del Programa.

La Didactica de la Matematica, ya se ha dicho, se ocupa de los procesos de ensefianza y
aprendizaje de las matematicas. La ensefianza como actividad es una practica humana y social.
Es, precisamente, el compromiso de la Didactica Matematica con la practica educativa lo que da
sentido a su desarrollo como disciplina. Todo el planteamiento tedrico quedaria incompleto si no
tuviese lugar una planificacion, un contacto con el sistema escolar, una actuacion practica y una
reflexion critica posterior sobre el grado de realizacion conseguido y la calidad de lo actuado.
Esto parece justificable porque los procesos de ensefianza-aprendizaje -incluidos los relativos a
matematicas- ocurren en un contexto institucional; los procesos de ensefianza aprendizaje se
pueden interpretar teniendo en cuenta el caracter intencional de los sistemas de comunicacion
humana; y porque el sentido interno de los procesos de enseflanza- aprendizaje de las
matematicas consiste en hacer posibles determinados aprendizajes y proporcionar oportunidades
apropiadas para los mismos. Ninguna de estas dimensiones puede verificarse mediante
consideraciones meramente tedricas; solo la realizacion practica, orientada y controlada, permite
apreciar la validez de los planteamientos y el grado de consecucion.

La préctica se constituye asi en elemento esencial del trabajo didactico, sin la cual toda la
reflexion tedrica puede degenerar en discursos especulativos cuya vacuidad queda disfrazada por
la artificialidad del lenguaje, la complejidad de los esquemas y la ininteligibilidad del discurso,
pero sin correspondencia con la dindmica de funcionamiento del aula ni los intereses de los
alumnos.

En otros lugares de este Proyecto, en particular en el apartado II-2-6, se ha hecho una
reflexion detallada sobre el papel de la practica en la formacion inicial y permanente del
Profesorado de Matematicas y su interés para la investigacion en Didactica de la Matematica. No
corresponde volver a reiterar los argumentos ya desarrollados pero si destacar de nuevo el hecho
de que la Practica no es un adorno complementario sino un elemento esencial en la formacion
inicial sobre Didactica de la Matematica, tanto para el futuro profesor como para el investigador
en este Area. Teniendo en cuenta estas consideraciones incluimos en este Proyecto el Programa
de la Asignatura Practicas de Ensefnanza.

El Plan de Estudios de la Especialidad de Metodologia para la Licenciatura de Matematicas
incluye en 5° Curso, junto con la Asignatura Didactica de la Matematicas, la Asignatura
Practicas de Ensefianza en Instituto. Ambas asignaturas se complementan y, conjuntamente,
constituyen el nucleo del Plan de Formacioén inicial de Profesores de Matematicas en cuyo
disefio, desarrollo y ampliacion se encuentra comprometido nuestro Departamento.

La complementariedad de ambas materias se pone de manifiesto si tenemos en cuenta que

uno de los objetivos esenciales de la formacion inicial del Profesorado consiste en dotar de
sentido a los conocimientos y planteamientos teodricos, por medio de la experiencia. En
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particular, se pretende que el Profesor en formacidon obtenga conocimientos y adquiera

experiencia sobre los siguientes elementos de la practica docente:
1. Planificacion. 3. Aprendizaje producido. 5. Evaluacion..
2. Realizacion 4. Gestion y toma de decisiones.6. Trabajo de Seminario.

Cada una de las especificaciones que se realicen sobre estos elementos tiene una vertiente
teodrica y otra vertiente practica. Algunos de los aspectos tedricos han sido ya contemplados en la
Asignatura Didactica de la Matematica, mientras que otros no parece pertinente separarlos de su
realizacion practica. Es por esto que cada uno de los nticleos de interés que se analicen y estudien
en el programa de esta asignatura tienen que considerarse en relacion con estas dos dimensiones:
conocimientos y experiencias. Veamos algunos ejemplos:

1. Planificacion. Seleccion de contenidos.
Conocimientos: Estructura de los contenidos de un tema y conexion con otros temas, de
acuerdo con las metas generales y los objetivos del nivel, etapa o ciclo.
Experiencias: ~ Diferentes opciones para la organizacion de un tema; seleccion de una
organizacion para un tema, de acuerdo con unos criterios que se siguen de los
objetivos.

2. Planificacién. Desarrollo de una unidad didactica y secuenciacion.

Conocimientos: Esquema de organizacion de una unidad didactica o un conjunto de ellas;
disefio de actividades, temporizacion y seleccion de tareas para el tratamiento
adecuado de los contenidos.

Experiencias:  Puesta en practica de un esquema de organizacion; valoracion e integracion
de las reacomodaciones necesarias; organizacion temporal; revision de las
tareas propuestas, composicion, utilidad y resultados obtenidos.

3. Planificacion. Ejemplos, motivaciones, situaciones de trabajo y materiales.

Conocimientos:  Informacion, ejemplos y aplicaciones précticas, conectadas con los
contenidos del tema en estudio; seleccion de situaciones y materiales con los
que los contenidos del tema adquieran significado y permitan explicitar
relaciones.

Experiencias:  Presentacion de los ejemplos; actuaciones y reflexion logradas con los
alumnos sobre los ejemplos utilizados; ventajas e inconvenientes practicos de
cada material; viabilidad de las situaciones y materiales para producir
aprendizajes significativos.

4. Realizacion. Organizacion del trabajo de los alumnos y coordinacion.

Conocimientos: M¢todos generales para promover el trabajo en grupo mediante reparto de
tareas, elaboracion de resumenes, presentacion de resultados, discusion y
debate, realizacion y aceptacion de criticas, y elaboracion de sintesis finales.

Experiencias: Organizacion de tareas e implicacion en el trabajo de un grupo, deteccion y
propuesta de actividades para la superacion de las dificultades que surgen al
intentar sintetizar y resumir los resultados de un trabajo; orientacion de las
discusiones en los puntos relevantes; interpretacion de criticas e integracion de
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aportaciones positivas; discusion y elaboracion de sintesis finales.

5. Realizacion. Presentacion de contenidos.

Conocimientos: Técnicas de presentacion de los distintos conceptos y procedimientos que
constituyen un campo de conocimientos matematicos, explicitando sus
relaciones fundamentales.

Experiencias: Presentacion en el aula de las ideas basicas que conforman un conocimiento
matematico concreto, comenzando por sus aspectos intuitivos, continuando
con sus aspectos formales, realizando las pruebas y demostraciones perinentes
y presentando algunas de sus aplicaciones.

6. Aprendizaje. Expresion del conocimiento matematico.

Conocimientos:  Esquemas e instrumentos para analizar los diferentes modos de
representacion, organizacion y expresion de los conceptos y procedimientos
relativos a un topico matematico.

Experiencias: Explicitar las representaciones de conceptos y organizaciones de
conocimientos que sobre un topico determinado tienen alumnos concretos.
Conocer diferentes modos de expresar un conocimiento y detectar las
deficiencias de comprension existentes, en base a las producciones de los
alumnos.

7. Aprendizaje. Tratamiento de errores.

Conocimientos:  Informacion organizada sobre errores usuales que se presentan en la
realizacion de tareas matematicas y sobre deficiencias en la comprension de
conceptos, asi como sobre su diagnostico y correccion. Esta informacion debe
conocerse con caracter general y para temas especificos; a nivel de grupo e
individualmente.

Experiencias: Deteccion de fallos en la ejecucion de tareas de los alumnos mediante
actividades y ejercicios disefiados para ello; propuesta de tareas para poner de
manifiesto los errores detectados, tanto en la ejecucion como en la
comprension de conceptos; revision y reorganizacion de la informacion de los
alumnos.

8. Gestion de clase. Contrato didactico.
Conocimientos:  Condiciones y reglas generales del contrato didéctico, el modo de
presentarlo y su aprobacion. Negociacion y renegociacion.
Experiencias:  Explicitar y presentar en un grupo las reglas de funcionamiento para una
clase de matematicas, llevarlas a la practica y renegociarlas cuando sea
necesario.

9. Gestion de la clase. Dindmica del grupo.
Conocimientos:  Estrategias para mantener el interés de los alumnos, actividades,
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Experiencias:

actuaciones, y trabajo constructivo.

Consecucion de un trabajo fluido, un ambiente de interés y un
mantenimiento de la disciplina y el respeto mituo mediante la propuesta de
actividades para un topico matemdtico concreto. Atencion de casos
particulares: alumnos con dificultades y alumnos mas avanzados.

10. Gestion de la clase. Toma de decisiones.
Conocimientos: Interaccion sobre la oportunidad y momentos en que es necesario reavivar

Experiencias:

el interés en el transcurso de una clase, replantear cuestiones, integrar nueva
informacioén y promover o estimular el trabajo de los alumnos.

Tomar decisiones concretas con la finalidad de incentivar o motivar a los
alumnos individual o colectivamente; aceptar o rechazar las aportaciones que
realizan éstos; proponer tareas especificas y modos de trabajo concretos;
decidir el momento en que hay que concluir un debate u obtener una
determinada conclusion.

11. Evaluacién. Correccion de los trabajos.
Conocimientos: Criterios para valorar las actuaciones de los alumnos, detectar fallos o

Experiencias:

incorrecciones, proponer nuevas realizaciones e incentivar el autocontrol del
trabajo propio o del grupo al que se pertenece.

Aplicar criterios concretos para valorar las producciones de los alumnos
en relacién con un topico; elaborar instrumentos para poner de manifiesto los
fallos o incorrecciones; planificar diversas tareas con las que se evalten las
mismas competencias; proporcionar técnicas de reflexion y control de las
propias producciones.

12. Evaluacion. Promocion de los alumnos.
Conocimientos: Estrategias para interesar a los alumnos en el trabajo bien hecho; favorecer

Experiencias:

13. Trabajo e

la autoestima; potenciar la capacidad de comprension y el interés por realizar
razonamientos correctos.

Agilizar criterios para valorar globalmente la calidad de un trabajo, la
precision de una respuesta, la adecuacion y validez de un argumento, el
empleo de diversidad de conceptos y procedimientos para la obtencioén de una
conclusion. Promover explicitamente la satisfaccion por el propio trabajo y el
esfuerzo realizados.

n Equipo. Tareas de Seminario.

Conocimientos: Informacion sobre las fases y etapas para realizar el Proyecto Curricular de

Experiencias:

Centro y los Programas de las asignaturas del Area de Matematicas.
Organizadores de cada uno de los temas y bloques de contenidos.

Elaboracion detallada de los objetivos, contenidos, metodologia y
evaluaciéon para temas concretos, explicitando sus aspectos de
fenomenologia, modelos, representaciones, materiales, recursos, errores y
dificultades correspondientes a temas concretos del curriculo.
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14. Trabajo en Equipo. Tareas de Centro.
Conocimientos: Organizacion y funcionamiento de los Centros de Secundaria; diversas
tareas que realizan los profesores; responsabilidades y competencias.
Experiencias:  Estudios sobre la adecuacion de las instalaciones y servicios del Centro en
el que se realizan las précticas; participar en tareas especificas; conocer la
dindmica de gestion, participacion y toma de decisiones tanto en el Seminario
de Matematicas como en el Centro en general.

Debido a estas caracteristicas, el desarrollo de esta Asignatura que figura en el Plan de
Estudios como una materia de curso completo con 3 horas lectivas semanales, requiere una
programacion especial, distinta de otras asignaturas.

Consideramos que una Asignatura de Précticas, sin una permanencia fisica de los alumnos
en Institutos de Bachillerato como Profesores en formacion, carece de sentido. Por ello, eje
central de esta Asignatura es la observacion dirigida de clases impartidas por Profesores tutores
y, también, la imparticion de clases por el propio alumno. Por este motivo, la articulacion del
Programa de esta materia incluye un periodo de estancia en un Centro de Bachillerato o
Formacion Profesional, cuya duracion actual es de un mes.

I11.3.2. Criterios para la organizacion de la asignatura:
Los Profesores Tutores.

Un factor importante de la formacion practica del futuro profesor de matematicas lo
constituye el Tutor de Précticas, funcion que es asumida por profesores de Bachillerato y
Formacion profesional con experiencia, los cuales aportan el componente de destreza personal de
la accion del profesor en el aula.

Seminarios Didacticos.

Con objeto de garantizar una accion coordinada del trabajo de los tutores y de establecer
una red de centros comprometidos con la innovacion e investigacion en Didactica de la
Matematica, se organizan Seminarios periddicos entre los profesores tutores en el Departamento
de Didactica de la Matematica. De este modo se estimula el intercambio de recursos y de puntos
de vista para la mejora de la calidad de la Asignatura de Précticas. Por consiguiente, la formacion
del futuro profesor de matematicas, impartida por el Departamento de Didactica de la
Matematica, mejora al potenciarse su componente profesional.

Duracion y observacion de las practicas.

Durante el periodo de realizacion de las practicas, de cuatro semanas de duracion, el alumno
asiste a un Centro de Bachillerato o Formacion Profesional, acompafiando al profesor tutor en
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todas sus actividades docentes; de este modo, queda inmerso en la vida del Centro. Con objeto de
llevar a cabo una labor de apoyo didactico y de evaluacion formativa, el Profesor de Practicas,
efectua visitas periddicas al Centro. Esta funcion de observacion y apoyo puede ser llevada a
cabo por otros profesores del Departamento, cuando el nimero de alumnos asi lo requiera.

Fases de desarrollo de la Asignatura.

La Asignatura, de acuerdo con las consideraciones hechas, se estructura en tres fases:

1. Planificacion.
2. Realizacion.
3. Evaluacion.

La fase de planificacion precede a las practicas en el Centro, y en ella se estudian y
analizan los materiales curriculares, se practica la funcion docente de programacion de la
enseflanza y, en general, se organizan y sistematizan los conocimientos relativos a la puesta en
practica de los procesos de ensefianza/aprendizaje de las matematicas.

La fase de realizacion es la que se lleva a cabo en los Centros y constituye el nicleo
practico de la asignatura. En esta fase el alumno pone a prueba los conocimientos adquiridos y
los dota de significado mediante la experiencia. La dimension préctica se consolida con la
adquisicion de experiencia relativa a cada uno de los elementos docentes antes mencionados.

Finalmente, hay una tercera fase de valoracion para evaluar, criticar, analizar y reflexionar
sobre el trabajo observado e, igualmente, sobre el trabajo realizado, asi como sobre los logros
alcanzados por cada alumno en la realizacion de su trabajo practico.

Cada una de estas fases tiene un tratamiento diferenciado en el Programa de la Asignatura.
Seleccion de contenidos.

En la seleccion de los contenidos y actividades a realizar en la asignatura “Prdcticas de
Ensefianza” se han tenido en cuenta los componentes pedagdgicos y psicoldgicos de la
actuacion del profesor en un centro de Ensefianza Media y en el aula, describiéndose las
funciones y rasgos caracteristicos del profesor de matematicas y los componentes afectivos y
actitudinales de los alumnos. Pero el eje fundamental de actuacion ha de ser didactico,
centrandose en el dominio de recursos técnicos, curriculares, metodolégicos y en la practica del
disefio y andlisis critico de situaciones didacticas especificas del contenido matematico a
ensefiar. Esta labor se llevara a cabo teniendo en cuenta los aportes més recientes de nuestra
disciplina y en el uso de las nuevas tecnologias de la informacion en los procesos de
enseflanza/aprendizaje de las matematicas.

Se considera fundamental inducir en el futuro profesor de matematicas un espiritu
innovador y una actitud favorable a la investigacion-accion pero, al mismo tiempo, una postura
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abierta y receptiva, aunque critica, al progreso de la investigacion en Didactica de la Matematica.
Por ello, en las practicas de programacion se estimulard la consulta tanto de los materiales
curriculares actualmente en uso, como de las colecciones de revistas de profesores de
matematicas disponibles en el Departamento.

Los contenidos de esta Asignatura no son conocimientos en cuya estructura formal haya
que profundizar. El trabajo fundamental se realiza en sesiones de Seminario: reflexion, debate y
critica; participacion, observacidn, revision y evaluacion; planificacion, realizacion, valoracion
de actuaciones y asuncioén de las criticas, para llegar a una nueva organizacién y puesta en
practica.

I11.3.3. Programa de la Asignatura.

OBJETIVOS:

A través de las Practicas de Ensenanza el alumno, ademas de conocer la realidad educativa,
apreciar la necesidad de una mejora del curriculo, y descubrir o reafirmar la propia vocacion
docente, adquirira capacidades sobre los siguientes aspectos:

1) Considerar la practica docente como objeto de anélisis y reflexion.

2) Conocer y evaluar los curriculos actuales de matematicas, tomando conciencia de la
necesaria transposicion didactica de las nociones y procesos matematicos en su
adaptacion a la realidad escolar.

3) Reconocer, valorar y respetar diferencias individuales en intereses y conocimientos de
los alumnos y adaptar los métodos de ensefianza a tales diferencias.

4) Apreciar las interacciones entre los sujetos (profesor y alumnos) y el conocimiento
dentro del aula.

5) Planificar y usar una variedad de métodos de ensefianza de las matematicas y materiales
curriculares para conseguir unos objetivos determinados.

6) Comprobar el progreso individual de los alumnos y prescribir trabajos de correccion o
enriquecimiento en vista de los resultados.

7) Usar distintas técnicas para evaluar y mejorar los propios métodos de ensefianza.

8) Valorar la necesidad de armonizar en todo momento teoria y practica.

9) Descubrir o reafirmar la propia vocacion docente.

CONTENIDOS Y DESTREZAS:

FASE L.- PLANIFICACION DE LA ENSENANZA.- TEMAS:

1. Funciones y competencias del profesor en accion.

2. Organizacién y programacion de un curso de matematicas.

3. Disefio de Unidades Didacticas de Matematicas.

4. Actitudes hacia la matematica de los alumnos de Secundaria Obligatoria, Bachillerato y
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5. Seminarios Didacticos. Tutorias.
6. Observacion y registro de la actividad docente.

FASE II.-REALIZACION.

Durante la fase de realizacion de las practicas el alumno recibira informacion de los
Profesores Tutores acerca de los aspectos organizativos de un Centro de Ensefanza Media, del
Plan de Centro y las actividades llevadas a cabo por el Seminario de Matematicas. Asi mismo,
estudiard las programaciones y materiales curriculares del Seminario de Matematicas del
Instituto en que realice las practicas.

Ademas, realizard las siguientes actividades:

1) Observacion de clases impartidas por el Profesor Tutor.

2) Programacion de las unidades didacticas que se le asignen de acuerdo con las directrices
del Plan de Centro. Preparacion de clases.

3) Imparticion de la ensenanza compartiendo con el Tutor la responsabilidad de la misma.

4) Cumplimentacion del diario de clase.

5) Colaboracién con el Profesor Tutor en la aplicacion y correccion de pruebas de evaluacion.

6) Participacion en distintas tareas académicas y organizativas del Centro (reuniones de
seminario, de evaluacion, etc.).

7) Asistencia a las reuniones de Seminario que se celebran semanalmente en el Departamento
de Didactica de la Matematica para el seguimiento de las précticas y compartir la
experiencia con el resto de los compaiieros.

FASE III.- VALORACION.- TEMAS:

7. Analisis didéctico de clases de matematicas.

8. Estilos de ensefianza de las Matematicas. Incidencias en el aula de matematicas.
9. Practicas de disefo de unidades didacticas.

10. Evaluacion de un programa escolar de Matematicas.

METODOLOGIA.

1) Las fases I y III se basaran tanto en el método expositivo como en el trabajo dirigido en
pequenos grupos, lecturas recomendadas y en seminarios de discusion.
2) Funciones del Profesor de la Asignatura Précticas de Ensefianza:

- Imparticion de la docencia en las fases I y II1.

- En colaboracion con la Delegacion Provincial de Educacion, y entre Seminarios de
Matematicas de distintos Centros de Ensenanza Media, asignacion de los Profesores
Tutores de practicas.

- Organizacion de Seminarios con los Profesores Tutores, orientados a conseguir una
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coordinacion en las précticas de los alumnos, apertura hacia la innovacioén y mejora del
curriculo, estimulando la investigacion-accion.

- Como observador participante asistira a clases impartidas en los Centros de Ensenanza
Media por los alumnos en practicas durante la fase de realizacion de las mismas.
Algunas de las clases impartidas por los alumnos en practicas seran grabadas en video
para su posterior analisis en la fase de valoracion de la asignatura.

EVALUACION.
La evaluacion del alumno se realizara en base a:

1) Los trabajos practicos de programacion de unidades tematicas.

2) El informe del Profesor Tutor y la observacion del trabajo realizado, llevada a cabo por
el Profesor de Practicas.

3) Memoria de Practicas.

Para evaluar esta fase de realizacion de practicas se aplicardn dos instrumentos elaborados
con este fin:

- Cuestionario sobre expectativas respecto a las practicas y necesidades para la docencia.
(Aplicado antes de incorporarse a los Institutos).

- Cuestionario sobre logros alcanzados durante las practicas y nuevas necesidades para la
docencia. (Aplicado despues de incorporarse a los Institutos).

La asistencia a clase se considera esencial en esta asignatura.

TEMPORIZACION.

1) La fase II (Realizacion) tendra una duracion de cuatro semanas en las cuales el alumno
asistiré al centro de Ensefianza Media que se le asigne, interrumpiéndose las clases de las
restantes asignaturas. Estas cuatro semanas seran del segundo trimestre del curso.

2) Las fases de planificacion y valoracion tendran lugar, respectivamente, antes y despues
del periodo de realizacion y estardn coordinadas con la asignatura “Didactica de la
Matematica en Bachillerato”. La fase de valoracion se iniciard simultaneamente con la de
realizacion, mediante los Seminarios semanales de discusion y apoyo del trabajo practico
en curso.

[11.3.4. Desarrollo del Programa:

La Programacion de esta Asignatura comprende 6 Temas en la Fase de Planificacion y 4
Temas en la Fase de Valoracion, ademas de la Fase de Realizacion cuyo plan de trabajo se ha
descrito anteriormente.
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Los 10 temas de las Fases I y I1I se estructuran de acuerdo con los siguientes apartados:

Titulo.

Objetivos.
Contenido.
Bibliografia basica.
Otros Materiales.
Actividades.
Evaluacion.

Este esquema es similar al que utilizamos en la Parte A del Programa de la Asignatura
Didactica de la Matematica y, por tanto, mantiene el modelo de disefio curricular articulado
sobre los componentes: Objetivos, Contenidos, Metodologia y Evaluacion.

Tomar conciencia de las dimensiones de la actuacion docente y de la necesaria
coordinacién de la teoria con la préctica son objetivos comunes a todos los temas de este
Programa cuyo desarrollo pasamos a detallar:

Tema 1.
Titulo: Funciones y competencias del profesor en accion.
Objetivos:

- Caracterizar la profesion docente y las funciones que corresponden a los profesores.

- Explicitar las concepciones de los futuros profesores sobre los rasgos y comportamientos
(positivos y negativos) del profesor de matematicas.

- Considerar la practica docente como objeto de analisis y reflexion.

- Reflexionar sobre los diferentes conceptos de ensefianza eficaz de las matematicas.

Contenidos:

- Funciones del profesor. Caracteristicas profesionales de los docentes.
- Concepto de eficacia docente; diversas aproximaciones.
- Dimensiones de la labor docente del profesor de matematicas:
* Relaciones profesor - institucion escolar.
* Relaciones profesor - alumno.
* Relaciones profesor - conocimiento matematico.
* Relaciones profesor - funcionalidad del conocimiento matematico.
* Rasgos o caracteristicas personales; diversos perfiles de profesor segun capacidades.

Bibliografia basica:
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Aebli H. (1988); Anguera M.T. (1983); Imbernon F. (1989); Ketele J.M. De (1984); Lappan G.
(1991); Fortuny J., Azcérate C. (1992); Marcelo C. (1991); Postic M. (1978); Rosenshine B. y
Stevens R. (1986).

Otros Materiales:

Se utilizaran las siguientes parrillas de observacion:

- Postic (1978): Ficha de observacion y lista de criterios operacionales.

- Rosenshine y Stevens (1986): Teaching function.

- Andlisis del acto didactico por medio del CCTV (cuestionario de
observacion. Dpto de Didactica y Organizacion Escolar. Universidad de Granada.

- Ryans (1978): Caracteristicas de los profesores. En: Postic (1978), Observacion y
formacion de profesores.

- Boujold (1986): Pauta para el analisis de practicas pedagdgicas. En: A. Bouvier
(Ed.) Didactique des mathématiques.

- Brousseau (1990): Método de observacion de una situacion didéactica. IREM de
Burdeos.

Actividades:

- Confrontar las concepciones de los profesores en formacion sobre ensefianza eficaz de las
matematicas con pautas derivadas de investigaciones sobre pensamiento y creencias del
profesorado.

- Cumplimentar un cuestionario abierto sobre las funciones y competencias del profesor de
matematicas.

- Organizacion de las respuestas y elaboracion de una parrilla para interpretar las respuestas de
los alumnos.

- Presentacion y discusion de distintas pautas de valoracion de las actuaciones de los profesores
en el ejercicio de la funcion docente.

- Revision de las respuestas elaboradas por los alumnos mediante comparacion con las pautas
teoricas de valoracion presentadas.

- Observacion de grabaciones en video de clases de matematicas impartidas por profesores
expertos y noveles y aplicacion de las pautas de valoracion establecidas con anterioridad.

Evaluacion:

Al concluir este tema se valorara la capacidad de los profesores en formacion para:
- Determinar las diversas funciones del profesor en accion y las conexiones entre ellas.
- Argumentar las propias concepciones sobre las prioridades para el desempefio eficaz de las
funciones docentes.
- Apreciar las competencias puestas de manifesto por un profesor en el desempefio de una
clase e indicar las carencias observadas.
- Distinguir diferentes tipos de profesor en accion.
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Tema 2.

Titulo: Organizacion y Programacion de un curso de Matematicas.

Objetivos:

- Explicitar las variables que, en la fase preactiva, intervienen en la reflexion sobre el curriculo.
Enmarcar los elementos que conforman un Proyecto Curricular de Centro.

- Analizar los contenidos de un Curso de Secundaria Obligatoria o Bachillerato para la
Asignatura de Matematicas y disefiar diversas organizaciones y secuencias para los mismos.

- Seleccionar y planificar una variedad de métodos de ensefianza de la matematica y

materiales curriculares para conseguir unos objetivos determinados mediante el desarrollo de
un curso de Secundaria Obligatoria o Bachillerato.

- Planificar la evaluacion , los diversos instrumentos a utilizar y las tareas de recuperacion

previsibles en relacion con el programa, para la Asignatura de Matematicas de un curso de
Secundaria Obligatoria o Bachillerato.

Contenidos:

- Fase preactiva de la ensefianza: decisiones y rutinas.
- Proyecto Curricular de Centro: planificacion.
- Variables curriculares en la fase preactiva: objetivos, contenidos, actividades y evaluacion.

- Programas de la Asignatura de Matemadticas de los diferentes cursos de Secundaria Obligatoria
y Bachillerato.

- Relaciones prioritarias entre las variables curriculares.

Bibliografia basica:

Bell A., Burkhardt H., Swan M. (1991); Cockroft W. (1985); Fortuny J., Azcéarate C. (1992);
Gonzalez A., Naves S. y Salvat A. (1983); Lappan G. (1991); Luengo R. (1991); Martinez J. y

Salinas D. (1988); M.E.C. (1989); M.E.C. (1975); Rico L. (1990); Rotger B. (1978); Zabalza
M. (1987).

Otros Materiales:

- Ejemplos de programaciones

- Documentos curriculares: administrativos, legales, disefios curriculares, ensayos didacticos.
- Libros de texto de Bachillerato y Formacion Profesional.

- Ejemplos de pruebas y actividades para la evaluacion.
- Ejemplos de pruebas calificadas con diferentes criterios.

Actividades:
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- Presentacion y discusion de ejemplos de programaciones de curso elaboradas por profesores
expertos.

- Negociacion de los apartados que debe incluir un modelo de programacion de un curso de
matematicas.

- Elaboracion de Proyectos Curriculares de Centro para Cursos y Ciclos.

- Presentacion y discusion de los Proyectos Curriculares elaborados.

- Organizacion y secuenciacion de los contenidos de matematicas de un curso.

- Presentacion y discusion de métodos y recursos adecuados para el tratamiento y desarrollo de un
contenido.

- Presentacion y discusion de métodos, instrumentos y criterios para la evaluacion y recuperacion
de contenidos matematicos concretos.

Evaluacion:

Al concluir este tema se valorara la capacidad de los alumnos-profesores en formacion para:
- Destacar aspectos practicos en las programaciones propuestas
- Lograr un nivel de profundizacion en los distintos componentes curriculares.
- Incorporar caracteristicas innovadoras, teniendo en cuenta resultados de investigaciones
didacticas.
- Discriminar y mostrar sensibilidad y coherencia en las argumentaciones acerca de las
propuestas curriculares debatidas.

Tema 3.
Titulo: Disefio de Unidades Didacticas de Matematicas.

Objetivos:

- Ampliar el repertorio de instrumentos a emplear en el disefio de unidades didacticas.

- Proporcionar técnicas de disefio de unidades didacticas en matematicas

- Articular los contenidos de un bloque de conocimientos de matematicas en unidades didacticas
dentro de un mismo curso de Secundaria Obligatoria o Bachillerato.

-Seleccionar y planificar una variedad de métodos de ensefianza de la matematica y materiales
curriculares para conseguir unos objetivos determinados mediante el desarrollo de los contenidos
de una unidad didactica.

- Planificar la metodologia de evaluacion, instrumentos a utilizar y tareas de recuperacion en
relacion con la organizacion de una unidad didéctica de matematicas para un curso de Secundaria
Obligatoria o Bachillerato.

Contenidos:

- Programacién de unidades didacticas en las Asignaturas de Matematicas de Educacion
Secundaria Obligatoria y Bachillerato.
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- Objetivos de una unidad didactica; niveles de concreccion.

- Los contenidos: conceptos, procedimientos, estrategias y actitudes. Modelos y representaciones.
- Actividades. Fenomenologia de los conocimientos estudiados. Materiales y recursos.

- Evaluacion. Errores y dificultades. Diagnostico y tratamiento.

Bibliografia basica:

Bell A., Burkhardt H., Swan M. (1991); Cockroft W. (1985); Fortuny J., Azcéarate C. (1992);
Gonzalez A., Naves S. y Salvat A. (1983); Lappan G. (1991); Luengo R. (1991); Martinez J. y
Salinas D. (1988); M.E.C. (1989); M.E.C. (1975); N.C.T.M. (1989); Rico L. (1990); Rotger B.
(1978); Suydam M. (1986); Tourner Y. (1972);.

Otros Materiales:

- Ejemplos de disefios de unidades didécticas

- Documentos curriculares: administrativos, disefios curriculares, ensayos didacticos.

- Libros de texto de Bachillerato y Formacion Profesional.

- Materiales y recursos usuales en el tratamiento y desarrollo de contenidos de matematicas.
- Pruebas de diagndstico y evaluacion.

Actividades:

- Discusion y puesta en comun sobre las variables curriculares que deben configurar el disefio
de una unidad didactica y las relaciones prioritarias entre las mismas.

- Presentacion y discusion de ejemplos de programaciones de unidades didacticas elaboradas
por profesores expertos.

- Elaboracion de programaciones de unidades didacticas sobre topicos concretos.

- Presentacion y discusion de las programaciones elaboradas.

-Concrecion de los objetivos de una unidad didactica y especificacion de diversos niveles de
analisis.

- Concrecion de los distintos tipos de contenidos de un tdpico y explicitacion de las relaciones
entre ellos.

- Presentacion, discusion y seleccion de los materiales y recursos adecuados para el desarrollo de
una unidad didéctica.

- Presentacion y discusion de instrumentos para diagnosticar errores y dificultades en la
adquisicion de conocimientos matematicos y evaluar el dominio sobre los mismos.

Evaluacion:

Al concluir este tema cada alumno habré realizado el disefio de una Unidad Didactica
correspondiente a la Asignatura de Matematicas en Educacion Secundaria o Bachillerato.
Sobre ese documento se valorara:

- su coherencia con las programaciones referidas al curso correspondiente.

- el caracter practico del disefio propuesto.

- el nivel de concrecion en los distintos componentes curriculares.

- las caracteristicas innovadoras incorporadas, teniendo en cuenta los resultados de
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investigaciones didécticas.
- la capacidad de discriminacion, sensibilidad y coherencia en las argumentaciones acerca
de las propuestas curriculares debatidas.

Tema 4.

Titulo: Actitudes hacia la Matematica de los alumnos de Secundaria Obligatoria,
Bachillerato y Formacion profesional.

Objetivos:

- Tomar conciencia de la diversidad de intereses de los alumnos en relacion con el aprendizaje de
las matematicas.

- Apreciar la importancia del tratamiento de la diversidad de actitudes de los alumnos en los
procesos de ensefianza de las matematicas.

- Reconocer y valorar diferencias individuales en intereses y actitudes hacia la matematica en
los alumnos de Educacion Secundaria, Bachillerato y Formacion Profesional.

- Valorar el desarrollo de actitudes positivas y de apreciacion hacia las matematicas dentro de los
procesos de su ensefianza-aprendizaje.

- Valorar el desarrollo de actitudes positivas hacia el pensamiento organizado y la promocion de
hébitos de trabajo mediante la ensefianza-aprendizaje de las matematicas.

Contenidos:

- Las actitudes como componentes del conocimiento matematico de los alumnos.

- Papel de las actitudes en el desarrollo metodoldgico, gestion y toma de decisiones de una clase
de matematicas.

- Dimensiones para analizar las actitudes hacia la matematica de los alumnos:

* Las matematicas y yo mismo. * Las matematicas como proceso.
* Las matematicas y la sociedad. * Las matematicas en la escuela.
y

- Diversificaciones en el aula de matematicas atendiendo a las actitudes de los alumnos, en
relacion con:

* Las técnicas de trabajo. * Los agrupamientos flexibles. * Las
consignas impartidas oralmente.
* Las actividades de aprendizaje. * Los canales de expresion.

- Motivacion en la clase de matematicas.
Bibliografia basica:
Arana J., Escudero T., Garcés R., Palacian E. (1986); Escudero T., Garcés R., Palacian E.

(1984); Gairin J. (1987); Lazaro A., Asensi J. (1987); M.E.C. (1989); Sancho J. (1987); Rosales
C. (1990).
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Otros Materiales:

- Instrumentos de valoracion de actitudes.

- Encuesta sobre actitudes hacia la matematica del IEA (II) "International Evaluation
Achievement in Mathematics".

- Encuesta sobre "Intereses y actitudes hacia la ensefianza" de J. Sancho (1987).

- Resultados de encuestas realizadas a alumnos de diversos niveles.

Actividades:

- Presentacion y discusion de instrumentos para determinar y valorar las actitudes de los
alumnos hacia la matematica.

- Presentacion y andlisis de datos sobre actitudes obtenidos de una muestra de alumnos de
Bachillerato y Formacion Profesional.

- Determinacion de factores que conforman diferentes valoraciones del conocimiento
matematico. Tipificacion de alumnos seglin su escala de valores hacia las matematicas.

- Andlisis y discusion de las diferencias de valoracién sobre matematicas entre profesores y
alumnos. Implicaciones educativas y para la motivacion.

Evaluacion:

Al concluir este tema el alumno debe:

- Explicitar su grado de tolerancia ante la existencia de actitudes diferentes hacia las
matematicas.

- Conocer diversificaciones para el trabajo en el aula y diversas situaciones y recursos que
favorezcan la motivacion de los alumnos.

- Elaborar un instrumento para determinar las actitudes generales de los alumnos de Educacion
Secundaria y Bachillerato hacia las matematicas, explicitando los criterios empleados.

Tema 5.
Titulo: Seminarios Didacticos. Tutorias.
Objetivos:

- Conocer la organizaciéon de un centro de ensefanza de Bachillerato, particularmente las
funciones del Seminario de Matematica.

- Tomar conciencia y apreciar el valor del trabajo en equipo; valorar las interacciones entre los
compafieros del Seminario y del Centro.

- Determinar las posibilidades y limitaciones de proyectos inter y multidisciplinares.

- Conocer el papel de la tutoria para la formacion de los alumnos.

- Conocer técnicas de orientacion tutorial para el proceso de aprendizaje de las matematicas.
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- Conocer los niveles de dominio de conocimientos matematicos necesarios para las diversas
orientaciones profesionales.
- Analizar y racionalizar el desencanto que produce el trabajo profesional en educacion.

Contenido

- Organos directivos y organigrama de funcionamiento de un Centro de ensefianza media.

- Seminario didéctico: coordinacidn, interdisciplinariedad, elementos de organizacion escolar
ligados al Seminario.

- El Seminario/Departamento de Matematicas: especificidad, materiales y documentos. La
biblioteca del Seminario.

- Técnicas de Orientacion Tutorial; utilidad para el aprendizaje de las matematicas.

- Orientacion Profesional; niveles de dominio en el conocimiento matematico.

Bibliografia basica:

Boletin Oficial del Estado (1972); Boletin Oficial de la Junta de Andalucia (1989); Cockroft W.
(1985); Fortuny J.M., Azcarate C. (1992); Illana J.C. (1978); Kepner H.S. y Johnson D.R.
(1985); La Fuente J. (1978); Lazaro A., Asensi J. (1987); MEC (1972);Roman J.J., Pastor J.
(1979).

Materiales:

- Documentos oficiales.

- Ejemplos de actas de reuniones de seminario

- Ejemplos de producciones del seminario de matematicas: programaciones, memorias,
pruebas de evaluacion comunes.

- Grabaciones en video de sesiones de tutoria realizadas por profesores expertos y noveles.

- Informes relativos a las necesidades de formacién en matematicas para diversas profesiones.

Actividades:

- Presentacion y discusion de la normativa oficial sobre los organos de direccion, funciones,
organizacion y responsabilidades de un Centro de ensefianza media.

- Presentacion y discusion de la normativa sobre Seminarios Didacticos.

- Discusion sobre posibles alternativas de realizacion de las funciones del tutor de matematicas.

- Realizacion en "role-playing”" de una reunion de Seminario de Matematicas. Material.

- Discusion sobre los conocimientos matematicos necesarios y su nivel de dominio para
diferentes profesiones.

- Explicitacion de diversas funciones que se pueden desarrollar mediante la orientacion tutorial.

Evaluacion:
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Al concluir este tema el alumno mostrara un conocimiento adecuado relativo a:

- Organizacion, funcionamiento y 6rganos de gobierno en un centro de enseianza.

- La dimension organizativa y directiva que corresponde al profesor.

- Organizacion de contenidos en proyectos inter y multidisciplinares.

- Necesidades de conocimientos matematicos y formativos para diversas profesiones.
- Funciones educativas de la orientacion tutorial.

Tema 6.
Titulo: Observacion y registro de la actividad docente.
Objetivos:

- Caracterizar la observacion de la actividad docente y distinguir niveles de sistematizacion en la
misma.

- Conocer métodos e instrumentos para la observacion sistematica de la actividad en el aula de
profesores y alumnos, en especial los relativos a la ensefianza-aprendizaje de las matematicas.

- Disponer de un esquema para registrar las observaciones de la actividad docente y organizar la
informacion obtenida en un diario de clase.

- Conocer métodos e instrumentos para la autoobservacion durante la realizacion de la actividad
docente; valorar las limitaciones de la autoobservacion.

- Disponer de una estructura para organizar la Memoria de Practicas.

Contenido:

- Observacion de la actividad docente. Fases del método observacional. Ventajas, limitaciones y
dificultades de las observaciones.

- Niveles de sistematizacion de la observacion. Metodologia observacional e importancia para la
formacion de profesores de matematicas.

- Técnicas de registro observacional. Analisis cualitativo de datos.

- Grado de participacion del observador. Autoobservacion.

- Informacion relevante en la observacion de la clase de matematicas.

Bibliografia basica:

Anguera M.T. (1989); Anguera M.T. (1991); Ciscar C., Uria E. (1991); Fortuny J.M.; Azcérate
C. (1992); Lazaro A., Asensi J. (1987); Zabalza M. (1986).

Otros Materiales:

- Escalas de apreciacion.
- Listas de control.
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- Cuestionarios abiertos y cerrados.
- Hoja diaria de observaciones:

* Contenidos/medios.
* Interaccion en la ensefianza/aprendizaje de las matematicas.
* Gestion del aula de matematicas.

- Esquemas diferentes para la Memoria de Practicas.
- Ejemplos de diarios y Memorias de Practicas.

Actividades:

- Observacion de una sesion grabada de clase de matematicas sin preparacion previa y discusion
de los datos e informaciones obtenidas por los diferentes observadores.

- Presentacion de diferentes métodos e instrumentos para la observacion de la actividad en el
aula; valoracion de la complementariedad o redundancia de la informacion obtenida por
diversas vias, de su nivel de sistematizacion y de su validez.

- Observacion de una sesion grabada de clase de matemadticas empleando cada uno de los
observadores diferentes criterios e instrumentos; discusion de los datos obtenidos por los
observadores.

- Presentacion y discusion de criterios para elaborar el diario de observacion de clase, destacando
los aspectos mas relevantes para describir los procesos de ensefianza/aprendizaje de las
matematicas.

- Prensentacion y discusion de criterios para organizar la Memoria de Practicas.

Evaluacion:

Al concluir este tema, cada alumno debera:

- Disponer de un esquema propio para realizar observaciones y organizar las informaciones
obtenidas en un diario de clase.

- Identificar y describir errores y dificultades que se producen en el aprendizaje de las
matematicas.

- Identificar y distinguir caracteristicas de diferentes estilos de ensefianza de las matematicas.

- Disponer de un esquema propio para estructurar la Memoria de Practicas.

Tema 7.

Titulo: Analisis didactico de clases de matematicas.

Objetivos:

- Valorar las relaciones de comunicacion en la clase de matemadticas para mantener y facilitar
didlogos Tttiles e interactivos, proponer tareas y cuestiones que desarrollen el pensamiento
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matematico de los alumnos y potenciar la expresion verbal de las ideas.

- Mejorar la capacidad para analizar las interferencias en el proceso de comunicacion de
conocimientos matematicos y distinguir entre los significados atribuidos por el profesor y los
elaborados individualmente por cada alumno, atendiendo a diferencias y niveles.

- Plantear la practica docente en matematicas como objeto de andlisis y reflexion y observar e
identificar los cometidos realizados por el profesor en una clase de matematicas.

- Analizar criticamente la propia actuacion docente.

Contenido:
- El lenguaje matematico en el aula. Simbolos y significados. Niveles de comunicacion.
- Funciones de las relaciones de comunicacion en el aula de matematicas:

* Atribuir significados a los conceptos a través de sus modelos y representaciones.
* Descubrir y aclarar elementos claves en los procedimientos.

* Presentar situaciones problemadticas y ejemplos de estrategias para su resolucion.
* Establecer reglas para la toma de decisiones.

* Justificar creencias, argumentos y actuaciones.

* Detectar errores y proponer remedios.

- Criterios para evaluar el aprendizaje producido en una clase de matematicas en relacion con la
construccion de razonamientos, interpretacion de relaciones, justificacion mediante pruebas y
argumentos, y redaccion de demostraciones.

- Nocion de eficacia docente. Caracteristicas y actuacion del profesor eficaz en la clase de
matematicas.

Bibliografia basica:

Aebli H. (1988); Anguera M.T. (1989); Fernandez M. (1988); Ferris J. (1987); Fortuny J.M.,
Azcarate C. (1992); Lappan G. (1991); Pimm D. (1990).

Otros Materiales:

- Programaciones de matematicas realizadas por profesores expertos.

- Grabaciones sobre desarrollo de clases de matematicas de profesores expertos.

- Parrillas de observacion.

- Programaciones de matematicas realizadas por los alumnos de la Asignatura de Practicas.

- Grabaciones sobre desarrollo de clases de matematicas de los alumnos de la asignatura de
Practicas.

Actividades:

- Presentacion de las programaciones realizadas por los alumnos de la asignatura de Practicas
para impartir clases de matematicas en Educacion Secundaria y Bachillerato. Comparacion de
las programaciones de un profesor experto y un profesor en formacion relativas a un mismo
topico.

- Visionado de una seleccion de las distintas clases impartidas y grabadas.
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- Discusion del desarrollo de las clases basada en las relaciones de comunicacién y su
potencialidad para transmitir y desarrollar conocimientos matematicos.

- Valoracion de las clases visionadas atendiendo a la diversidad de funciones puestas de
manifiesto, a su coherencia con la programacion previa y al logro de aprendizajes alcanzado.

Evaluacion:
Al concluir este tema se valorara especialmente:

- La capacidad autocritica de los alumnos de Practicas para juzgar sus propias actuaciones y las
diferencias con las actuaciones de los expertos.

- La capacidad para detectar las diferencias entre sus programaciones teoricas y sus realizaciones
practicas.

- La capacidad de los alumnos para proponer modificaciones concretas que mejoren, completen
y profundicen sus actuaciones en el proceso de comunicacion de conocimientos matematicos.

Tema 8:
Titulo: Estilos de ensefianza de las Matematicas. Incidencias en el aula de matematicas.

Objetivos:

- Reconocer dimensiones relevantes que determinan diferentes estilos de ensefianza de las
matematicas.

- Reconocer y valorar diferencias individuales en intereses y conocimientos de los alumnos y
adaptar el trabajo en el aula a tales diferencias.

- Reconocer y valorar diferencias individuales en los estilos de ensefianza de los profesores de
matematicas y adaptar el trabajo de Seminario a tales diferencias.

- Valorar el progreso individual de los alumnos, diagnosticar sus errores y prescribir trabajos de
correccidon o enriquecimiento en vista de los resultados.

- Conocer y utilizar técnicas de autoevaluacion y correccion de los propios métodos de
ensefanza.

Contenido:
- Dimensiones de la competencia didactica del profesor de matematicas:
- Contrastes en la ensefianza de las matematicas:
* Contraste epistemologico.
* Contraste metodoldgico.
* Contraste cognitivo.
* Otros contrastes.
- Integracion de diferentes estilos mediante el trabajo en el Seminario de Matematicas.
- Diferencias individuales en el aprendizaje de las matematicas. Pensamiento convergente y
pensamiento divergente. Capacidad matemadtica. Pensamiento visual.
- Diferencias sociologicas en el aprendizaje de las matemadticas. Diferencias relacionadas con el
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Sexo.

- La integracion de diferencias individuales mediante el trabajo en grupo; relaciones de
comunicacion en el aula.

- Valoracioén de las producciones de los alumnos.

Bibliografia basica:

Aebli H. (1988); Bishop A., Mellin-Olsen S., Dormolen J. (1991); Gémez B. (1991); Lappan G.
(1991); Marcelo C. (1991); Orton A. (1990); Pimm D. (1990).

Otros Materiales:

- Diario de observacion de los alumnos de la asignatura de Précticas.

- Memoria de Practicas de los alumnos de la asignatura.

- Cuadernos de trabajo realizados por alumnos de Secundaria o Bachillerato.

- Pruebas de evaluacién y ejercicios realizados por alumnos de Secundaria o Bachillerato.

- Grabaciones sobre desarrollo de clases de matematicas de los alumnos de la asignatura de
Practicas.

Actividades:

- Basandose en las grabaciones y diarios de observaciones, los profesores en formacion
presentaran en clase ejemplos de situaciones didacticas relevantes, junto con la interpretacion
de las mismas. Las situaciones didacticas presentadas serviran de base para discutir su interés y
significado, asi como para interpretar el estilo didéactico seguido y valorar su desarrollo.

- Basandose en los cuadernos de trabajo, pruebas de evaluacion y ejercicios realizados por los
alumnos de Secundaria o Bachillerato, los profesores en formaciéon presentardn en clase
ejemplos de dificultades y errores matematicos, valoraran los ejemplos presentados por los
compafieros y discutirdn los métodos mas adecuados para superar los errores detectados.

- Basandose en la experiencia obtenida durante la realizacion de las Préacticas los profesores en
formacion explicitaran y objetivaran las diferencias individuales y socioldgicas observadas en
el aprendizaje de las matemadticas por parte de sus alumnos.

Evaluacion:

Al concluir este tema, resultado de un analisis de la fase Practica realizada, el profesor en
formacion debe estar capacitado para:

- Enumerar las principales diferencias entre los alumnos de Secundaria y Bachillerato en
relacion con el aprendizaje de las matematicas y proponer métodos y técnicas especificos de
trabajo en el aula que anulen los efectos negativos de tales diferencias.

- Enumerar las principales diferencias entre los estilos de ensefianza observados en los
Profesores de Matematicas en ejercicio y proponer métodos y técnicas de trabajo en el
Seminario que anulen los efectos negativos de tales diferencias.

Tema 9.
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Titulo: Practicas de Diseiio de Unidades Didacticas.
Objetivos:

- Proporcionar al profesor en formacion criterios que le permitan decidir, construir o analizar
criticamente una secuenciacion de contenidos de matematicas.

- Proporcionar al profesor en formacion recursos e informacion adecuada que le permitan regular
su grado de intervencion pedagogica y control en la planificacion de las actividades de las
unidades didacticas.

- Utilizar las rutinas de gestion y los heuristicos instructivos para el disefio de unidades
didacticas.

Contenido:

- Elementos en la programacién de unidades didacticas: objetivos, contenidos, actividades,
metodologia y evaluacion.

- Factores para valorar una secuencia de contenidos: adecuacidon, gradacidon, coherencia y
sentido.

- Rutinas de gestion en el disefio de unidades didacticas: guiones estructurados de las lecciones;
diagramas de flujo para el desarrollo de clases o segmentos de contenidos prevision de
dificultades; planificacion de itinerarios alternativos para superar dificultades, medios de
control y planes de reducccion de las dificultades previstas.

- Heuristicos para la toma de decisiones: estrategias para la resolucion de problemas
matematicos; recursos para reducir la complejidad de los problemas de decision y actuacion en
las clases de matematicas.

- Organizacion temporal. Organizacion de los comportamientos.

Bibliografia basica:

Elliot J. (1990); Fernandez M. (1988); Fortuny J.M., Azcérate C. (1992); Lappan G. (1991); Rico
L. (1990); Romberg T. (1991); Tourneur Y. (1972); Suydam M. (1986).

Otros Materiales:

- Disefios de unidades didacticas elaboradas por el Ministerio de Educaciéon y Ciencia o por las
Consejerias de Educacion de las Comunidades Auténomas.

- Documentos curriculares de caracter administrativo o legal.

- Libros de texto de Educacion Secundaria, Bachillerato o Formacion Profesional.

Actividades:

- Revisar la planificacion de unidades didacticas realizada con anterioridad a la fase de practicas,
confrontando el disefio tedrico con su ejecucion y viabilidad en el aula.

- Realizar la planificacién de unidades didacticas incorporando a los elementos formales de una
programacion la prevision de organizacion, rutinas de gestion y heuristicos para toma de
decisiones, derivados de la dimension practica efectiva que debe contemplarse.
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- Presentacion y discusion de las planificaciones elaboradas, destacando criterios de valoracion
practica junto con los usuales de valoracion formal.

Evaluacion:
Al finalizar este tema se valorard la capacidad de los profesores en formacion en relacion con:

- La coherencia de las programaciones referidas al curso correspondiente.

- El caracter practico de las programaciones disefiadas.

- El nivel de profundizacion en los distintos componentes curriculares y en las relaciones
que se destacan entre ellos.

- La consideracion de los errores usuales, niveles de dificultad y establecimiento de técnicas de
deteccion y correccion.

Tema 10.
Titulo: Evaluacion de un Programa escolar de Matematicas.

Objetivos:

- Disponer de modelos para elaborar un Proyecto Curricular de Centro y para su concrecion en el
Area de Matematicas.

- Disponer de una metodologia para la evaluacion de programas educativos y, en particular,
Proyectos Curriculares de Centro.

- Conocer criterios para evaluar disefos curriculares en el Area de Matematicas.

- Apreciar las ventajas de la evaluacion de un Proyecto Curricular de Centro para el Area de
Matematicas.

Contenido:

- Principales modelos para la elaboracion de un Programa y de un Proyecto Curricular de Centro.
- Aspectos metodologicos en la evaluacion de programas educativos.

- Indicadores y pautas para la evaluaciéon de un programa de educacién matematica.

- Recursos curriculares, docentes y escolares.

- Evaluacion externa versus autoevaluacion.

- Equipos de evaluacion; redaccion de informes; elaboracion de recomendaciones.

Bibliografia basica:

Antunez S, del Carmen L., Imbernon F., Parcerisa A., Zabalza A. (1992); Calvo J. (1991);
Darder P., Lopez J.A. (1985); Lappan G. (1991); Mathematical Association (1988); N.C.T.M.
(1987); Romberg T. (1991); Rosales C. (1990); Stufflebeam D., Shinkfield A. (1987); Santos
M.A. (1990); Sanz R. (1990).

Otros Materiales:
- Instrumentos estructurados de evaluacion:

* NCTM (1987)
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- Proyectos Curriculares de Centro.
- Programas desarrollados por distintos autores de libros de texto y material didactico.

Actividades:

- Revision de los principales modelos para la elaboracion de un Programa y discusion de
ejemplos de Programas redactados segiin modelos diferentes.

- Revision de los enfoques tedricos sobre evaluacion y su concrecion en la evaluacion educativa.

- Discusion de la metodologia mas adecuada para la evaluacion de programas educativos.

- Presentacion y discusion de distintas pautas para la evaluacion de un Proyecto Curricular de
Centro y un Programa escolar en el Area de Matematicas.

- Aplicacion de las pautas a Proyectos y Programas de los Centros en los que se han realizado las
practicas.

- Revision y reelaboracion de las pautas para la evaluacion de Proyectos Curriculares y
Programas.

- Evaluacion externa y autoevaluacion de Programas elaborados por los alumnos de la
Asignatura de préacticas.

Evaluacion:
Al concluir este tema el Profesor en formacion debera:
- Disponer de una metodologia y unas pautas para evaluar Proyectos Curriculares y
Programas de Matematicas de Educacion Secundaria y Bachillerato.
- Realizar la evaluacion de un Proyecto Curricular de Centro elaborado por un Seminario de
Matematicas, de un Programa de Matematicas elaborado por un compafiero y autoevaluar el
propio Programa.
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