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Resumen. Presentamos un andlisis de la relacion f-f ’ para el caso de las funciones periddicas.
Debido al privilegio de argumentos analiticos esta relacion resulta poco significativa en el
discurso matemdtico escolar y en ella pueden encontrarse problemadticas tanto de la relacion
entre una funcion y sus derivadas, como del aspecto periddico de las funciones. Queremos dar
evidencia de que esta relacion puede resignificarse en un marco de prdcticas sociales
apoydndonos en resultados de corte socioepistemoldgico relacionados tanto con f-f ‘como con
lo periddico.
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Introduccion

En el discurso matematico la relacién entre una funcién y sus derivadas resulta ser poco
significativa por el privilegio de los aspectos analiticos que usualmente se presenta. Al
respecto, diversas investigaciones (Aguilar, 1999; Hernandez, 2004) han dado evidencia de
propiedades que presenta f que parecen heredarse directamente a f* . Por ejemplo, si a
una funcién se le suma una constante, esta constante permanece en su derivada v,
entonces, si una grafica tiene un desplazamiento vertical sobre el eje y, la grafica de su

derivada también se desplaza también verticalmente.

Esta “herencia” de caracteristicas entre fy f’, la cual no concuerda con que una informa
de la otra respecto a su comportamiento variacional, ocurre también en la propiedad
periddica de una funcién. En el marco de la investigacién que llevamos a cabo sobre la
socioepistemologia de lo periddico (Buendia, 2004; Buendia, 2007) hemos preguntado a
profesores de nivel medio y medio superior sobre la validez de la proposicion f es

periddica < f’ es periddica (Ordonez, 2007) (figura 1). La respuesta comun es afirmativa
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ya que se hace referencia a la funcidn seno o coseno cuyas derivadas, efectivamente, son
periddicas. Consideramos que el marco de referencia que se tiene al abordar esta
pregunta es limitado tanto en el aspecto periddico de la funcidén como en el de la propia

derivada.
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Fig 1. f es periddica <> f" es periddica

Por parte de lo periddico, una respuesta afirmativa induce a pensar que la periodicidad no
estd siendo usada como una propiedad que califica a un cierto comportamiento, sino que
se limita a calificar a una determinada funcién: la funcién trigonométrica (seno,
especialmente). Y por parte de la derivada, nos encontramos con el privilegio de
argumentos analiticos (“la derivada del seno es el coseno”) sin que la relacién f -f’ pueda
analizarse cualitativamente de tal manera que una informe acerca de la otra aunque no
necesariamente mantenga sus mismas cualidades (en este caso, la periodicidad). Estos
dos aspectos (lo periddico y la relaciéon f — f) han sido abordados ampliamente en

Matematica Educativa.

La relacion f-f’ y lo periédico

En la linea de investigacion sobre pensamiento y lenguaje variacional (Gonzalez ,1999;
Dolores et al., 2002) se ha sefialado que es factible construir una relacién significativa
entre una funcidn y sus derivadas cuando se favorece un transito entre las variaciones

sucesivas, es decir cuando se puede establecer un uso simultdneo entre la funcién y sus
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derivadas de tal manera que se pueda reconocer en todas ellas la forma de estudiar los

cambios sucesivos. Es necesario romper pues la idea de iteracion.

Con el mismo objetivo de dar significados a la relacién entre una funcién y sus derivadas,
la investigacion se ha valido también del uso de graficas en el cual éstas representan una
forma de argumentacion que favorece la construccidon del conocimiento matematico. Una
situacion de transformacion (Cordero, 2001) da cuenta de que la funcién y = f(x) en la
relaciéon entre la derivada y primitiva puede ser concebida como una instruccién que
organiza comportamientos entre ellas. Ya que la funcidn no se percibe como un proceso
previo a la grafica, la grafica de f permite organizar los comportamientos de la grafica de f°
y viceversa. Para ello se tiene que transitar significativamente por los registros grafico,

algebraico, e incluso el tabular.

Por otra parte, la investigacidon sobre lo periddico ha dado cuenta de que existe una
irreflexiva asociacion entre funcién trigonométrica y periodicidad (Buendia, 2004). Por
ejemplo, es comun que la grafica de una funcion f(x) = kx + sen x sea calificada como
periddica. Una razén que se ha encontrado para ello es que cualquier funcién que cuya
forma sea senoidal adquiere como por herencia la propiedad periddica de la funcidn
analitica f(x) = sen x. Otros argumentos que se han presentado para calificarla como
periddica hacen uso de la gréfica: si es periddica porque es factible encontrar un patron de

repeticion en el eje x.

De acuerdo a la estructura matematica, esto podria ser un cuasiperiodo®. Pero esto
puede resultar una razon suficiente, entre algunos alumnos y profesores de matematicas,
para que sea periédica ya que al seguir el patrén de la parte lineal, la grafica “sube
siempre igual”.

Es factible, a partir de la grafica de dicha funcién hacer un bosquejo de su derivada. Cada

uno de los maximos o minimos locales representaran ceros en f’. Ya que la grafica de f

12 .. T . . . .
Aun cuando el movimiento no es verdaderamente periddico, podemos definir un cuasiperiodo Ty=2n/ n
como el tiempo entre los maximos sucesivos del desplazamiento (Boyce, DiPrima, 1987)
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mantiene la misma forma en cada intervalo del eje x, entonces el comportamiento de las
tangentes en realidad es el mismo en cada intervalo. Asi, la grafica de la derivada si resulta
periddica.

Este analisis cualitativo de las graficas de f — f ' en el que el comportamiento de cada
grafica informa, finalmente, de la relacién que guardan entre ellas, parece indicar que,
para el caso de estas gréficas, si f fue calificada como periddica el argumento que se usa
tiene que ver con como estd variando: cada intervalo en el eje x presenta el mismo

comportamiento en el eje y.

Veamos ahora el aspecto analitico de una funcidn con un comportamiento similar. La
funcion f (x) = x + sen x suele ser catalogada como periddica porque la expresidn analitica
contiene a la funcién seno. En realidad no lo es ya que el factor lineal provoca que se

pierda dicha propiedad **:

Si p = 21, entonces f (x+p) = X + 2m + sen (x+2m) # x + sen (x) = f (x)

En cambio, su derivada f’(x) =1 + cos x, si lo es:

Si p = 2m, entonces f’(x+p) = 1 + cos (x+2m) = 1+ cos (x) = f (x)

Veamos ahora las gréficas (figura 2), de manera simultdnea, de dicha funcién y de su
derivada:

3 Una funcion es periddica si existe p en el dominio de f tal que f (x+p) = f (x)
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Fig. 2 La funcion y su derivada

Podemos construir diversos argumentos a partir de la grafica de estas dos funciones. Por
ejemplo, el punto de inflexion de f(x) (en linea punteada) sefiala los ceros de la funcion
derivada y éstos siguen un patrén repetitivo en el eje x lo cual es una parte de la
propiedad periddica. Dentro de esos intervalos, existe otro punto de inflexion (indicado
con un pequefio circulo) que corresponde a un maximo de la derivada (o, digamos que en
este punto la curva presenta una inclinacion tal que la pendiente de la tangente es
maxima). Ese valor es el mismo en cada uno de los intervalos, independientemente del
valor ascendente que va tomando la abscisa. Pareciera, nuevamente, que si f(x) es

sefialada como periddica, en realidad se esta haciendo referencia a su derivada.

Estamos, pues, tratando con ciertas funciones que no son periédicas pero que sus
derivadas si lo son. Si esta situacion es analizada en contextos de movimiento, por
ejemplo, sefialan la existencia de movimientos que no son periddicos pero cuya velocidad
—y aceleracién- si lo son. En el curso de la investigacién (Buendia, 2004) hemos
preguntado a estudiantes y profesores de matemadticas cémo tendria que moverse un
objeto a fin de obtener la grafica tiempo distancia indicada en la figura 2b. Algunas

descripciones son las siguientes:
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“El cuerpo avanza y retrocede un poco menos de lo que avanza, este movimiento

lo va repitiendo en forma constante”

“Es un cuerpo que se encuentra en un punto A, de aqui recorre una distancia
pasando por B hasta llegar al punto C, regresa al punto B, desde B se dirige
pasando por C hasta llegar a un punto D, regresa al punto C,...etc. esto con una

velocidad casi constante”

“El cuerpo avanza y retrocede un poco menos de lo que avanza, este movimiento

lo va repitiendo en forma constante”

Consideramos que los argumentos anteriores estan siempre haciendo referencia a la
velocidad (derivada) del movimiento o bien a variacidén periddica (de ahi que le llaman

“constante”) del movimiento.

La conclusion que podemos extraer hasta aqui es que una relacién significativa entre f-f’
cuando alguna de ellas sea periddica, surge en un contexto de variacion en el que se
rompe la idea analitica de iteracion. Estos significados parecen obtenerse tanto de formas
analiticas como graficas y fisicas (movimiento) tomando en cuenta que en cada caso hay

un cierto tipo de argumentacion construida.

La relacion f-f’ en la socioepistemologia de lo periédico

La socioepistemologia realiza una investigacion epistemolégica donde ésta es entendida
como la busqueda de circunstancias que dan origen al conocimiento matemadtico. Da
cuenta de las practicas sociales como una base de significacidon para este saber; propone,
pues, epistemologias de practicas.

En este marco, la sociopistemologia de lo peridédico da cuenta de que el reconocimiento

significativo de esta propiedad vive al seno de la practica de prediccién. Esto es, al
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predecir es posible distinguir significativamente entre el “se repite” y el “cdmo se repite”
lo cual es necesario para el reconocimiento de la naturaleza misma de la propiedad y no

del objeto al cual se aplica.

A fin de analizar la relaciéon entre una funcién y sus derivadas al tratar con funciones
periddicas, se realizé una investigacion sobre el uso de lo periddico en diferentes
situaciones (Ordofiez, 2007). Presentamos dos ejemplos en los que subyace la prediccion

como practica que favorecen la generacion de conocimiento.

Situacién 1. Al estudiar el problema de los tres cuerpos**, Poincaré (citado en Aluja, 2005)
establece que “...en un determinado momento, un sistema se halla en un estado concreto
y en un momento posterior vuelve, de nuevo, al mismo estado. Todas las posiciones y
velocidades son las mismas después que antes. Asi, debe repetirse, una y otra vez, el
movimiento que le ha conducido desde un estado de nuevo a si mismo: el movimiento es
periddico.”

Esto es, Poincaré al describir un movimiento peridédico no sélo hace referencia a que que
es un movimiento que “se repite” sino que pone énfasis en “el dénde pasa, y el cdmo
pasa”. Lo anterior le permite encontrar soluciones periddicas para las ecuaciones
diferenciales que describen el problema. Consideramos que una prdctica de prediccién
estd favoreciendo el desarrollo de saber matematico en esta situacién ya que, dada una

cierta informacion, Poicaré se ocupa de describir (matematica) lo que pasara después.

14 . . . .. . .
Determinar en cualquier instante, las posiciones y velocidades de tres cuerpos, de cualquier masa,
sometidos a su atraccién mutua y partiendo de unas posiciones y velocidades dadas

Comité Latinoamericano de Matematica Educativa A. C.

771



Acta Latinoamericana de Matemadtica Educativa 21

Situacién 2. En el disefio de levas™, Miranda (2003) establece que “Cuando las levas giran
a bajas velocidades, los cambios de fuerza que generan los cambios en la aceleracion
pueden despreciarse. Sin embargo, a altas velocidades, estos cambios se convertirdn en
fuerzas que actuardn en el seguidor. Por esta razén es importante revisar que los perfiles
de las levas de alta velocidad no presenten cambios bruscos de pendiente o
discontinuidades en las grdficas de velocidad y aceleracion. Existen movimientos que
permiten asegurar derivadas “suaves” como el movimiento armonico y el movimiento

cicloidal”

El autor presenta en la siguiente tabla (figura 3) las graficas de desplazamiento (primer
renglén), velocidad (segundo renglén) y aceleracion (tercer renglén) de los movimientos
parabdlico, armédnico vy cicloidal, asi como las ecuaciones que las representan. Algunas de

ellas han sido discutidas en la parte inicial de este escrito.

15 L. . . .

Una leva es un elemento mecdnico que sirve para impulsar a otro elemento llamado seguidor para que
desarrolle un movimiento especificado por contacto directo. Este movimiento puede ser uniforme,
parabdlico, armadnico o cicloidal, dependiendo de la velocidad de la leva
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Movimiento parabdlico Movimiento Armdnico Movimiento Cicloidal
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Fig. 3 Tres funciones para el disefio de levas

Ademads de distinguir entre “armdnico” y “cicloidal”, vemos que para la discusion
situacional que presenta el autor no basta con la forma del movimiento, sino que éste
serd el adecuado o no (para el diseio de la leva) en funcidn de sus variaciones (velocidad y
aceleracion). A través de su argumento grafico sustenta la construccién del conocimiento
en cuestion ya que la suavidad de la derivada sera trascendente para una leva de las

[lamadas de “alta velocidad”.

En resumen, y con base en lo anteriormente expuesto, consideramos que una relacidon
significativa entre la funcién y sus derivadas al tratar con funciones periddicas, se de en un

marco de prdcticas como la graficacién, la prediccién y la modelacién.
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