Categoria 3. Consideracion de aspectos socioepistemoldgicos en el andlisis y el redisefio del discurso
matemdtico escolar

LA INTEGRAL DEFINIDA: SIMPLIFICACION DEL LIMITE EN EL PROCESO DE ENSENANZA DE
LA DEFINICION

Eugenio Carlos Rodriguez

Instituto Superior Politécnico José Antonio Echeverria. La Habana Cuba
ecarlos48@yahoo.com
Campo de investigacién:  Tecnologia avanzada Nivel: Superior

Resumen. La definicion que se utiliza para ensefiar el concepto de integral definida en las
clases de Cdlculo para ingenieria fue dada por Riemann, quien fue el primero en enunciarla en
su forma general (Fikhtengol'ts, 1965, p. 346). Por lo general, en los textos de Cdlculo, la
definicion de Riemann se “simplifica” al obtener el “limite” de las llamadas Sumas de
Riemann. En este trabajo se muestran las ideas del autor, en las cuales se inicié cuando
escribio un libro de Cdlculo Integral para funciones de varias variables (Carlos, Martin, Otero y
Rivero, 1986) para el cual consulté numerosa bibliografia de Andlisis Matemdtico y de Cdlculo.
Estas ideas fueron enriquecidas con el estudio reciente de bibliografia especializada. El
propdsito general del trabajo es mostrar como llevar el concepto objeto de estudio al
estudiante de ingenieria, sin perder el necesario rigor matemdtico.
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Antecedentes personales

Al comienzo de los afios 80 el autor se dio a la tarea de escribir un libro de calculo integral
para funciones de varias variables (Carlos et al., 1986). Para esta tarea tuvo que consultar
un gran numero de libros de Cdlculo y de Andlisis Matematico, confrontando las
diferencias entre definiciones de ambos tipos de textos, fundamentalmente en el rigor de
las definiciones. Las ideas del autor acerca de este problema se enriquecieron con el paso
del tiempo, sobre todo con la ayuda a la preparacion de profesores jévenes procedentes
de carreras no matematicas e impartiendo clases de Calculo en carreras de ingenieria, y
tuvieron un momento culminante con la lectura del libro “Matemadtica Educativa: Un
estudio de la formacion social de la analiticidad”, del Dr. Ricardo Cantoral Uriza (Cantoral,

2001).
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Antecedentes histéricos (Ribnikov, 1987)

Del legado de las Matematicas, el calculo infinitesimal es, sin duda, la herramienta mas
potente y eficaz para el estudio de la naturaleza. El calculo infinitesimal tiene dos caras:
diferencial e integral. Los origenes del calculo integral se remontan, como no, al mundo
griego; concretamente a los cdlculos de areas y volimenes que Arquimedes realizé en el
siglo lll a.C. Aunque hubo que esperar mucho tiempo, hasta el siglo XVII, {2000 aios!, para

gue apareciera, o mejor, como Platén afirmaria, para que se descubriera el cdlculo.

Relacionado con los problemas de tangentes surgié a mediados del siglo XVII el llamado
problema inverso de tangentes, es decir, deducir una curva a partir de las propiedades de
sus tangentes. El primero en plantear un problema de este tipo fue Florimond de Beaune,
discipulo de Descartes, quien planted, entre otros, el problema de encontrar la curva con
subtangente constante. El propio Descartes lo intentd sin éxito siendo Leibniz el primero
en resolverlo en la primera publicacién de la "historia sobre el cdlculo infinitesimal". De
hecho un elemento esencial para el descubrimiento del cdlculo fue el reconocimiento de
gue el problema de las tangentes y las cuadraturas eran problemas inversos; es por eso
qgue la relacién inversa entre la derivacion y la integracidon es lo que hoy llamamos

Teorema fundamental del calculo.

Newton en su célebre frase "Si he llegado a ver mas lejos que otros es por que me subi en
hombros de gigantes" se refiere entre otros a su maestro y mentor Isaac Barrow. Barrow
fue probablemente el cientifico que estuvo mas cerca de descubrir el calculo. En el ultimo
cuarto del siglo XVIl, Newton y Leibniz, de manera independiente, sintetizaron de la
marafia de métodos infinitesimales usados por sus predecesores dos conceptos, los que
hoy llamamos la derivada y la integral, desarrollaron unas reglas para manipular la
derivada -reglas de derivacién- y mostraron que ambos conceptos eran inversos- Teorema
fundamental del calculo-: acababa de nacer el célculo infinitesimal. Para resolver todos los

problemas de cuadraturas, maximos y minimos, tangentes, centros de gravedad, etc. que
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habian ocupado a sus predecesores bastaba echar a andar estos dos conceptos mediante

sus correspondientes reglas de calculo.

Leibniz, mas conocido como fildsofo, fue el otro inventor del cédlculo. Su descubrimiento

fue posterior al de Newton, aunque Leibniz fue el primero en publicar el invento.

Las suspicacias entre Newton y Leibniz y sus respectivos seguidores, primero sobre quién
habia descubierto antes el cdlculo y, después, sobre si uno lo habia copiado del otro,
acabaron estallando en un conflicto de prioridad que amargd los ultimos afios de ambos
genios. La disputa fue evitable pues los métodos de ambos genios tienen importantes
diferencias conceptuales que indican claramente la génesis independiente de los mismos.
La fundamentacion de ambos métodos es totalmente distinta. Si el de Newton fue
resuelto totalmente mediante el concepto de limite, el de Leibniz tuvo que esperar hasta

la década 1960-70 hasta la aparicién del Andlisis no estandar.

Desarrollo

El presente trabajo considera el resultado de este proceso histérico como un proceso
activo de apropiacién de la experiencia histérica acumulada por la humanidad, y a partir
de las ideas del psicdlogo ruso Lev Semionovich Vigotsky (1896-1934), en lo que respecta a
su Teoria del desarrollo histérico-cultural de la psiquis humana (Vigostky, 1966), en la que
se reconoce que el hombre llega a elaborar la cultura dentro de un grupo social y no sélo
como un ente aislado, este se considera el punto de partida y el marco tedrico apropiado.

Comencemos con el siguiente ejemplo.

Determinar el area A de la figura OPM limitada por la pardbola y = x2, el segmento OP del

eje de las X desde el origen hasta el punto P de abcisa x, y el segmento PM.
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y=x"2

Dividimos el segmento OP en n partes iguales y construimos un conjuntote rectangulos

cuyas areas aproximan por defecto y por exceso el drea de cada segmento de parabola.

Las dreas 4, y A de la sumas de ambos conjuntos de rectangulos satisfacen 4, < A< 4,

Obsérvese también que la diferencia 4, — A, es igual al area y(—) del mayor de los
n

rectangulos, de donde, se observa que lim(4, —4,)=0

n—0

Obviamente se tiene que 4=1im 4, =lim 4,

n—o0 n—o0

Ya que las alturas de los rectdngulos son las ordenadas de los puntos sobre la parabola

con abcisas

1 2 3 n
—X,—X,— X, — X=X
n n o n n

y sus magnitudes son

se obtiene que
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De aqui es facil encontrar que el area M'OM es igual a Exy, es decir, dos tercios del

rectangulo M’P’PM. Este resultado fue conocido por Arquimedes (287-212 ane).

Generalizando esta idea se puede determinar el area P del trapecio curvilineo ABCD

determinado porlacurvay =f(x)entrex=ayx=>b
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Para denotar la suma de la forma ZyAx Leibnitz introdujo el simbolo Iydx, donde el
simbolo J. es una s alargada, la primera letra de la palabra “summa” del latin.
El término “integral” fue propuesto por Bernouli, discipulo y asociado de Leibnitz. Leibnitz

originalmente usd la expresion “la suma de todos los ydx” (Ribnikov, 1987).

Hasta aqui se se utilizod la idea intuitiva de area, pero el propio concepto de drea requiere
justificacién y el drea del trapecio curvilineo requiere de la existencia del limite. Este tipo
de limite debe ser investigado independientemente de la representacién geométrica de la
funcién f(x).

Veamos a continuacion una definicidn que nos dara con rigor la forma de calcular el drea

deseada, la definicion de integral definida (Fikhtengol'ts, 1965, p. 346).

Definicion
Sea la funcion f(x) definida sobre el intervalo [a,b] . Formemos una particion del intervalo
[a,b] subdividiendo arbitrariamente este intervalo al introducir entre a y b los puntos xp,
X1, X2, ey Xn
La mayor de las diferencias
Ax,=x,,-x (i=0,12,..,n-1)
serd denotada por A.
Tomemos algun punto arbitrario & en cada subintervalo [x; Xi+1]

x,<&<x, (i=0L2,..,n-1)

y formemos la suma

WG
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Ahora procedamos a establecer la existencia de un limite finito de esta suma

[=limo
A—0

Supongamos que el intervalo [a,b] es dividido sucesivamente en partes, primero de una
forma, luego de otra forma y asi sucesivamente. Esta sucesion de particiones del intervalo

sera llamada “fundamental” si la correspondiente de valores A=4,,4,,4,,... tiende a
cero.

Entonces el limite / =limo se entiende en el sentido de que la sucesion de valores de las
A—0

sumas o correspondientes a una sucesiéon fundamental arbitraria de particiones de el

intervalo, siempre tiende a un limite | para todos los posibles valores de &

El limite finito | de la suma o cuando A — 0 es llamado la integral definida de la funcidn

f(x) en el intervalo [a,b], y se denota por el simbolo

b
= j F(x)dx
y la funcidén f(x) se dice que es integrable sobre el intervalo [a,b]

Esta definicion en el lenguaje de sucesiones hace posible transferir los conceptos bdsicos y

teoremas de la teoria de limites a la nueva forma del limite.

Por lo general en los textos de Calculo esta definicion se “simplifica” al obtener “el limite”
de las sumas de Riemann. Esta es una de las diferencias que distingue también los textos
de Célculo de los de Andlisis, y esta simplificacion también se refleja, por supuesto, en el

discurso matematico en la ensefianza del Cdlculo en las carreras de ingenieria.

Esto es lo que Cantoral llama...el fendmeno de Transposicién Diddactica, que participa en la
conformacién de lo que hemos llamado “didactica normal” del Célculo, que ha hecho de

este tema una especie de Andlisis Matematico “diluido”... (Cantoral, 2001).

Veamos qué dice por lo general una definicion de integral definida en un libro de Célculo.
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n-1
Una vez obtenida la suma Zf(cfi)Axi, si para cualquier particiéon del intervalo [a,b],
i=0

n—1
existe EirréZf(é)Axi = independientemente de los valores de &, entonces este limite
V%0
se denomina integral definida de f(x) desde x = a hasta x = b. En esta definicién el limite
significa que, para una particién cualquiera del intervalo, si la norma de la particiéon A esta

suficientemente cerca de cero, y siendo arbitrarios los numeros & en los subintervalos [x;
, Xi-1] de la particidn, entonces cualquier suma de Riemann estd cerca de /.

En esta definicién, aunque se trate con rigor la definicién de limite de una funcién, no se
aprecia el sentido del “limite de la sucesidon fundamental de particiones” y se “diluye” el
concepto, se simplifica. La interpretacion geométrica, en el mejor de los casos utilizando la

tecnologia, reafirma el concepto.

En el caso del estudiante de ingenieria, para el cual el concepto de limite es uno de los
mas dificiles, si no el mas dificil, este limite es un limite mas entre tantos cuyo sentido no

entiende.

Evidentemente en carreras de ingenieria y en otras carreras no matematicas, en las que se
estudia el Calculo, es necesario “suavizar” la definicién, ya que este tipo carreras no
requieren del rigor del Analisis Matematico, sélo del Calculo, pero alguna reflexidon hay
gue hacer del sentido mds complejo de este limite con respecto al limite de una funcién,
conocido por el estudiante, y mas cercano al limite de una sucesién, a veces no tan

conocido por el estudiante.

Conclusiones

El tema mostrado no es mas que otro ejemplo de la presencia paralela de la Didactica

normal del Calculo con la Didactica del Analisis Matematico.
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El problema que se plantea ahora es cémo llevar el concepto objeto de estudio al
estudiante de carreras no matematicas, sin perder el necesario rigor matematico. Se trata
de un problema complejo, que, sin lugar a dudas debe llamar a la reflexidn, ya que este no
es el unico ejemplo de su tipo, en los cuales, buscando la simplificacion, se pierde el rigor

gue debe tener la ensefanza de la Matematica. El tema esta abierto a la investigacion.
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