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Resumen. Este trabajo presenta los datos empiricos iniciales, de un intento por llevar los avances tedricos
logrados hasta el momento, sobre el fenomeno de reproducibilidad desde un enfoque socioepistemoldgico, al
contexto de las practicas preprofesionales de estudiantes que se estan formando como profesores de
matematicas (EPM); con la intencion de reconocer los factores que posibilitan el logro de los propdsitos
didacticos, entre ellos, las actuaciones de estos estudiantes como elementos de interaccion social en calidad
promotores de actividades de aprendizaje. Lo anterior apoyado en la reflexion guiada, que tiene doble funcion:
sirve para que los practicantes tengan la oportunidad de establecer las relaciones necesarias entre la teoria y
la practica, y permite ir recogiendo su historia de practica para el andlisis epistemologico, cognitivo, diddctico
y sociocultural, correspondiente.
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Abstract. In this paper, the content needed in the didactic training of teachers to teach probability is
described and some possibilities that classical paradoxes of probability offer to organize didactic activities that
can help carrying out these activities. We present results of courses aimed for teachers in Mexico, Portugal
and Spain.
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Introduccion

Aunque la ensenanza de la probabilidad en secundaria tiene ya una gran tradicion, los
nuevos Decretos Curriculares sugieren un cambio en la metodologia, recomendando
la presentacion, tanto del enfoque clasico, como del frecuencial de la probabilidad, este
ultimo basado en simulaciones o experimentos. Algunos profesores pudieran no estar
familiarizados con la metodologia propuesta o no ser conscientes de algunas de las
dificultades y sesgos probabilisticos de sus alumnos (Stohl, 2005). Si su formacion inicial
se centré en las competencias matematicas, pueden sentirse inseguros con enfoques
mas informales. Es importante apoyarlos y proporcionarles actividades que les sirvan

para conectar los aspectos conceptuales y didacticos (Ball, 2000).

Puesto que queremos que los estudiantes construyan su conocimiento en forma activa,
resolviendo problemas e interactuando con sus companeros en la clase, las actividades
presentadas a los profesores también deben basarse en el enfoque constructivista y
social del aprendizaje (Jaworski, 2001). En particular, estas situaciones deberian

permitir la reflexion epistemolégica sobre la estadistica, el estudio de las
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investigaciones didacticas sobre errores y dificultades de aprendizaje, y el andlisis y

experimentacién de métodos y recursos de ensenanza.

En este trabajo analizamos la posibilidad que algunas paradojas clasicas de la teoria de
probabilidad tienen en la formacion de profesores. Presentamos también datos de 166
profesores tomados en un taller que tiene como objetivo que los profesores trabajen

las siguientes pautas:

a. Experimentar un proceso de aprendizaje de ideas estocasticas fundamentales
(Heitele, 1975), a partir de una situacion didactica que puede ser adecuada en la

Educacion Secundaria Obligatoria o Bachillerato.

b. Contextualizar la reflexion epistemologica sobre las ideas estocasticas

fundamentales e identificar cuales de ellas intervienen en la situacion didactica.

c. Analizar las posibles dificultades y razonamientos incorrectos de los mismos

profesores y ayudarles a diagnosticarlas en sus estudiantes.
Conocimiento del profesor para ensefiar la probabilidad

Los profesores tienen un papel esencial al interpretar el curriculo y adaptarlo a las
circunstancias especificas (Ponte, 2001). Aunque, para la ensefanza en la escuela, no necesitan
altos niveles de conocimientos matematicos, tales como, por ejemplo, la teoria de la medida,
sin embargo si requieren una comprension profunda de las matematicas basicas que se ensefan
en la escuela. Ademas de la formacién cientifica, el profesor requiere lo que se denomina
“conocimiento profesional”’, en el cual Ball, Thames y Phelps (2005) incluyen cuatro
componentes: conocimiento comun del contenido, conocimiento especializado del contenido,
conocimiento del contenido y la ensefanza y conocimiento del contenido y los estudiantes. En
Batanero, Godino y Roa (2004) se especifican las componentes necesarias para el
conocimiento profesional de los docentes, que son revisados por Godino, Batanero, Roa y

Wilhelmi (2008) en la forma siguiente:

e Componente epistémica: conocimiento del contenido matematico o estadistico, es decir,
el conjunto de problemas, procedimientos, conceptos, propiedades, el lenguaje y
argumentos incluidos en la ensefianza de un tema dado y su distribucion en el tiempo de

ensenanza.

e Componente cognitiva: conocimiento de los niveles de los estudiantes del desarrollo y la
comprension del tema, las estrategias de los estudiantes, las dificultades y errores en

cuanto al contenido previsto.
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e Aspecto afectivo: conocimiento de las actitudes de los estudiantes, las emociones, las

motivaciones sobre el contenido y el proceso de estudio.

e Componente mediacional: conocimiento de los recursos didacticos y tecnoldgicos
disponibles para la ensefanza y las posibles formas de utilizar y distribuir estos recursos en

el tiempo.

e Componente interaccional: gestion de las organizaciones posibles del discurso en el aula y
las interacciones entre el profesor y los estudiantes que ayudan a resolver las dificultades

de los estudiantes y los conflictos.

e Componente ecologico: el conocimiento de la relacion del tema con el curriculo oficial,
otros temas matematicos o estadisticos y con los entornos sociales, politicos y

econdmicos que apoyan la ensenanza y el aprendizaje.

Estos modelos de formacion del profesor proporcionan una pauta para organizar
actividades formativas dirigidas a desarrollar todo o parte de dicho conocimiento.
Como indican Ponte y Chapman (2006), debemos considerar los profesores como
profesionales, y formar a los docentes en la practica profesional, haciendo que todos
los elementos de la practica (preparacion de las clases, tareas y materiales, la
realizacion de clases, observacion y reflexion sobre la experiencia) sean el elemento

central del proceso de formacion del profesorado.
Paradojas como herramienta para desarrollar el conocimiento del docente

Una herramienta didactica posible es utilizar algunas de las paradojas clasicas que
aparecidas en la historia de la probabilidad para disenar actividades dirigidas a la
formacion de profesores. Puesto que el profesor tiene unos conocimientos sélidos de
probabilidad elemental, hemos de buscar problemas, que, siendo aparentemente
sencillos, puedan tener soluciones contra intuitivas o sorprendentes. No es dificil
encontrar este tipo de situaciones, ya que la historia de la probabilidad y estadistica
esta repleta de episodios y problemas que resultaron en su tiempo desafiantes y que
muestran que la intuicion estocastica con frecuencia nos engana (ver Székely, 1986). La
construccion de la teoria de la probabilidad no ha sido sencilla, y es solo el esfuerzo y
el aprendizaje a partir del analisis de los propios errores, lo que llevo al progreso de la

misma (Batanero, Henry, & Parzysz, 2005).
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Estos problemas, asi como las soluciones, tanto correctas como erroéneas, que algunos
participantes puedan defender vehementemente, serviran para analizar cudles son los
conceptos involucrados en las soluciones, algunos de los cuales surgieron precisamente
para dar solucion a uno de estos problemas paraddjicos, como reconocen varios
autores. Lesser (1998) indica que el uso inteligente de estos ejemplos contra-intuitivos
apoya una pedagogia constructivista, promoviendo un aprendizaje profundo a partir de
las creencias previas y dando al profesor el papel de facilitador del aprendizaje. Los
estudiantes se pueden beneficiar al desarrollar su motivacion y meta cognicion,
descubriendo las conexiones con la historia y la vida real. Falk y Konold (1992), por su
parte, afirman que estas actividades requieren una consciencia de sus propios
pensamientos, lo que es tan importante como el aprendizaje de la solucién correcta y
un paso vital para alcanzar la capacidad matematica abstracta. Konold (1994) destaca el
efecto motivador de los resultados sorprendentes que anima a los estudiantes a

explorar el problema mas formalmente.

Batanero, Godino y Roa (2004) proponen una actividad basada en la paradoja de
Bertrand que ayudan a distinguir y comparar la concepcion frecuentista y Laplaciana de
la probabilidad, ademas de reflexionar sobre los conceptos de experimento
dependiente y probabilidad condicional, asi como sobre el papel de la resolucion de
problemas en la construccion del conocimiento matematico. La actividad tiene el

siguiente enunciado

Tomamos tres tarjetas de la misma forma y tamaio. Una es de color azul en ambos lados, la
segunda es de color rojo en ambos lados y la tercera es azul de un lado y roja por el otro.
Ponemos las tres tarjetas en una caja, y agitar la caja, antes de seleccionar una tarjeta al
azar. Después de seleccionar la tarjeta se muestra uno de los lados. El objetivo del juego es
adivinar el color de la cara oculta. Repetimos el proceso, poniendo la tarjeta de nuevo en la
caja antes de cada nueva extraccion. Hacemos predicciones sobre el color del lado oculto y
gana un punto cada vez que nuestra prediccion es correcta. ;Cudl es la mejor estrategia en

este juego?

Batanero, Godino y Roa (2004) sugieren que, para trabajar con esta actividad, los
participantes primero han de hacer algunas pruebas del juego y, a continuacion, el
formador de profesores ha de pedirles que encuentren la estrategia que produce la

oportunidad de ganar mas veces en una serie larga de ensayos. Debido al caracter
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contra intuitivo, surgira mas de una solucion (algunas incorrectas). Después de algunas
repeticiones del juego, todas las estrategias sugeridas por los profesores deben figurar
en la pizarra y posteriormente seria organizado por el formador de profesores un
debate para decidir cudl es la mejor estrategia. El objetivo de este debate, donde es
posible tanto el razonamiento correcto como los conceptos erréneos, es aumentar el
conocimiento probabilistico del maestro. Si no hay acuerdo final, los participantes
seran animados a realizar una demostracion matematica de su estrategia y se organiza

un debate que permitira revelar los razonamientos erréneos.
Resultados de nuestro estudio

Batanero, Godino y Roa (2004) evaluaron esta actividad en una muestra de 47
estudiantes espanoles de pregrado que se preparan para ser profesores de estadistica a
nivel universitario. En nuestro estudio se ha ampliado el tamano de la muestra y se han
realizado talleres en diferentes contextos. Los datos se recogieron por escrito de la
actividad dada por 166 docentes en activo que participan en tres talleres distintos
(Espana, n=98 profesores de matematicas de secundaria, Portugal, n=27 profesor de
matematicas de la escuela secundaria y México, n=41| profesores de Estadistica a nivel

secundario o universitario).

En la tabla | se presenta la composicion de la muestra. Los profesores en formacion
espanoles eran alumnos del quinto curso en la licenciatura de Ciencias y Técnicas
Estadisticas. Los profesores portugueses en formacion eran licenciados en matematicas
y cursaban el Master de Didactica de la Matematica. Todos ellos realizaron el taller
dentro de una asignatura optativa de Didactica de la Matematica. Los profesores en
ejercicio realizaron el taller en congresos dirigidos al profesorado, en sus paises
respectivos. Su formacion inicial era variada, siendo mayoria los licenciados en
Matematicas en Espana o Educacion Matematica (en Portugal y México). En el taller
impartido en México participaron también profesores en activo de estadistica en
diversas titulaciones universitarias, algunos de los cuales tenian una formaciéon como

ingeniero, médico o farmacéutico.

Tabla I. Frecuencia (y porcentaje) de participantes por paises segin situacion

Situacion del profesor | Espana  Portugal México Total
En ejercicio 40 (38.1) 14 (50) 33 (100) 87 (52.4)
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En formacion 65(61.9) 14(50) 0(0) 79 (47.6)
Total 105 (59) 28 (16.9) 33 (24.1) 166 (100)

El nimero medio de anos de experiencia docente en toda la muestra fue 12.6. El
objetivo de este estudio es comparar si las dificultades de partida y el aprendizaje a lo
largo de la actividad descrita por Batanero, Godino y Roa (2004) en los profesores en
formacioén se reproducen en el caso de los docentes en servicio. Otras diferencias son
el tamano de la muestra, cuatro veces mayor que la utilizada por Batanero, Godino y
Roa (2004) y las diferencias de contexto, asi como el incluir profesores en activo.

Tabla 2. Frecuencia (y porcentaje) de estrategia inicial segln pais
Pais

Estrategia inicial Espana  Portugal México Total
(n=98) (n=27)  (n=41) (n=166)

El. Apostar al color de la cara 33(33.7) 5(I185) 3(73) 41 (24.7)
mostrada (correcta)

E2. Predecir el color contrario del que 8 (8.2) 3(11.)y 249 13(7.8)
se muestra

E3. Considerar que no hay estrategia 38 (38.7) 14 (51.9) 27 (65.8) 79 (47.7)
(aleatoriedad)

E4. Eleccion de un mismo color en 3 (3.1) 1(3.7) I (2.4) 5(3.0)
todos los ensayos

ES. Alternar colores 4 (4.1) 3(11.1) 0(0) 7 (4.2)
E6. Usar los resultados anteriores para 7 (7.1) I 3.7) 4098 12(7.2)

la prediccion
E7. Cambiar las estrategias a lo largo de 4 (4.1) 0 (0) 4098) 8(4.8
la secuencia de ensayos

E8. Propiedades no fisicas de |las 1(1.0) 0(0) 0 (0) 1(0.6)
tarjetas

La tabla 2 presenta las estrategias iniciales. Aparecen una variedad de estrategias de
partida, por lo que se logro el objetivo de crear una situacion problematica que sirvio a
los profesores a enfrentarse a sus diferentes soluciones y a reflexionar sobre las
intuiciones erréneas en probabilidad. Algunos participantes no percibian inicialmente la
independencia de los ensayos, ya que utilizan los resultados anteriores antes de
predecir el color. Las estrategias fueron muy similares en los distintos entornos

(México, Portugal y Espana), aunque con diferentes porcentajes y similares a las
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descritas por Batanero et al, a pesar de que el grupo contenia profesores con
experiencia docente (educacion secundaria o universidad). El mayor porcentaje de
estrategias correctas en el grupo espanol se debe a la presencia en este grupo de una

proporcién importante de licenciados en estadistica.

Tabla 3. Resumen de estrategias iniciales y finales por pais

Espana Portugal México

Estrategia  Inicial Final Inicial Final Inicial Final

Correcta 32 (32.6) 71 (72.4) 5(185) 17(63) 3(7.3) 23 (56.1)

Incorrecta 66(67.4) 27 (27.6) 22 (81.5) 10(37) 38(92.7) 18 (43.9)
98 98 27 27 41 41

Esta mayor proporcion se refleja también en los resultados finales (tabla 3), donde se
resumen las estrategias iniciales con las consideradas correctas después de tres
repeticiones de la serie de 10 jugadas (30 experimentos), seguida cada una de debate.
Las diferencias iniciales en la proporcion de estrategias correctas/incorrectas entre
paises se hicieron mas pequenas en las estrategias finales. Puesto que los profesores
fueron invitados a escribir y justificar sus soluciones como parte del taller, hubo un
tiempo de reflexion, y, como consecuencia del debate, en la etapa final, la mayoria de
los profesores ha cambiado a la estrategia correcta. Observamos globalmente un
aumento muy importante de las respuestas correctas, que se duplican respecto a la
situacion inicial.

El porcentaje de aumento es similar en todas las muestras alrededor del 40% de
profesores pasan de una estrategia incorrecta a otra correcta. Por consiguiente, los
datos sugieren un cambio positivo en general en las concepciones de los docentes
acerca de los conceptos involucrados en la actividad. En la tabla 4 se presentan los
datos por tipo de profesor. Observamos también poca diferencia entre los profesores
en formacién y ejercicio, inicialmente (Chi-cuadrado= I.16, | g.l. p= 0.28) con menos
del 30 % de estrategias correctas en los dos grupos y finalmente (Chi-cuadrado= 0.27,
| gl p= 0.60) con porcentajes de estrategias correctas superiores al 60%. Concluimos
la similitud de intuiciones incorrectas en los dos colectivos y la utilidad para ambos de

la actividad formativa propuesta.
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Tabla 4. Frecuencia (y porcentaje) de estrategias iniciales y finales segin situacion profesional
En formacion En ejercicio
Estrategia Inicial Final Inicial Final
Correcta 23 (29.1) 53 (67.1) 19 (21.8) 55 (63.2)
Incorrecta 56 (70.9) 26 (32.9) 68 (78.2) 32 (36.8)

Total 79 79 87 87

Reflexiones finales

Los resultados mostrados senalan la necesidad de mejorar el conocimiento del
contenido probabilistico en los profesores, incluso de los profesores en ejercicio,
quienes, en una proporcion considerable mostraron intuiciones incorrectas al
comienzo de la actividad y no fueron capaces de dar una demostracion completa de la
estrategia, una vez identificada al final del juego. Pensamos que ello se debe a que la
preparacion matematica de los profesores en su formacién inicial se centra en el
conocimiento comun del contenido, y seria necesario complementarlo con un
conocimiento especializado del contenido, que incluye informacién sobre los sesgos en
el razonamiento probabilistico. Los profesores requieren también un conocimiento
didactico del contenido, incluyendo aspectos como metodologia de ensehanza y
representaciones instruccionales, tales como tipos de demostracion matematica

asequible a los estudiantes.

Para proporcionar a los participantes en el taller estos conocimientos, la actividad se
complementd en la segunda sesion del taller con el andlisis didactico sobre el
conocimiento matematico que necesitan los estudiantes para resolver el problema, los
errores potenciales de los estudiantes y las fases didacticas del taller. La actividad

también ayudo a aumentar algunas componentes de los conocimientos profesionales:

e Componente epistémica: Al hacer reflexionar al futuro profesor sobre los
diversos significados historicos de la probabilidad (subjetiva, frecuentista y clasica) y

las controversias ligadas a su definicion en diferentes momentos histéricos;

e Componente cognitiva: pues adquieren conocimientos sobre la dificultades de los
estudiantes con los conceptos de probabilidad condicional e independencia y sobre
posibles razonamientos y estrategias correctas e incorrectas para resolver el

problema;
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e Componente afectiva: experimentando nuevos métodos de ensenanza, basados en
el juego, experimentacion y debate, que permite aumentar el interés de los

alumnos y su participacion en la actividad;

e Componente interaccional: aumentando su experiencia sobre la forma de
organizar el discurso y el tiempo didactico y de hacer aflorar y resolver los

conflictos cognitivos de los estudiantes;

e Componente ecologica: pues la actividad se puede conectar con el estudio de las
concepciones erréneas sobre el azar (psicologia) y con los problemas sociales

relacionados con la adiccion a los juegos de azar (sociologia).

Los profesores necesitan apoyo y formacion adecuada para tener éxito en el logro de
un equilibrio adecuado de la intuicion y el rigor en la ensenanza de la probabilidad.
Lamentablemente, no todos los profesores siempre reciben una buena preparacion
para ensenar la probabilidad en su formacion inicial. Sin embargo, actividades como las
que se analizan en esta presentaciéon pueden servir al mismo tiempo para aumentar los

conocimientos de probabilidad en los docentes y sus conocimientos profesionales.

Finalmente, apuntamos a la necesidad de seguir investigando sobre los componentes
esenciales en la preparacion de los profesores para ensenar la probabilidad y el
método adecuado en el que cada componente debe ser ensenado. Esta es un area
importante de investigacion que puede contribuir a mejorar la educacion estadistica a

nivel escolar.
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