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Resumen. En esta investigacion desarrollada desde la perspectiva tedrica de la aproximacion
socioepistemoldgica, se presenta, la produccion y puesta en escena de una secuencia basada
en la ingenieria diddctica. De manera especifica, este trabajo indaga sobre qué alternativas
pueden ser factibles para la construccion escolar del significado de los numeros complejos,
bajo la hipdtesis de que su significado puede ser construido a través del proceso de convencion
matemdtica. El andlisis de la produccion de los estudiantes, al trabajar una secuencia de
actividades disefiada por nosotros en base a la hipdtesis anterior, da evidencia de que a pesar
que los estudiantes insistian en que “las raices cuadradas de numeros negativos no existen”,
nuestra secuencia los indujo a operar con ellos.
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Introduccion

En trabajos previos de (Martinez-Sierra, 2005) se ha desarrollado algunas nociones tedricas
qgue han sido utiles, por un lado, en la explicacidon de algunos fendmenos didacticos y, por el
otro, en la interpretacién de procesos de construcciéon de conocimiento. En particular, en el
plano de la construccién de conocimiento, se ha dado evidencia de que ciertas piezas de
conocimiento, a las que han llamado convenciones matemdticas (una propiedad emergente
para establecer una relacion de continuidad o de ruptura de significados), pueden ser
entendidas como producto de un proceso de articulacion matematica o de un proceso de

integracién de conocimientos.

Siguiendo las primicias de (Martinez-Sierra, 2005), de manera especifica, este trabajo indaga
sobre qué alternativas pueden ser factibles para la construccién escolar del significado de los
numeros complejos, bajo la hipdtesis de que su significado puede ser construido a través del

proceso de convencién matemadtica. Al respecto, a partir de un analisis historico-epistemoldgico

de la busqueda de solucién general de ecuaciones de tercer grado, de la forma y* + py+¢ =0,

Comité Latinoamericano de Matematica Educativa A. C.

1033



Acta Latinoamericana de Matemdtica Educativa 22

afirmamos que el significado del numero complejo, en un plano algebraico, puede ser interpretado

como elemento unificador entre el grado de la ecuacion y sus soluciones (Antonio, 2008).

Para contrastar empiricamente la hipdtesis anterior se procedid metodolégicamente de la

siguiente manera: 1) se disefid una secuencia de actividades, en donde se traspuso (en sentido de

Chevallard (1997) tal hipdtesis constructiva, a polinomios de la forma x"—-1=0, 2) se
experimento la secuencia con 10 estudiantes del nivel medio superior mexicano (15 a 18 afios) y

3) se analizé la produccion de los estudiantes.

Aproximacion socioepistemologica

La socioepistemologia es una aproximacién sistémica que permite tratar los fenémenos de
produccion y de difusion del conocimiento desde una perspectiva multiple, al incorporar el estudio
de las interacciones entre la epistemologia del saber, su dimensién sociocultural, los procesos
cognitivos asociados y los mecanismos de institucionalizacidn a través de la ensefianza (Cantoral y
Farfan, 2004). Mas precisamente, dentro de la teoria socioepistemoldgica en Matematica
Educativa se considera que al menos cuatro grandes dimensiones interdependientes son las que
condicionan/determinan la construccién y la difusién del conocimiento matematico: las

dimensiones cognitivas, diddcticas, epistemoldgicas y sociales.

Un acercamiento epistemoldgico de los nimeros complejos a través del proceso de convencion

matematica

A lo largo de la historia se identifican cuatro grandes etapas, caracterizadas por los cambios
observados en las concepciones epistemoldgicas de los niumeros complejos (Gémez y Pardo,
2005): 1) Algebraica. Primeras apariciones de las raices cuadradas de cantidades negativas, 2)
Analitica. Aceptacién y generalizacién del uso de las expresiones imaginarias gracias al desarrollo

del analisis infinitesimal, 3) Geométrica. Introduccién de un eje de imaginarios que tiene

asociado~/—1 como unidad perpendicular a 1 y 4) Formal. Formalizacién de los nimeros
complejos. Nuestro andlisis histérico-epistemoldgico se centra en el contexto de la primera etapa,

la algebraica.
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Se menciona que en 1545 (Stillwell, 1989 y Dunham, 1999), Cardano publicé en su Ars Magna el

método de solucion de Tartaglia (conocida actualmente como el método de Cardano) la cual para

3 2 3 2
elcaso v’ + py+qg =0 tomalaforma: y=:3 _Q+ L+L +3\/_q_ L+L,entérminos
yoreyTd Y \/ 2 27 4 2 27 4

2 3
modernos la féormula implica a los nimeros complejos cuando q—+p— < 0. Sin embargo, no

era posible considerar esto como un caso sin solucidn, porque se sabia que una ecuacion cubica
siempre tiene al menos una raiz real. Asi la formula de Cardano plantea el problema de convenir

un valor real, encontrado por la inspeccion, digamos, con una expresion de la

forma: y = 3\/a+b«/—N +3\/a—b«/—N (siendo N un numero natural).

Pero, Cardano no hizo frente a este problema (la simplificacién de i/a+h-/—N , en su Ars

Magna), él considerd que estos numeros eran “tan sutiles como inutiles”, en el llamado caso
irreducible de la ecuacidn cubica, la cual tiene tres soluciones reales que aparecen como la suma

o diferencia de lo que ahora llamamos niumeros complejos.

Esta dificultad fue resuelta en el siglo XVI por Rafael Bombelli, cuya Algebra aparecié en 1572
(Struik, 1986). De esta manera Bombelli calculé el algebra formal de nimeros complejos (llegando

a formular las cuatro operaciones con los nimeros complejos en la forma actual) con el objetivo

particular de reducir expresiones /a+b-/—N alaforma c+d~/—1, asi su método le permitié

mostrar la “realidad” de algunas expresiones que son resultado de la férmula de Cardano. Por

ejemplo, la solucién, dada por la férmula de Cardano, de y3 = 15y +4 es

y=324 11 /=1 +32=11/=1 oo (1

Por otra parte, la inspeccion da la solucién y = 4, Bombelli tenia el presentimiento que las dos

partes de “y” en la formula de Cardano eran de la forma 2+n+/—1 , 2—n~/—1 vy él encontré por

cubos estas expresiones formalmente, usando («/— l)z =-1:

@+/=1) =@ +3QP (=1)+3)=1) +(/=1) =2+11/=1
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Esto ciertamente seria:

y=32411/=1 = 24 /=1 omemeemeeeee (I
y=32-11/-1 = 2= /-1 e (D)

Sustituyendo (I1) y () en (1) se obtiene:
y=2++-142-+/=1=4 porlotanto (4)’ =15(4)+4

En conclusidn, nuestra hipdtesis de construccion de conocimiento se basa en la consideracién de

que la primera formulacién en relacion a los nimeros de la forma 4+ B~/— N (Siendo N un

numero natural) fueron aceptados en un dominio limitado algebraico; porque ellos aparecieron
sy . . 3

como Utiles en la solucién de ecuaciones de tercer grado de la forma y” + py+¢ =0 (ynoen las

ecuaciones de segundo grado como se presentan en los libros de texto). Nuestra interpretacién es

gue se aceptd la existencia de la raiz cuadrada de nimeros negativos, junto a su operatividad, para

3 2 3 2
articular una férmula algebraica: =3~ 94 [P 9 3 9_ [P .9 , con el hecho de que
2 27 4 2 27 4

una ecuacion cubica siempre tiene al menos una raiz real. Es decir, la existencia del numero
complejo puede admitirse a tanto elemento unificador entre el grado de la ecuacion y sus

soluciones. A tal proceso lo caracterizamos con lo que hemos llamado convencion matemadtica.

Disefio, puesta en escena y analisis de una secuencia de actividades

Para la construccion de la secuencia de actividades a la hipdtesis constructiva anterior, la hemos

transpuesto a polinomios de la forma x" —1 = 0. De manera particular, el objetivo de la secuencia
es propiciar la aceptacion de los numeros complejos y la operatividad de la raiz cuadrada de
numeros negativos en estudiantes de nivel medio superior, en un contexto de calculo de raices de
polinomios, de manera especifica, con polinomios de la forma x" —1=0. Nuestra hipdtesis es
gue la aceptacion puede apoyarse en la idea de que tales polinomios tienen ‘n-raices diferentes’;
idea que a su vez puede ser apoyada con la aceptacién de la operatividad de las raices cuadradas

de nimeros negativos.
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Especificamente, el disefio de nuestra secuencia figura en trece actividades, las cuales estdn
agrupadas en cuatro fases: I. Recordar el calculo de raices de una ecuacion (Unicamente con raices
reales), Il. Identificar el conocimiento previo que tiene el estudiante sobre la raiz cuadrada de un

numero negativo, lll. Aceptar y operar con raices cuadradas de nimeros negativos en el calculo de

raices; polinomios de la forma x" —1=0 y IV. Presentar a ib como la denotacién formal de una

raiz cuadrada de un niumero negativo y su propiedad.

La puesta en escena

La exploraciéon de la secuencia fue realizada en un plantel del nivel medio superior, en la ciudad
de Chilpancingo, donde se trabajo con diez estudiantes (6 alumnas y 4 alumnos) de primer grado,
en un intervalo de tiempo de tres horas y media. Con los estudiantes se formaron tres equipos de
trabajo: dos de ellos contaron con tres estudiantes (equipo 1 y 3) y uno de cuatro integrantes

(equipo 2). Aqui Unicamente se reportan los resultados del equipo 1y 2.

En la produccion observamos que los objetivos propuestos de las dos primeras fases (Recordar el
calculo de raices “reales” y el de identificar el conocimiento previo de las raiz cuadrada de un
numero negativo) si se alcanzaron, pero, el objetivo de la tercera fase (el de aceptar y operar con
las raices cuadradas de numeros negativos) no se alcanzé de manera general; ya que en cada
equipo no se llegd abarcar todas las actividades que contempla esta fase, ademas no todos los
integrantes realizaron las operaciones solicitadas en la actividad 9 y 10 (la comprobacién de las
raices encontradas), dado al rendimiento de participacién que presentaron. En el siguiente
apartado se muestra un bosquejo de la produccién de los dos equipos de estudiantes, iniciando

desde la segunda fasela produccidn de los estudiantes

Fase Il (Actividades 7 y 8). Identificar el conocimiento previo que tiene el estudiante sobre la raiz
cuadrada de un numero negativo (como la denota vy la familiaridad que tiene con ella). En Ia
actividad 8, en el célculo de las raices de x* +1=0 a través de la peticion explicita del uso de la
formula general de segundo grado, el resultado general identificado sobre el conocimiento previo
en los dos equipos, es que “las raices cuadradas de numeros negativos no existen”. En la tabla

siguiente mostramos la descripcion e interpretacion de la produccidn de los estudiantes.
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Equipo 1

Estos estudiantes necesariamente querian obtener el

valor de~/—4, para ello utilizan la calculadora, el cual

les marca: “error” y concluyen que “no existe”.

Al principio les fue dificil aceptar a este nUmero como
solucién pero al hacer la comprobacién dado a los
procedimientos operacionales utilizados (por ejemplo
al elevar una potencia a una fraccion) y recordando
que dependiendo del grado de la ecuacién son las
raices a encontrar, concluyen que es “una raiz con

signo menos y otra con signo mds”.

A'?H",

K-

bd ¥b?- qac

24

En este equipo se da dos casos para obtener las raices
de esta ecuacidn, el primer caso es utilizando la
férmula general tal como se lo pediamos, y el segundo
caso es despejando directamente a x en la ecuacioén.

En los dos casos argumentan que “no existe la raiz”

Al final realizan las comprobaciones y concluyen que
“

si son raices de la ecuacion” porque “se pueden

igualar”.

Fase Ill (Actividades. 9, 10, 11 y 12). Aceptar y operar con raices cuadradas de numeros negativos

en el cdlculo de raices, de polinomios de la forma x" =1. Para motivar a ello se les pide que
verifiquen si satisfacen a la ecuacion las raices encontradas. Aqui se utilizan las herramientas del
desarrollo de un binomio, factorizacién y la férmula general de segundo grado. En las tablas

siguientes mostramos la descripcion e interpretacién de la produccién de los dos equipos aqui

reportados.
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Equipo 1

Al igual que en la actividad 8, tratan de
. i —-1+£+/-3
simplificar: —————
2
La reaccion que tuvieron estos estudiantes fue
peor a la de la actividad 8 con la obtencién de
este valor y mas cuando se les pidié que
verificaran si era raiz de la ecuacién cubica;
para ellos no fue nada sencillo realizarlo, por

rj

los calculos requeridos, en especial (b

Equipo 2

En este equipo solamente una de las
integrantes realizo las operaciones de la
verificacion y explico a los demas las
operaciones realizadas, pero no logré que las
demas realizaran los calculos de

comprobacion.

Actividad 10

TIENTE SN raices de esd ecuacion.

( % Q () E

quipo 1

T W wER [FL=0 Podemos observar que en las dos
| A4 | \ v "
TR Jt\ T P . . .
LB X g L ek . comprobaciones que se realizaron en la ecuacion
—}"\”" j__/g 3'/11"‘;;:- -U
Y . = / - - - 7,
=120 4_-0 x* =1=0, eliminan directamente la raiz

cuadrada con el exponente cuatro y elevan al

denominador al cuadrado.
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- , - Equipo 2
et son s de e evcin, Sushiveon 2 quip

)0 | Aqui se observa los célculos obtenidos por un
, 120
\W- :0 mq’r integrante del equipo. La cual argumenta su

comprobacion:  “es raiz a la cuatro

1020
10 TD:O (ﬁ )4 =-/=1-/=1-/=1-/=1 y las raices iguales

‘ se suman y tienes doble raices (cuatro raices),

ésta y ésta seria (x/jl )2y ésta igual (x/jl )2,

esta se elimina, menos por menos da mds, seria

uno, menos uno, seria cero igual a cero

I-1=0"

A manera de conclusion

En los resultados de la puesta en escena se evidencia de que a pesar que los estudiantes insistian
en que “las raices cuadradas de numeros negativos no existen”, nuestra secuencia los indujo a
operar con ellos para encontrar las raices de algunos polinomios propuestos en las actividades y
asi, aceptandolos de manera operativa, como por ejemplo, en las actividades 8 y 9 cuando
verifican que los valores obtenidos si son raices. El argumento bdsico es que “se pueden igualar”,
es decir, que al sustituir los valores en la ecuacién su resultado es cero. Lo anterior considerando
gue no comprobaron todos los valores obtenidos en las ecuaciones, solamente algunos de ellos.
Consideramos que con estas evidencias, nuestra secuencia de actividades da indicios de que es
posible construir el significado del nimero complejo y su operatividad en tanto el proceso de

convencidon matematica (Antonio, 2008).
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