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Resumen. A partir de nuestra experiencia docente de varios afios, hemos observado, en el
contexto del aula, que los alumnos presentan dificultades para resolver problemas que
involucran conceptos fundamentales del cdlculo. Para favorecer el aprendizaje de algunos de
ellos, como por ejemplo: primera y segunda derivada y sus relaciones con el crecimiento y
decrecimiento de una funcion, con el cambio de concavidad, puntos de mdximo y minimo o de
inflexion, disefiamos algunas actividades de aprendizaje empleando el programa para
graficacion de funciones de la pdgina de Lagares para implementarlas de manera
complementaria al trabajo en el aula. En ellas se promueven estrategias de graficacion que el
alumno deberd combinar con estrategias analiticas para corroborar los resultados que
presuponga del andlisis de las grdficas.
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Introduccion

En el primer afio de una carrera universitaria no matematica, la comprension de los
conceptos basicos del Calculo, suele ser problematico para la mayoria de los alumnos. Uno

de los conceptos centrales es la nocion de funcion.

Para Farfan (1992, c.p. Ferrari y Martinez, 2002), entre las causas que hacen de la funcion
uno de los conceptos matematicos mas dificiles de dominar y ensefar, se encuentran las
diversas concepciones y multiples representaciones de ésta, potenciadas por el hecho que
la ensefanza tiende a sobrevalorar la algoritmizacidn y los métodos analiticos por encima

del desarrollo de habilidades propias del pensamiento matematico.

Al iniciar un curso de Calculo los alumnos ya saben el concepto de funcién y deberian
poder realizar sin inconvenientes conversiones entre los distintos registro de

representacion de la misma (grafico, numérico, algebraico y coloquial). Para ello es
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importante proponer actividades que propicien el trabajo con diferentes

representaciones.

Duval (1998) establece que, dado que cada representacion es parcial con respecto al
concepto que representa, debemos considerar como absolutamente necesaria la
interaccién entre diferentes representaciones del objeto matemdtico para su formacién.
Agrega ademads, que no solamente es importante entender las dificultades para manipular
cada una de esas representaciones, sino que también lo es el andlisis de las actividades de
conversion entre representaciones que debemos proponer a nuestros alumnos. También
es importante no priorizar alguna de ellas en detrimento de otras cuando estamos

promoviendo un proceso de construccion de un concepto matematico.

Relativo al tema funciones, generalmente se le proponen al alumno tareas de conversion
de una representacién como la algebraica a su correspondiente grafica y es poco usual

gue se le solicite el proceso inverso.
¢Por qué hacemos referencia a las dificultades en el aprendizaje del concepto de funcion?

Porque una mala concepcion del mismo redundara en un bajo rendimiento en el
aprendizaje del Célculo. Debemos proponer actividades que favorezcan el desarrollo de
una vision holistica de las funciones y tareas de conversion de una representacion a otray
viceversa ya que consideramos que esto promueve un mejor entendimiento de las

funciones.

La creciente introduccién de recursos tecnolégicos en los procesos de ensefianza y de
aprendizaje de la Matemadtica, han generado nuevas posibilidades para mejorarlos vy
enriquecerlos. Integrar dichos recursos a los procesos en los que las actividades
presenciales se mantienen de manera significativa, permite, entre otros aspectos, mejorar
el acceso a los contenidos y a sus distintas representaciones. Esto puede complementarse
con guias de estudio y propuestas de actividades (Sigalés, 2004). Ademas contribuye a

mejorar la calidad de la docencia a través de una mayor cantidad y calidad de las
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interacciones entre el profesor y los alumnos y de los alumnos entre si, como asi también
de una mejor adaptacién a los ritmos, intereses y necesidades de cada alumno vy, en

consecuencia, una mayor personalizacién de la actividad docente.

Con el objetivo de desarrollar habilidades para trabajar dentro y entre diversas
representaciones de un mismo concepto, la utilizacién de recursos tecnoldgicos resulta un

complemento importante.

No perdemos de vista, tal como lo expresa Luis Moreno Armella (2002) que:

“Cuando se usa la tecnologia en la escuela, hay que reconocer que no es la tecnologia en si misma el
objeto central de nuestro interés, sino el pensamiento matemdtico que pueden desarrollar los

estudiantes bajo la mediacion de dicha tecnologia”.

A partir de nuestra experiencia docente de mas de 20 afos, hemos observado que en el
contexto del aula, los alumnos presentan dificultades para resolver problemas que
involucran conceptos fundamentales del Calculo como por ejemplo: primera y segunda
derivada y sus relaciones con el crecimiento y decrecimiento de una funcion, con el
cambio de concavidad, puntos de maximo y minimo o de inflexién. Para favorecer el
aprendizaje de estos conceptos, disefiamos algunas actividades de aprendizaje para ser
implementadas en ambientes computacionales, como complemento al trabajo en el aula

gue propician el trabajo con diferentes representaciones.

Para la preparacion de las distintas actividades que forman parte de este trabajo, tuvimos
en cuenta las consideraciones planteadas por Moreno (2002) para aquellas propuestas en
las que se utiliza la tecnologia para graficar funciones. En las mismas se promueven
estrategias de graficacion que el alumno deberad combinar con estrategias analiticas que le

permitan corroborar los resultados que le sugieran las representaciones graficas.
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Desarrollo de la propuesta

”

El software elegido para el desarrollo de las actividades fue “Funciones para Windows
version 2.7, por ser un programa de tipo freeware que puede obtenerse gratuitamente
desde la pagina http://www.lagares.org y que ademas tiene requerimientos minimos de

hardware y es de facil manejo.

Este programa permite realizar distintos tipos de graficos de una amplia variedad de
ecuaciones para las que soélo debe escribirse la expresion matematica de las mismas.
Pueden personalizarse las graficas determinando los intervalos de representacidon sobre

cada uno de los ejes cartesianos.

Para una funcién cualquiera, el programa calcula sus ceros, valores maximos y/o minimos,
intervalos de crecimiento y de concavidad, puntos de inflexién, entre otros, mostrando en

cada caso la representacion grafica de ellos.

Los alumnos estan familiarizados con el manejo del programa a través de otras actividades
realizadas con anterioridad, en las que no sélo se promueven la utilizacién de las distintas
representaciones y la conversion de unas representaciones en otras, sino que también se

refieren a la eleccién de la ventana dptima en la que se dibuje la grafica.

Para obtener la ventana de visualizacién de la funcién, ademds de ingresar la expresion
algebraica de la misma, los alumnos pueden establecer la escala en cada uno de los ejes y
los intervalos de variacidon de las variables x e y. Estos intervalos son los que modifican
reiteradamente hasta obtener la grafica en la que se observen todas las caracteristicas
particulares de la funcién que se representa. Es importante que los alumnos practiquen
estas cuestiones con diferentes funciones que se desarrollan en clase, como por ejemplo

las polinomiales, racionales, exponenciales, logaritmicas y trigonométricas.

En el contexto del aula, al realizar el estudio de una funcién, se busca representarla o
tener una idea bastante aproximada de su aspecto a partir de la expresidn algebraica y de

cierta informacidn adicional sobre las caracteristicas de la grafica. Esta informacién se
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obtiene a partir de la determinaciéon del dominio, de las intersecciones con los ejes
coordenados, del analisis de la paridad y simetrias, de la obtencién de los puntos de
discontinuidad y de la determinacidn de las ecuaciones de las asintotas, del analisis de los
intervalos de crecimiento y decrecimiento, junto a la determinacién de los extremos
relativos (maximos y/o minimos), del estudio de la concavidad y de la obtencion de los
puntos de inflexion.

En las actividades que se proponen a continuacion, se sigue otro procedimiento. A partir

de la grafica de la funcidn, se analizan cada una de las caracteristicas enunciadas.
Todas las respuestas pueden ser controladas mediante comandos propios del programa y
se encuentran en el menu que se despliega al presionar en la barra superior 1fu.

Por razones de extension sélo presentamos el enunciado de algunas de las actividades de

la propuesta junto a los comentarios sobre su resolucién que aparecen en cursiva.

Enunciado de la Actividad

- 1 Elal btiene:
Represente graficamente f(x) = 5(x3 + 3x2) aiumno obtiene

.

Observando la grafica de la funcién, determine:

V1
4
3
a) Dominio: . /\:12

Conjunto imagen: . 4 13 = _1_1 T 2 3 4 %
b) Intersecciones con el eje x (ceros): . -2
-3
c) Interseccion con el eje y (ordenada al origen): . 4

d) Analice el comportamiento de la funcién:
% cuando x — +o .

% cuando x — —o0 .

Para controlar sus respuestas, del menu selecciona Raices e Imagen.
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e) Indique, si presenta, los puntos de discontinuidad .

f) Determine (en caso de existir):

Asintotas verticales: ............... Asintotas horizontales: ................

g) Obtenga analiticamente f '(X) = ...ccccevevreeeeneee.

h) Analice el signo de la derivada primera en todo el dominio de la funcién

i) Indique los valores de x que anulan la derivada primera o donde no existe .............

Los valores del dominio de una funciéon donde la primera derivada se hace cero o no

existe, son los puntos criticos de la funcién dada.

Para analizar el valor y por lo tanto el signo de
la derivada primera, seleccione Derivada en un
punto... 'y en el cuadro de didlogo
correspondiente a x introduzca el valor de la
abscisa del punto de la grdfica en el que desea
calcular la derivada. Utilizando los botones <—i
o d—> puede obtener la derivada en puntos
proximos al anterior. Para cada punto
considerado se visualiza en color rojo la recta
tangente a la grdfica en dicho punto.
Esto puede observarse en la grdfica que se

encuentra a la derecha:

j) Grafique la funcidn derivada.
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vt
4

Seleccione Funcién derivada y obtendrd una 3

grdfica en color verde superpuesta a la :12

anterior. a3 7 g T 2 3 4 %

Observando esta grafica, complete: Dominio -2

def'(X) = e :i

La funcion derivada se hace cero en x =

no existeen x=......

Furicion derivada

k) Compare las dos graficas. Considerando los intervalos que determinan los puntos

criticos, complete el siguiente cuadro indicando el signo de la derivada primera y si en

cada intervalo la funcidn es creciente o decreciente:

Signo de f '(x)
Intervalo .
(grdfica verde)

Comportamiento de f(x)

(grdfica azul)

Seleccionando Intervalos de crecimiento

4
3
2

e Intervalos de decrecimiento.

observa una linea roja sobre el eje de las | * 4 132 3 1“ 1 2 3 4 4
abscisas que indica donde la funcion es -2
creciente o decreciente segun sea el 'i

caso, quedando determinados ademds

los extremos de los intervalos.

Intervalos de crecimiento
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Por lo tanto, de acuerdo al signo de la derivada primera, puede concluir sobre el
crecimiento de la funcién que:

Si la derivada de una funcion es ................ en un intervalo, la funcion dada es .......ccecvvvenneen.
en dicho intervalo.

Si la derivada de una funcién es ................ en un intervalo, la funcién dada es ...

en dicho intervalo.

|) Determine los maximos y/o minimos relativos.

Minimo:y =.......... enN X = ... = Minimo relativo (......, ...... )

Maximo:y = .......... ENX = oo, = Maximo relativo (......, ......)
Seleccione las opciones Mdximos y Minimos del menu para controlar su respuesta.
m) Calcule f"(X) = oo,

n) Grafique la segunda derivada de la funcién.

wom
-‘-\\"\-\\:

Seleccione Segunda derivada y obtendrd una

grdfica en color verde superpuesta al de la 1

Fe

M"r

funcidn dada. 1 2 3 4

Complete:

- Furlcion derivad3 segunda
Dominio de f "(X) = oevrevreceerernen.

La segunda derivada se hace cero en x = ...... y

no existe en x = ............
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o) Compare las dos graficas. Considerando los intervalos que determinan los posibles
puntos de inflexién, complete el siguiente cuadro indicando el signo de la derivada
segunda y si en cada intervalo la grafica de la funcidén es cdncava hacia arriba o hacia

abajo:

Signo de f "(x) Comportamiento de f(x)
Intervalo ) )
(grdfica verde) (grdfica azul)

Seleccione Intervalos de concavidad (para la concavidad hacia arriba) e Intervalos de

convexidad (para la concavidad hacia abajo).

Por lo tanto, de acuerdo al signo de la derivada segunda, puede concluir sobre la

concavidad de la gréfica que:

Si la derivada segunda de una funcién es ............ en un intervalo, la grafica de la funcidn
dadaes . en dicho intervalo.
Si la derivada segunda de una funcién es ............ en un intervalo, la grafica de la funcidn
dadaes ...ceeeeeecceienne en dicho intervalo.

p) Indique los puntos de inflexién.
Enx=...... la grafica de la funcidn presenta un punto de inflexion.
Por lo tanto el punto de inflexién es (......, ......)

Seleccione Puntos de inflexion.

Reflexiones

La simple aplicacién de estas actividades no es suficiente para alcanzar los beneficios

deseados. Es preciso fomentar un cambio en la conciencia de los alumnos.
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Consideramos sumamente importante transmitir nuestro interés por el progreso de los
alumnos y el convencimiento de que un trabajo adecuado terminara produciendo buenos

resultados, auin cuando inicialmente aparezcan dificultades.

Todas las estrategias didacticas que podamos utilizar deberian orientarse hacia el planteo
de actividades que permitan obtener mejores resultados en el aprendizaje y crear un
clima de actitudes positivas hacia la Matematica. Cuanto mas amplias y complejas sean las
relaciones que se establezcan, mayor serd la capacidad de los alumnos de utilizarlas en
situaciones cotidianas, en la construccidon de nuevos significados y en el establecimiento

de nuevas relaciones.

También, es necesario utilizar en forma coherente diferentes representaciones de los
distintos conceptos que nos permita abordar los temas de manera mas eficiente. Ademas,
es importante hacer un uso reflexivo de las nuevas tecnologias que permitan darle un

significado concreto a las nociones matematicas.

Al disefiar las actividades descriptas, la principal caracteristica que quisimos impartirles
para que jueguen un papel orientador e impulsador del trabajo de los alumnos, es que

ellos puedan percibirlas como ayuda real, generadora de expectativas positivas.
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