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Resumen. En el siguiente articulo se propone un acercamiento numérico y grafico al concepto
de derivada y de funcidn derivada. Para ello se propone iniciar introduciendo las ideas de
diferencias, incrementos y razéon de incrementos. El que esto escribe disefio y desarrollo un
software de apoyo a la introduccién de estas ideas. Para abordar la temdtica se exponen ideas
tedricas, una exposicion de lo propuesto en el software y algunos resultados obtenidos.
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Introduccion

Diversos investigadores sefalan la importancia de introducir el concepto de derivada a
través del uso de razones de cambio. Basado en estd idea inicial se disefio y desarrollo un
software, que hemos denominado “Funciones y Derivadas”. En el software propuesto
(Cortés. 2002) se incorporaron actividades que resaltan los aspectos relacionados con
diferencias, incrementos y razén de incrementos, se toma como base las ideas visuales.
Hughes (1990) ha observado que muchos estudiantes pueden calcular algebraicamente
las derivadas de diversas funciones, pero no son capaces de determinar en una grafica en
qué lugares la funcién tiene derivada positiva y en cuales negativa. Ademas, la autora nota
gue pocas veces se utiliza un acercamiento numérico para ensefar este concepto. Confrey
(1993) indica que la presencia de tablas numéricas puede (1) iluminar la conexién
funcional de los valores contenidos en ellas y (2) la presentacidn algebraica. Por su parte
Scher (1993) realizé un estudio sobre la utilizacion de mdultiples representaciones para
conceptualizar la derivada. El autor concluye que existe la necesidad de promover el uso
de tales representaciones para que el estudiante obtenga un entendimiento adecuado de
los conceptos del calculo. También menciona, por ejemplo, que “la nocién de razon de

cambio debe ser accesible para todos los estudiantes” (Scher, 1993, p. 16).
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Sabemos, con base en diversos estudios, que el concepto de derivada es tratado para su
ensefianza con métodos puramente algebraicos los cuales ocultan informacién relevante
para su aprendizaje. El tratamiento numérico y grafico pocas veces es usado y cuando lo
es solamente sirve como una introduccion al proceso algebraico. Propuestas como la de
Duval (1988, 1993 y 1995), Confrey (1993), Scher (1993), Mejia (1997), Hitt (2002) y
Pluvinage (2005) mencionan la importancia, que tiene para el aprendiz, el manejo grafico
y numérico. Los aspectos numéricos, graficos y algebraicos son representaciones de los
objetos matematicos y cada uno de ellos presenta cierto tipo de informaciéon del objeto,
ademas permiten cierto tipo de actividades cognitivas en el sujeto. Cuando solamente se
usa un tipo de representacidon se corre el riesgo, como lo menciona Duval (1988), de
confundir al objeto con la representacién, por lo que como metodologia de trabajo, este

investigador, propone el uso de multiples representaciones de un objeto.

Como ya se menciono, en el parrafo anterior, cada representacion deja visible un tipo de
informacion, pero también oculta otra y cada una de ellas nos permite realizar cierto tipo

de operaciones. Por ejemplo: Si tenemos la funcién cuya representacién algebraica
es: f(x)=x" —2x° +x—2, su grafica estd representada en la figura 1 y evaluada en

algunos valores numéricos da como resultado la tabla 1.

Figura 1 Tabla 1

A partir de estas representaciones podemos hacernos las siguientes preguntas:
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¢En cudl de ellas nos basariamos para afirmar que la funcién tiene dos raices
complejas?
¢Cual de ellas nos permite visualizar en que intervalos la funcion es decreciente y

en que creciente?

¢Cual de ellas nos permite realizar la siguiente operacion lim f(x)?
Xx—a

¢En cudl podemos visualizar en forma mas rdpida que f'(2)>07?

Para contestar algunas de estas preguntas es necesario contar con experiencia en el
manejo del registro seleccionado y esta se obtiene de trabajar en cada representacion. Es
en este sentido que Duval (1988) menciona que es necesario realizar “tratamiento” en
cada sistema de representacion y conversion entre representaciones con la finalidad de
lograr una articulacién entre representaciones que nos permitird acercarnos al concepto

matematico.

Dentro del desarrollo de la presente experimentacidn se detecté que la idea de
incremento de una variable no es entendida facilmente por los estudiantes, lo cual

dificulta entender la razén de cambio y por supuesto el concepto de derivada.

La Propuesta

El planteamiento propuesto en el software se ubica dentro de la teoria de sistemas de
representacién semioticos, por lo que el software deberd permitir la manipulacién de
diferentes representaciones relativas a diferentes registros de representacién, ademds de
motivar las tareas de conversién entre representaciones; es decir, deberd permitir
tratamiento de representaciones en cada uno de los registros y conversidon entre

representaciones.
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Tratamiento numérico

Se propone un acercamiento numérico al concepto de derivada, a través de razén de
cambio. Un primer acercamiento para lograrlo es introducir las progresiones aritméticas y
motivar al estudiante a desarrollar estrategias manipulando incrementos que le permitan
resolver los ejercicios. El proponer un acercamiento discreto al concepto de derivada (a
través de razones de cambio) permite que el estudiante trabaje con elementos que para él
son concretos; ademas, posteriormente se puede introducir la pendiente de una recta
como la razén de incrementos, es decir, dar significado a lo que representa una razén de

cambio.

Progresiones Aritméticas para Introducir la nocidon de Diferencia de dos datos

El tema de Progresiones Aritméticas se aborda en cuatro niveles (fig. 2), con el objetivo de

iniciar un acercamiento numérico al concepto de Razén de Cambio.
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Incrementos de Variables

En el tema de Incrementos el objetivo es introducir esta nocién en los estudiantes.
Proponiendo un primer acercamiento grafico (fig. 3) y se aborda el trabajo con cuatro

niveles.

Figura 3

Razones de Cambio

Bajo este acercamiento discreto al concepto de Razdn de Cambio se logra que el
estudiante trabaje con elementos que para él son concretos. Ademads, se puede introducir
después la pendiente de una recta como la razén de incrementos, es decir, dar significado
a lo que representa una razén de cambio. La opcién Razon de Cambio se aborda como el
cociente de dos incrementos, obteniéndose una nueva funcién. Se pueden seleccionar

diferentes tipos de funciones. Si se Selecciona una funcién cubica de la forma,

f(x)=ax’ +bx” + cx + d se generan aleatoriamente los pardmetros a, b, cy d (fig. 4y 5).

Figura 4 Figura 5
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Tratamiento Grafico

El tratamiento geométrico que proponemos en torno al concepto de derivada siempre
parte de una Linea Secante que se convierte en Linea Tangente. En relacion con lo anterior
Wenzelburguer (1993 p.3) menciona:

“Normalmente se usa el problema de la tangente geométrica como motivacion para introducir la
derivada. Este método tiene muchas desventajas porque no es fdcil de entender que el limite de la
pendiente de una familia de secantes es la pendiente de la tangente a la cual se llama derivada.
Ademds, no se ve una conexion inmediata entre una tangente geométrica que es un fendémeno
estdtico y el dinamismo de una derivada que describe el cambio relativo de una magnitud con

respecto a otra.”
La propuesta que aqui se realiza va en este sentido y consideramos que un tratamiento
grafico de la linea secante, de la linea tangente de la funcién razén de cambio y de la
funcion derivada servird para franquear esta barrera. A continuacidon exponemos estas

ideas:

Primeramente introducimos graficas de funciones de la forma general, por ejemplo una
funcién polinomial de la forma f(x) = ax’ + bx”> + cx +d, en la cual tenemos parametros
manipulables a, b, ¢, y d para modificar la funcién polinomial. Podemos seleccionar el
trazar una Linea Secante (Figura 6) o una Linea Tangente (Figura 7) o la Gréfica de la
Funcion Razén de Cambio (Figura 8) o la Gréfica de la derivada (Figura 9) obteniendo, de

acuerdo a la seleccidn, la tabla correspondiente.
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A través del uso de estas actividades se pretende que el estudiante comprenda la nocién
de incremento, de razén de cambio, de como la linea secante se encuentra relacionada
con la razén de cambio, de cdmo la tangente se relaciona con la razén de cambio cuando
el incremento de x se hace pequefio, de cdmo al graficar las pendientes de la linea secante
se obtiene algo parecido a la grafica de la derivada, que a su vez es la grafica obtenida de

las pendientes de la linea tangente.

Experimentacion

La experimentacion se practicé con cinco estudiantes de bachillerato durante doce horas,
repartidas en cuatro sesiones. Se trabajé en una sala equipada con tres computadoras, un
pizarron y dos cdmaras de video. Se formaron tres equipos de trabajo (dos con dos
estudiantes y uno de uno) y cada uno de ellos trabajé en una computadora con el
software desarrollado. En la primera sesion se dio una instruccion sobre la navegacién en
el paquete, para que en las sesiones siguientes el estudiante navegara libremente los
contenidos permitidos en el software. El instructor se desempefié basicamente como un
observador pero podia intervenir para contestar algunas preguntas cuando le eran

requeridas o para hacer preguntas que propiciaran que los estudiantes encontraran por si
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mismos la estrategia correcta. Los estudiantes podian comunicarse libremente las ideas o

las estrategias de solucidn, las cuales fueron grabadas en video.

Se experimenté con la parte del software correspondiente al tratamiento numérico
(progresiones, incrementos y razén de cambio). Primeramente, se trabajo con el apartado
de progresiones aritméticas. El software genera, en forma aleatoria, una tabla en la cual
se presentan espacios vacios, siendo la tarea del usuario el llenarlos (figura 1); el software
realiza la evaluacién del dato introducido y muestra si es correcto o incorrecto. Esta

opcion presenta una introduccion y cuatro niveles.

Observaciones generales

Los integrantes de los equipos no tuvieron ningun problema en la navegacion con el
software y entendieron rapidamente la tarea por desarrollar. Tuvieron algunos conflictos

para encontrar la estrategia adecuada, pero al final lo lograron.

Anadlisis de la experimentacidén en relacion con los contenidos presentados

El andlisis de esta experimentacién se centrard en explicar, con base en las video-
grabaciones, si las ideas de incremento de una variable y de razén de cambio fueron
entendidas por los estudiantes. Asimismo, este analisis serd un primer contacto para
vislumbrar la posibilidad de que un acercamiento por medio de la funcién razén de

cambio permita a los estudiantes transitar al concepto de derivada.

Opcion de progresiones

En esta primera tarea (u opcién) del software, se presenta a los estudiantes una
introduccién a lo que es una progresion aritmética y cuatro niveles de ejercicios. Todos los
estudiantes entendieron bien la introduccion y la tarea por desarrollar. El nivel | y nivel Il

no presentaron ningun problema para encontrar la solucién requerida en cada caso. Pero
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en el nivel lll y nivel 1V, fue muy dificil para los estudiantes dar una respuesta adecuada al
tipo de ejercicio propuesto. Sélo un equipo de trabajo encontré una estrategia para
resolver lo requerido en el nivel lll. A continuacidon se describe cémo fue el desempeiio del

equipo con respecto a la tarea solicitada.

Elizabeth y Leticia estan intentando resolver el siguiente ejercicio:

Posicion |16 |25|42|52|53|81

Valor 4114152

Elizabeth: veamos cudnto es. [comienza a escribir en su libreta, haciendo cuentas] son 17 por 2 que

son 34y le sumamos 52.
Investigador: ¢ Me explicas como lo obtuviste?

Elizabeth: Del 1 al 6 hay 5 espacios. Sé que si 1 es igual a 4 y hay 2 espacios entre uno y otro, y se va
incrementando de 2 en 2 entonces son 42 menos 25 para sacar los espacios; multiplicado por 2, y le

sumo el valor de 52.

Leticia: Sacamos el espacio que hay de un lado a otro y, como ya sabemos que va de 2 en 2, de 52 a

53 hay un espacio y lo multiplicamos por 2.
Investigador: Ese numero que obtuvieron es muy importante (el 2). ¢ Como lo sacaron?

Elizabeth: Muestra una tabla y me da una explicacion sobre ella.

Posicion|1|2|314 |5 |6

Valor 416|8|10|12|14

Llenaron la tabla con los valores que faltaban del 1 al 6, y determinaron que se va
incrementando de 2 en 2 cada posicion. Se les sugirié que revisaran la opcidon de
incrementos y la definicién de razon de cambio. Después de revisar la opcion vy la

explicacidon de lo que es una razéon de cambio, concluyeron:
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Elizabeth: jYa! Lo que pasa es que con el incremento que le damos, lo podemos sacar al dividir el

incremento de x entre el incremento de y.
Leticia: Es al revés.

Elizabeth: Y ya nos ahorramos lo que estadbamos haciendo.

Como podra observarse para la solucidon de ejercicios de este tipo es necesario utilizar la
razén de cambio, lo cual fue logrado por este equipo. En tareas posteriores ya tenian esta

idea y la aplicaron.

A manera de conclusion

Por medio del uso de tablas de valores de funciones es posible que los estudiantes
entiendan y usen la razén de cambio. Con esto, pueden empezar a construir una nueva

funcién y a partir de ella, los educadores pueden introducir la funcién derivada.
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