Categoria 4. Uso de la tecnologia en el proceso de aprendizaje de las matemdticas

APROXIMACIONES AL VALOR DE LA INTEGRAL DEFINIDA UTILIZANDO UNA
CALCULADORA GRAFICADORA

Esther Ansola Hazday, Eugenio Carlos Rodriguez, Nelson Hernandez Reyes, Pablo Gdmez Fuentes, Débora
Oliva Alfonso, Danelia Sdnchez Camaraza

Instituto Superior Politécnico José Antonio Echeverria Cuba
e_hazday@yahoo.com, ecarlos48@yahoo.com, nelsonh@ind.cujae.edu.cu, pablog@ind.cujae.edu.cu
Campo de investigacién:  Tecnologia avanzada Nivel: Superior

Resumen. Este trabajo muestra una experiencia llevada a cabo con un grupo de estudiantes
de primer afio de ingenieria a través de un curso facultativo en el que se retomé el célculo de
integrales definidas, utilizando la tecnologia, con el propdsito de:

e Consolidar el concepto de integral definida a través de su definicion y de su
interpretacion geométrica.

e Mostrar otras formas de calcular una integral definida mediante aproximaciones
numeéricas y su interpretacion geométrica.

El recurso tecnoldgico utilizado en este caso fue una calculadora graficadora CASIO ClassPad
300, aprovechando las posibilidades que ofrece la misma desde el punto de vista geométrico
y de programacion, que facilitan el auto aprendizaje de los estudiantes.
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Introduccion

Este trabajo muestra una experiencia llevada a cabo con un grupo de estudiantes de
primer afio de ingenieria a través de un curso facultativo en el que se retomd el calculo de
integrales definidas, utilizando la tecnologia, con el propdsito de consolidar el concepto de
integral definida a través de su definicién y de su interpretacién geométrica y de mostrar
otras formas de calcular una integral definida mediante aproximaciones numéricas y su

interpretacién geométrica.

El recurso tecnoldgico utilizado en este caso fue una calculadora graficadora CASIO
ClassPad 300, aprovechando las posibilidades que ofrece la misma desde el punto de vista
geométrico y de programacion, que facilitan el auto aprendizaje de los estudiantes. La
calculadora se utiliz6 como un medio de ensefianza o sea como un instrumento o equipo

gue apoya la actividad de docentes y alumnos en funcién del cumplimiento del objetivo.
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En el curso se calculd una integral definida utilizando la definicion para diferentes
particiones y se analizd la convergencia de la misma hacia su valor exacto, el mismo
proceso se repitid utilizando el cdlculo numérico mediante los métodos de Trapecios y
Simpson para distintos numeros de subintervalos, y se compararon los mismos entre si,

analizando ventajas y desventajas.

Acerca de la definicion de integral definida
Comencemos con un analisis de la definicion de la integral definida, primero con una
definicién rigurosa.
DEFINICION (Fikhtengol'ts, 1965).
Sea la funcion f(x) definida sobre el intervalo [a,b] . Formemos una particion del intervalo
[a,b] subdividiendo arbitrariamente este intervalo al introducir entre a y b los puntos xp,
X1, X2, ey Xn
La mayor de las diferencias
Ax,=x,, —x, (i=0,L2,..,n-1)
serd denotada por A.
Tomemos algun punto arbitrario & en cada subintervalo [x; X;+1]

x,<&<x, (i=0L2,..,n-1)

y formemos la suma
n-1
o= Zf(é)sz
i=0
Ahora procedamos a establecer la existencia de un limite finito de esta suma

I =limo
20
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Supongamos que el intervalo [a,b] es dividido sucesivamente en partes, primero de una
forma, luego de otra forma y asi sucesivamente. Esta sucesion de particiones del intervalo

sera llamada “fundamental” si la correspondiente de valores A=4,,4,,4,,... tiende a

cero.

Entonces el limite / =limo se entiende en el sentido de que la sucesion de valores de las
A—0

sumas o correspondientes a una sucesién fundamental arbitraria de particiones de el
intervalo, siempre tiende a un limite | para todos los posibles valores de &

El limite finito | de la suma o cuando 4 — 0 es llamado la integral definida de la funcion

f(x) en el intervalo [a,b], y se denota por el simbolo

1=[ f)x

y la funcion f(x) se dice que es integrable sobre el intervalo [a,b].
Por lo general en los textos de Calculo esta definicidn se “simplifica” al obtener “el limite”

de las sumas de Riemann. Una definicién de integral definida en un libro de Calculo se

trata de la siguiente manera:

n—1
Una vez obtenida la suma Zf(afi)Axi, si para cualquier particidon del intervalo [a,b],
i=0

n—1
existe EirréZf(fi)Ax,. =1 independientemente de los valores de ¢, entonces este limite
%0
se denomina integral definida de f(x) desde x = a hasta x = b. En esta definicion el limite
significa que, para una particion cualquiera del intervalo, si la norma de la particién A esta

suficientemente cerca de cero, y siendo arbitrarios los nimeros & en los subintervalos [x;
, Xi-1] de la particién, entonces cualquier suma de Riemann estd cerca de /.

En esta definicidn, aunque se trate con rigor la definicidon de limite de una funcién, no se

aprecia el sentido del “limite de la sucesién fundamental de particiones” y se “diluye” el
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concepto, se simplifica. La interpretacidn geométrica, en el mejor de los casos utilizando la

tecnologia, reafirma el concepto.

Otros métodos utilizados

En este curso se explicé ademas la utilizacion en el calculo de integrales definidas de

métodos aproximados: Métodos de los Trapecios y Método de Simpson.

El Método de los Trapecios se basa en dividir el intervalo de integracion en n subintervalos
de igual amplitud y descomponer la integral en n integrales. Cada integral se obtiene a
partir de sustituir el integrando por un polinomio interpolador de primer grado, el cual
cuando se integra, el resultado obtenido coincide con la férmula para el area de un
trapecio. Por tanto la suma de todos los resultados nos dara una aproximacién del valor
de la integral buscado. El Método de Simpson se basa en el mismo analisis anterior, pero

el integrando es sustituido por un polinomio de segundo grado.

La experiencia metodologica

El presente trabajo muestra una experiencia metodoldgica en la cual se utiliza la
calculadora graficadora. La calculadora no se utiliza como herramienta para hacer calculos
sino como un recurso didactico, contribuyendo a crear un ambiente adecuado en el

aprendizaje (Carlos y Fernandez, 2005).

En la experiencia se puso en practica el Principio Didactico a partir del enfoque Histérico
Cultural (Vigostky, 1966), relativo al Caracter Audiovisual de la Enseflanza y la Unidad de lo
Concreto y lo Abstracto (Zilberstein, 2003)., que sefiala aquellas acciones especificas que
son necesarias para revelar el contenido del concepto a formar y para representar este
contenido primario en forma de modelos conocidos de tipo material, grafico o verbal y
ademas, proponerse que los estudiantes intervengan activa y conscientemente con los

medios de ensefianza que estdn a su.

Comité Latinoamericano de Matematica Educativa A. C.

1102



Categoria 4. Uso de la tecnologia en el proceso de aprendizaje de las matemdticas

Para este curso se desarrollaron varios programas que permitieron analizar el concepto de
integral definida para diferentes particiones, a partir de su interpretacién geométrica,

ademas de la convergencia de la misma hacia su valor exacto.

A continuacion se muestran algunas pantallas de la calculadora CASIO Classpad 300,
tomando como ejemplo la funcidn f(x) = x2 - 3 en el intervalo (1;4), en las que se puede
apreciar el concepto de integral a partir de diferentes particiones. Primeramente se

realizé el calculo tomando 20 subintervalos.

[« Edit [« Edit [ % Edit
gz E | E | ]
o o
Intervalo
Lefina la funcidn fixd [esde a=
| i
22 | INR | L
] ] |
[ % Edit [ % Edit [ % Edit
= Bl (E: ]| (&= 3]
o
Resultado de la integr
Subintervalos 1403521875
Walor maxima de la Mamero de subintervalos
H funcign en el interwalo H 1
N [12 | [| [z& |
e ]
] ] |
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Como se observa no sélo se logra obtener el resultado de la

integral sino que se puede visualizar graficamente las

particiones realizadas para el calculo de la misma.

[z=4 |
Rad Cplx g

Posteriormente se realizaron los cdlculos tomando el doble de los subintervalos. Este

analisis se muestra en las siguientes pantallas de la calculadora.

W Edit Zoom Analysis # | Edit £oom Analwsis # | Wy Edit Zoom Analwsis #
[ [T s o TS [ [ ] e S
" p . il
Resultado de la im.:-egr
1299519922
Subintervalos | 4 13
Marmera de subinterwvalos
[+2 |
; o
4 | lx=d |
T ] Fad Cplx | Fad Cplx |

De esta forma el estudiante puede observar y analizar que en la medida que aumenta la
cantidad de subintervalos (las particiones tienden a cero) en que se divide el intervalo

original, mejor es la aproximacion de la integral. 1104
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A continuacién se muestra el programa utilizado para obtener los resultados mostrados

anteriormente.

W Edit Ctrl 170 Misc W Edit Ctrl I/0 Misc W Edit Ctrl I/0 Misc
EINEIIEAERED EAIREII=TEYERE0 EAINEI=IEAERE0
Deflnteg  [M] Deflnteg  [M] | Deflnteg  [M] |
ClrText For B% To n Step 1 b fXPMD
InputFunc foary,"Defina 1 Local pi Line a+ixhy @y a+ixh, fopmd
a funcidn fix>""Funcisdn" C2Ha+C2HI+L 2R S 2R MHext
Input a,"Desde a=","Inter Local El=se
walo" flpirxh3y Message "b debe =er un
Input by"Hasta b=","Inter I+wxl namera mayor que a"
walo! MHext IfEnd

Input d."Walor maximo de

PrintHatural Iy "Resultado
%a funcign en el interwal

de la integral"
ClriGraph
Sethecimal
ViewNindow asba 1aBE.ds 1
LrawGraph fOa

IMes=sage "Si desea increm

entar el ndmero de =subin
o

Lbl rep
Input s "Mdamero de =subin
tervalos", "Subintervalos"
If Chial

terwvalos, presions el nd
mera 1. =sino presione cu
alquier tecla."

Input txt, "Presiones la t

For 1% Ton ecla"
Thien Local prn If {txt = 12
Local kb L g+ -1 dxhtatizh ) S2Fpm Then
Lb—arsnh Line a+ti—13xh, fopmi, a+ix Goto rep
Local I b fXPM El=se
[SESN Line a+li—11xh, B, a+Ci-12x IfEnd
Frograrm Editor ] Frogram Editor ] Frogram Editor ]

De igual forma, se realizd un programa que calculara las sumas inferiores, las superiores y
la diferencia de ellas asi como el grafico de ambas. Permite a su vez, volver a realizar los
calculos disminuyendo la cantidad de subintervalos, demostrandose que en la medida que

la diferencia entre las sumas superiores e inferiores tienda a cero la aproximacién al valor

real de la integral es mayor.

Para mostrar los resultados por el Método de los Trapecios y el Método de Simpson se

utilizé la programacion.

En el caso del Método de los Trapecios se muestra no sélo el resultado de la integral sino

el grafico correspondiente. Veamos algunas pantallas del mismo.
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~ Edit Run ~ Edit Fun

5i desea incrementar el
narero de

Folder: [main - Folder: [main hd subintervalos, presions
- . el narmero 1, sino
Mame: [trapecico - Mame: [trapecio bl presione cualquier

tecla.

Parameter:[ || || Parametsr:[ ]

 (ElIresuicado de 1a inteor
12.81125
Marmera de subintervalos
EE] |
Frogram Loader ] Frogram Loader ] Fad Cplx ]

Para el Método de Simpson se incluydé la obtencion del error por el método de doble
calculo. Este error no es mas que el calculo aproximado del mismo a partir del resultado
de la integral con diferentes valores de la amplitud de los subintervalos, es decir,
utilizando la formula Ry = m

2P -1
Uno de los recursos que se utilizd para el estudio de los algoritmos fue el esquema de
calculo, con el cual se podia mostrar al estudiante, mediante la realizacién de varios pasos,

la convergencia de un método (Carlos y Ansola, 2003).

Conclusiones

Los resultados de experiencias anteriores con el uso de esta tecnologia muestran que los
estudiantes consideran que la calculadora es una herramienta util en el proceso de
ensefianza aprendizaje, especialmente como apoyo al trabajo independiente y les permite
desarrollar habilidades de forma independiente y creativa (Ansola y Carlos, 2006). En la

experiencia presentada en este trabajo se reafirmod este criterio.

El uso de la tecnologia no soélo permitid visualizar resultados que sin su uso hubiera sido

muy engorroso mostrar en el pizarrén, sino que permitid hacer analisis comparativos de la
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convergencia de la definicién al valor de la integral con distintas particiones, asi como
comparar resultados obtenidos con distintos métodos aproximados, todo lo cual redunda
en el mejoramiento del aprendizaje del concepto. La calculadora se utiliz6 como un medio
de enseflanza o sea como un instrumento o equipo que apoya la actividad de docentes y

alumnos en funcién del cumplimiento del objetivo.
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