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Resumen. Problematizando al propio saber matemdtico, en este trabajo de investigacion
recurrimos a la historia con una mirada socioepistemoldgica a fin de dar cuenta de aquellos
elementos que den cuenta del cardcter social de su construccion. Estos elementos conforman
una base de significados para la epistemologia de prdcticas que se propone con la finalidad de
incidir en el redisefio del discurso matemdtico escolar.
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Introduccion

Bajo una visidn socioepistemoldgica, queremos proporcionar evidencia del papel de la historia en
la investigacidon en matemadtica educativa, el cual no se limita a un mero aspecto informativo o
motivacional, pues si bien la reconocemos como parte de la cultura matematica del individuo,
estamos interesados en cémo puede aportar elementos para el redisefio del discurso matematico
escolar. Realizar una busqueda de caracter histérico implicard reconocer y dar cuenta de las
circunstancias que rodean tanto la gestaciéon de un determinado saber, como los procesos de
institucionalizacion a los cuales se vio sometido. Se analiza, entonces, al hombre haciendo y
usando matematicas en un contexto social especifico y no sélo a la producciéon matematica final
que logra. El anadlisis de los usos del conocimiento matematico en situaciones socioculturales
especificas permite dar cuenta que éste no estd conformado por conceptos y estructuraciones
conceptuales de forma aisladas, sino que presenta una articulacién gestada al seno del desarrollo

de ciertas practicas.

En la formulacion de epistemologias de practicas —llamadas socioepistemologias — los aspectos
histéricos permiten conformar una base de significados para el conocimiento matematico y para

su introduccién, también significativa y articulada, al sistema didactico.
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Elementos socioepistemoldgicos de la funcion trigonométrica

Dentro del modelo que propone Montiel (2005) de la construccidon social de la funcidon
trigonométrica, ubicamos nuestro andlisis de la historia de la funcionalidad trigonométrica en el
segundo momento, aquél regulado por la préctica social de prediccion. Este momento abarca el
periodo que va desde el surgimiento del dlgebra hasta la introduccién de lo trigonométrico al

cuerpo de la familia de funciones, situacién que ocurre explicitamente con los trabajos de Euler.

Los conceptos fisicos estan indisolublemente asociados a uno o varios conceptos matematicos
guardando una relacién constituyente mas que instrumental (Levy-Leblond, 1999) y en el periodo
gue estamos caracterizando, la fisica proveyd de gran variedad de situaciones y planteamientos
cientificos donde nacen conceptos matemadticos de gran relevancia. En particular, es la
matematizacién del movimiento oscilatorio la practica de referencia en la construcciéon de

modelos mecdnicos que describen movimientos periddicos.

El paso del fendmeno celeste al modelo mecanico, representa la transicion de la trigonometria en
el plano geométrico al plano funcional, el abandono de las razones para poner atencién en las
cantidades trascendentes trigonométricas y sus relaciones. Dicho en otros términos, la medida de
la semicuerda en funcién del angulo central constituye la cantidad que surge del circulo, pero visto
éste como una curva (o trayectoria en el plano de la fisica). De hecho, es la cuadratura de esta
curva donde se va a originar la expresion en serie infinita de la funcidn seno: una expresion

algebraica de lo trascendente.

Un esquema metodoldgico para la investigacion socioepistemoldgica

A partir de los trabajos desarrollados por Buendia (2004) y Montiel (2005) y los aspectos
metodoldgicos desarrollados en otras investigaciones del area (Buendia y Cordero, 2005; Cordero,
2006), se propone un esquema metodoldgico (figura 1) para la investigacion en matematica
educativa interesada en incorporar los elementos socio-culturales que norman la construccion de

conocimiento matematico en escenarios especificos.
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Fig. 1. Esquema metodoldgico para la investigacion socioepistemoldgica

Se parte de identificar una problematica de estudio o un fendmeno didactico particular lo cual
reconoce la necesidad por explicar un hecho escolar desde una perspectiva cientifica. La
problemadtica planteada en (Montiel, 2005) sostiene que la didactica de las funciones no puede
abordarse desde la generalidad del objeto matematico, sino desde la particularidad de cada tipo

de funcién y las condiciones socio-culturales de su construccién.

Con relacién a la funcién trigonométrica la investigacion ha reconocido que para el alumno no hay
distincion entre las razones y las funciones, o al menos que hay una mezcla de conceptos para
resolver problemas relacionados con las funciones, pero, por otro lado, las investigaciones

favorecen el método del tridngulo rectdngulo para la ensefianza de este concepto.

Desde nuestra vision lo que sucede es que dichos trabajos estan problematizando el cémo se
aprende y cdmo se ensefia, pero no el qué se ensefia, el objeto matemadtico en si. Esta es la causa
principal por la cual en el nivel medio superior el concepto de funcién trigonométrica se ensefia
como una extension de la trigonometria clasica, que encuentra en el circulo trigonométrico una
explicacion necesaria y suficiente para dejar claro el dominio de la funcién en todos los reales, el
significado de un dngulo negativo, la conversion de la unidad de medida: grados <> radianes, la

equivalencia entre radianes y reales, la periodicidad y el acotamiento de la funcion.

Este fendmeno diddctico de la extension permeard en tanto no se haga distinciéon entre los
momentos y circunstancias que dan origen, significado y necesidad de construccién a cada

concepto escolar

Asi, en el programa general de la Socioepistemologia de las Funciones, se plantea la construccion

social de la funcidn trigonométrica como problematica de estudio y se inicia una revision, de corte
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socioepistemoldgico, de los aspectos cognitivos y diddcticos de la problematica de estudio,
orientados por la naturaleza epistemoldgica del saber en juego y las condiciones sociales que

posibilitan su construccion.

Revision socioepistemoldgica: hacia la funcionalidad trigonométrica

La introduccidén de las funciones trigonométricas al calculo, por primera vez en la obra de Euler (s.
XVIII), es un hecho histdrico a partir del cual se puede reflexionar sobre las formas de saber y
sobre los mecanismos de su producciéon. Particularmente, nos interesa obtener elementos para
construir una primera base de significados para los conceptos y procesos matematicos, buscando

incidir con su auxilio en el discurso matemdtico escolar.

Hasta antes de Euler los aspectos geométricos del seno y del coseno eran el objeto de estudio y no
sus propiedades analiticas. Katz (1987) sefiala que las funciones trigonométricas pudieron ser
evitadas porque no se veia un uso razonable de ellas. Fueron quiza los nuevos usos de las
cantidades trigonométricas lo que las despojé de su cardcter geométrico: pasaron de considerarse
lineas en un circulo a cantidades que describian ciertos fendmenos, particularmente movimientos
periddicos. Consideramos que dichos usos son por completo de caracter sociocultural pues surgen
y se desarrollan dentro de tareas especificas relativas a la matematizacion del movimiento

oscilatorio.

Los usos de la funcién trigonométrica en Euler

En 1739, Euler presenta el trabajo De novo genere oscillationum sobre movimientos con
propiedades comunes: la oscilacion. Entre ellos reconoce a la cuerda vibrante, las ondas de sonido
que produce la campana, las ondulaciones del agua y los flujos (o corrientes) marinas.

Actualmente lo denominamos movimiento de un oscilador armodnico.

En este estudio empiezan a percibirse cambios importantes como el cambiar el foco de atencién
del tiempo al movimiento, de lo periddico del tiempo a lo periddico del movimiento, pero siempre
referido al comportamiento del objeto en cuestion; asi, lo periddico califica un cierto tipo de

comportamiento.
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De manera coherente con este tratamiento, al proponer su solucién al problema de la cuerda
vibrante, afirma que la propiedad de periodicidad que se le pedia a la forma inicial de la cuerda es
restrictiva y que no toma en cuenta funciones algebraicas y algunas otras curvas trascendentes. Su
propuesta es hacer funciones periddicas a partir de extender, por ejemplo, una funcién f (x) =

(a—x): explota pues el caracter repetitivo que da pie a la propiedad periddica.

Algunos afios después, en Introductio in analysin infinitorum (1748) Euler presenta un estudio de
las funciones para el andlisis, donde ya reconoce a las cantidades trigonométricas como relaciones
funcionales trascendentes, junto con el logaritmo y la exponencial. En ese momento, se hacia
necesario un analisis sistemdatico del conocimiento generado hasta entonces sobre la funcidn, y

entonces, la funcién trigonométrica entra formalmente al analisis.

Su trabajo, como el de sus contempordneos esta influenciado por el paradigma dominante del
siglo XVIII: la matematizacidon del movimiento. Es después de esta obra que el analisis ya no trata
solo sobre las propiedades de las curvas, sino sobre las propiedades de las funciones (Dunham,
2001). En este momento de formalizacidn, propiedades como lo periddico quedan asociadas a la

funcién trigonométrica.

Asi pues, reconocer el caracter social de la matematica implica distinguir desde los momentos del
uso del concepto hasta aquellos momentos donde se hacia necesaria una presentacién sistematica
y ordenada de las herramientas, nociones y conceptos; Introductio in analysin infinitorum
pareciera una obra con tales fines. Por ello es que en dicha obra coexiste, por ejemplo, la

presentacién de la medida de un angulo en grados y radianes (fig 2).

Ponamus crgo Kadium Circuli fcu Sinum tomum cffe == 1,
atque fatis liquet Peripheriam hujus Circuli in numeris ra-
tionalibus exalle exprimi non poflc , per approximationes m = = '
autem inventa eft Semicircumferentia hujus Circuli effe == Euc:,: ﬁlvgzmhc;cg:.odou?g‘}f ': ’fiu lfni:? ﬂc: ,EE
3, 1415926535897932384626433832795028841571693993 = ¢ e

751058209749447923078164062862089986280348253421 fim, % =1, af L¢=e; Jfm. w=0; :g".'yrm—: §
17067981 1480864 133'!:3066470938446 -+ ,pro quo sume- 3 &

1o, breviratis ergo , feribam = , ita_ut fitx = Semicircumferen- i, Tr=—1j coft -3— w==o; fin 2r == 0; &eflar=1,
t 5 cujus ug == ] ) -

,m; 2I:1 m,mf"’ : T s Oumnes ergo Sinus & Cofinus intra limites + 1 & — 1 con=
3 unen

Figura 2. Pag 23 del Tomo | Cap VIII: Des quantitatibus trascendentibus ex Circulo ortis
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La literatura actual sefiala con mucho énfasis los conflictos que desencadena el manejo ambiguo
de la unidad de medida para la variable de la funcidn trigonométrica, en contraste observamos
que Euler maneja y transita entre ambas unidades (grados y radianes) sin complejidad, en tanto su
método para calcular la cantidad trascendente no se limita al triangulo rectdngulo. Esto es, para el
alumno el origen de la cantidad trigonométrica esta en el tridngulo rectangulo, solo en este
contexto geométrico-estatico le es posible operar para obtener los valores de x y sen x, ubicar la

coordenada (x, sen x) en un plano y trazar la grafica... éno resulta natural que el eje x lo gradie en

grados?

Lo acotado de la funcion (fig. 3) se extrae también a partir del circulo donde nace la cantidad
trascendente trigonométrica, cuando Euler considera los valores caracteristicos y concluye que

todos los senos y cosenos estan contenidos entre los limites +1 y —1.

Hinc loco y fubftituendo Arcus % Tiw; %r-. &ec., erit

Cofinum vero hoe modo «off A =z, fou tantum a9 2. lea,
cum = fic Arcus 180", erit fn. or=—o0; ffor=1: &

fr(Eata)= s | fu( r—r)= ol

S, %r: I, r.gt’.'aly=o;ﬁu. r=0; ffx=—1}

3

fin, — =1 ;c0f -':— r==0; fim, ax =0} &afir=1.

Z
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3

tinen-

Figura 3. Pag. 93 Tomo | Cap VIII: Des quantitatibus

trascendentibus ex Circulo ortis

Posteriormente, usa esta propiedad en las ultimas férmulas de la tabla (fig 4) para después

generalizarlas en expresiones del tipo:

”ﬁ (-:_ -=+:)—.'“‘—"—ﬁ#. z

rg{.'(-;-—r—z.)=+ﬁ3.z
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Figura 4. Pag. 94 Tomo | Cap VIII: Des quantitatibus
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Fig. 4. Generalizacion
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Donde la expresion 4n/2= 2n representa el periodo de repeticidn del ciclo. Finalmente, en el Tomo

I, Capitulo XXIl: On Trascendental Curves Euler construye una curva de Y _ .. c,* (fig. 5)
a c

~ , . . . , X
sefialando el niumero infinito de arcos de un circulo cuyo seno es —, y donde la ordenada y es una
c
funciéon multivaluada.

El eje y y cualquier otra linea vertical paralela, intersecta a la curva

en un numero infinito de puntos.

Caracteriza el periodo de la curva arco seno sefialando aquellos

trozos que son iguales. Sefiala que los intervalos E*E?, EE3, E' E™, E

'£2; asi como F'F2, F* F*, F'F? son todos iguales a 2am
Figura 5. El comportamiento
periddico del arco seno Es un argumento que, haciendo uso del comportamiento de la

grafica, caracteriza la propiedad periddica de la funcién seno.

Funcionalidad trigonométrica

La revision socioepistemoldgica sefialada en nuestro esquema metodolégico propone que para
que la cantidad trascendente adquiriera un caracter funcional, fue necesario un nuevo escenario,
uno donde se desarrollard una concepcién matematizable del movimiento. En este escenario es
donde se desarrollan significativamente elementos como lo acotado y lo periédico de las
funciones trigonométricas. Ello resulta coherente con la socioepistemologia de la periodicidad
(Buendia 2004; Buendia y Cordero, 2006) que propone que esta propiedad puede constituir un
lenguaje (sin definiciones) aun antes de que aparezca la institucionalizacién de la periodicidad a

través de la definicion.

Ahora bien, con fundamento en esta socioepistemologia de practicas, éstas deberdn
reinterpretarse en una situacién a fin de imprimirles cierta intencionalidad didactica. Transponer
las actividades (como calcular) en el contexto de las practicas de referencia (como matematizar el
movimiento) reguladas por practicas sociales (como predecir) requiere de una investigacién

cientifica en todos los sentidos.
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Esta situacion serd entendida como el conjunto de actividades o preguntas que propicie una
problematizacién, sera el instrumento que permita el desarrollo de acciones en el sistema
didactico (Sudarez, 2008). En ella, la practica de prediccidon funciona como un argumento: aquello

gue motiva la resignificacion del saber matematico.

Lo periddico —aquello en un sentido histérico, social y cultural que tiene que ver con la
periodicidad- se asume ahora como lo que el estudiante construye cuando ante situaciones
especificas (movimientos repetitivos, periddicos o cuasi-periddicos) desarrolla herramientas como
la identificacién y uso de una unidad de analisis o como una visién dual local-global al tratar con

es0s movimientos.

Los disefios hasta ahora propuestos (Buendia, 2004; Cantu, Canul, Chi, Flores, Lopez-Flores, y
Pastor, 2007) han favorecido la integracién de dichos elementos socioepistemoldgicos al
fundamentarse en la interacciéon del estudiante con una grafica-fendmeno a través de la
presentacién de una situacion de movimiento en la que se pide desarrollar —intencionalmente- una

practica de prediccion.

La practica de prediccion es lo que permite entonces resignificar propiedades como la periodicidad
y lo acotado de la funcidn pues éstas adquieren significados en el ejercicio de dicha practica y no

como aplicacion de sus respectivas formas analiticas.

Comentarios finales

La socioepistemologia favorece el reconocimiento del cardcter social de la matematica donde éste
es entendido como las circunstancias que generan conocimiento matematico. Esta aproximacion
tedrica puede entenderse en dos sentidos: el primero referente al planteamiento de
epistemologias de practicas y el segundo, en su aspecto metodoldgico, para desarrollar
intencionalmente dichas practicas al seno de los sistemas didacticos. En ambos aspectos la

investigacion es necesaria

Dado el hecho que una revision de corte socioepistemoldgico puede referirse a diferentes
aspectos del saber —como el histérico, presentado en este escrito- en la medida que dicha revisién
se amplie, las epistemologias propuestas se enriquecen. Por otra parte, las situaciones si bien

pueden dar cuenta de la viabilidad de dichas epistemologias subyacentes en sus disefos, resulta
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necesario desarrollar disefios explicitos para el aula. En dicho desarrollo deberdn tomarse en
cuenta fendmenos como el de reproducibilidad y otras variables —internas y externas- que no

pueden minimizarse a fin de incidir, efectivamente, en el redisefio de la obra matematica.
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Nota. Este trabajo de investigacion se lleva a cabo bajo el apoyo del proyecto SIP de investigacion

2008-2650 Didactica de la razdn trigonométrica: su incorporacion al discurso matematico escolar.
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