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Resumen

En el presente trabajo se propone una técnica “generalizada” para resolver problemas, basada en actividades de
modelacion matematica, con empleo de diferentes sistemas de representacion. La experimentacion de campo se
desarrolld en catorce horas lectivas con catorce alumnos de tercer semestre de la carrera de Ingenieria Quimica
de la UACI — UAN, que trabajaron en equipos. Mediante el andlisis de regresion se determiné la correlacion
positiva entre el desarrollo de la habilidad en los estudiantes para resolver problemas con apoyo de ecuaciones
diferenciales ordinarias de primer orden (variable y), y el proceso de modelacion basado en la técnica propuesta
(variable x). Se detectaron las dificultades principales a las que se enfrentaron los estudiantes durante el proceso
de modelacion matematica.

Introduccion

El estudio de las ecuaciones diferenciales tiene un caracter integrador de la matematica. Es
importante propiciar la transferencia de estos conocimientos a situaciones relacionadas con
areas de interés del estudiante para que pueda utilizarlos en la solucion de problemas que se le
presenten durante el ejercicio de su profesion. Hay que centrar la atencién en ensefiar a
resolver los problemas que involucren ecuaciones diferenciales (Judson, 1997).

El estudio se realizd para responder a las preguntas ;Como involucrar los estudiantes en el
proceso de modelacion matematica y con que tipo de problemas? ;Coémo proceden los
estudiantes para construir un modelo matematico que represente una situacion de la realidad,
cuando se conocen las condiciones y caracteristicas de dicha situacion y las reglas que
gobiernan los cambios que ocurren?

Se realiz6 la investigacion pre-experimental y transversal para determinar la correlacion entre
la técnica generalizada, basada en acciones de modelacion, y el desarrollo de la habilidad de
los estudiantes para resolver problemas con apoyo de EDO’s de primer orden. El experimento
se aplico al grupo Unico integrado por catorce estudiantes del tercer semestre de la carrera de
Ingenieria Quimica, en el curso de ecuaciones diferenciales que se imparte en la UACI —
UAN.

Proceso de modelacion

De acuerdo con Mochén (2000), todas las formulas, graficas o tablas que describen de alguna
manera el comportamiento de un sistema real, son modelos matematicos. En este trabajo se
tiene interés precisamente en aquellos modelos que involucren ecuaciones diferenciales,
especificamente las ordinarias de primer orden.
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Las dificultades de ensefianza y aprendizaje en el proceso de modelacion (Klauodatos, 1994,
citado por Hernandez, 1995), se encuentran fundamentalmente en la fase de matematizacion,
aunque la parte de procesamiento matematico no esta exenta de dificultades (Fig. 1).
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Figura 1. Proceso de modelacion matematica.
Segun el paradigma de modelacién, la resolucion de problemas se realiza mediante cuatro
estadios (Gascon, 1994):
1. Una situacion problematica en la que pueden formularse preguntas y conjeturas,
normalmente con poca precision y en la que se pueden llegar a detectar y formular
provisionalmente algunos problemas matematicos.
2. La definicion o delimitacién del sistema subyacente a la situacion problematica y la
elaboracion del modelo matematico correspondiente.
3. El trabajo técnico dentro del modelo, la interpretacién de este trabajo y sus resultados
dentro del sistema modelado.
4. Formulacién de problemas nuevos para responder a cuestiones relativas al sistema
modelado.
En este trabajo, se propone una técnica “generalizada” para resolver problemas, basada en
acciones de modelacion distribuida en cuatro etapas, Orientacion, Planificacion, Realizacion y
Control (Polya, 1965; Shoendfeld, 1992; Nesterova, 2000). A continuacion se describe su
utilizacion para resolver un problema de mezclas.

Problema. Un recipiente de 10 galones estd lleno de agua pura. Supongase que se empieza a
afiadir sal al recipiente a razon de % de libra por minuto (flujo masico). Ademas, se abre la
valvula de salida para retirar 2 de galon por minuto de disolucion (flujo volumétrico), y se
agrega agua pura para mantenerlo lleno. Si la disolucion de agua salada estd siempre bien
mezclada, ;Qué cantidad de sal se encuentra en el recipiente en un momento determinado ¢?
Calcular la cantidad de sal para a) £ =1 min., b) £ =10 min., ¢) £ =60 min., d)  =1000 min. y e)
para t muy grande. (Blanchard, Devaney y Hall, 1998, p 33)

Solucion:

Orientacion. Para entender de qué se trata en el problema es importante identificar la
informacion disponible (qué esta dado y qué es necesario encontrar).

Se plantean y responden preguntas: ;Cual es la cantidad de sal en el recipiente al inicio del
proceso? y ;cual al final? ;De qué manera varia el nivel del liquido en el recipiente? ;Por qué
se hace la aclaracion de que la solucidn esta siempre bien mezclada? ;Se puede agregar la sal
de manera “indefinida” al recipiente? La informacion que se obtiene del enunciado del
problema, se expresa y se define en una lista de las cantidades fisicas (variables y constantes).
Se identifica la variable incognita.

Las siguientes cantidades constantes durante el proceso:

F= 1 Ibs _ Flujo masico de sal en la corriente de entrada | 454 |,
4 min tiempo
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_1gal _Flyjo volumétrico de la solucion (corriente de salida) [ volumen |
2 min tiempo

V' =10 gal. - Volumen de la mezcla (volumen ocupado del recipiente en un instante dado).
q, - Flujo volumétrico del agua en la corriente de entrada para mantener lleno el tanque.

Las magnitudes que cambian son:
x(¢) - Masa de sal presente en un momento dado en el recipiente. x, = x(0)= 0 lbs

c(t) - Concentracion de sal en la corriente de salida (la misma que en el recipiente).
¢t - Tiempo transcurrido en el proceso
Variable incognita: contenido de sal en el recipiente x(¢).

Planificacion de la solucion

1. Se hace una breve descripcion de las ideas de solucion.

La determinacion de la cantidad de sal en el recipiente en un momento dado, exige la
utilizacion del principio de conservacion de masa; su empleo es basicamente un proceso
“contable” en el que se lleva un balance de masa (variable incdgnita). Para ese proposito, es
conveniente considerar una region del espacio delimitada por una superficie (real o ficticia)
denominada “superficie de control” y el volumen comprendido por dicha superficie, como
“volumen de control”. La cantidad que va a observarse (masa de sal en este caso) se denotara
con la letra x. La ley de conservacion se puede enunciar como sigue:

La cantidad total de x contenida dentro del volumen de control en el tiempo t, debe ser igual
a la cantidad total de x contenida dentro del volumen de control en el tiempo t;, mas la
cantidad total de x que entra al volumen de control en el intervalo de tiempo t; a t, en todos
los procesos, menos la cantidad total de x que sale del volumen de control en el intervalo de
tiempo t; a t, para todos los procesos:

, +cantidad de x queentraen (t,.,)— cantidad dex que saleent(t, t, )

X‘ = X|
1)

Se supone que la mezcla es homogénea y que no hay generacion de sal (por reaccion
quimica) en el recipiente. La concentracion de sal en la corriente de salida en un tiempo
dado es igual a la existente en cualquier punto del contenedor en ese instante.

2. Se representa el problema mediante dibujos, esquemas o graficas o alguna otra forma
de visualizacion (Fig. 2).

Lojua pura
para mantener el nivel 144 Ibimin de =al

-

W=10gal

*(0) =01 de sal

pki— 112 galinin

Figura 2. Diagrama de las condiciones del problema
3. Se escriben las variables obtenidas del andlisis del problema y se codifican en
términos matematicos.
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La concentracion de sal en la corriente de salida es la misma que la de la solucion que
x\t
permanece en el tanque: c(z)= I(/) , donde x(¢) es masa de sal presente en un momento dado

en el recipiente y ¥ es volumen de la mezcla (volumen ocupado del recipiente en un instante
dado).
Realizacion de la solucion.

1. Se determinan las relaciones entre variables en forma analitica.
De acuerdo al principio de conservacion de lamasaysi ¢, =¢ y ¢, =+ At, entonces:

masaen el recipiente masa enel recipiente masa que entro masa que salio

enel tiempo t+ At =qenel tiempo t +ientrety t+ At y—<qentretyt+ At
t+At t+At

x(1+ A1) x(1) Fdt [ q(t)e(r)ar
t t

x(e+ar)=x(e)+ [ Fdr— [ g(r)e(t)dr

Al aplicar el teorema de valor medio para integrales, en la segunda integral de la expresion
anterior, se tiene x(t + At) = x(t)+ FAt —gc At , donde el guion superior indica que la funcion

es evaluada entre ¢ty ¢+ At. Para At — 0 se obtiene lim w = F —q(t)c(t) , donde

At—0 At

el miembro izquierdo representa una derivada de la funcién x(¢). La ecuacion diferencial
obtenida da’(t I = F —q(t)e(t) (1) representa las relaciones entre variables el problema dado.

2. Se construye la secuencia de operaciones (algoritmo) para las relaciones obtenidas:

1 Ibs
Paso 1. La sal entra en el recipiente mediante flujo constante F = ———

4 min
Paso 2. El flujo volumétrico de salida es de 2 galon por minuto y su concentracion es la
misma que la de la disolucién en el recipiente. Para un volumen de 10 galones se tiene:

()ee) = gal x(t) Ibs 1 gal x(t) Ibs _@lbis
1 qmm V gal " 2 min 10 gal 20 min

o ., cdx(r) 1 x(r) dx(r) 5-x(1)
Paso 3. Al sustituir F en la ecuacion (1) se obtiene: ——= =—— = = (2),

d 4 20 dt 20

que es una ecuacion diferencial de primer orden con variables separables y se resuelve
facilmente después de separarlas.
Paso 4. Se resuelve la ecuacién (2)'

dx(t)zs_x(t)ij' J' —dt =>— ln‘S x( ‘:L+C=>1n‘5—x(t)‘:—L+C:>
dt 20 5—- x 20 20

t t t t

5—x(t)=ieizio+c :>5—x(t):iecef?° :>5—x(t):Ce727° = x(t)zS—CeiE. 3)

0 t
De la condicién inicial x(0)=0 /bs se tiene 0=5-Ce? =C=5=x(t)= 5(1 e ] :
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Campo de direcciones con soluciones de walor inicial
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Figura 3. La grafica de |

a funcion ()= 0

W
TN
—_
|
Q
|
‘ ~
~—

t
De la funcion x(t)zS(l—e ZOJ, que describe la variacion de la cantidad de sal en el

recipiente, se obtiene la cantidad de sal en los diferentes momentos:
1 10

a) x(1)= 5(1 —e‘w] ~0.2441bs, b)x(10)= 5(1 —e'w] ~1.967 Ibs

_60 1000

c) x(60)= 5(1 —e ® ] ~4.751 Ibs , d) x(1000)= 5(1 —e_w) ~5 Ibs,

e) Para un tiempo “grande”, como t =5000min, se obtiene
5000

x(5000)= 5(1 —e 20] ~5 Ibs .

Control. Se verifica el resultado obtenido (que tenga sentido). La concentracion de sal en el
recipiente se incrementa a medida que transcurre el tiempo, tal como se muestra en el campo
de pendientes (Fig. 3), lo cual es congruente con el resultado obtenido; ademas, la
consistencia de unidades mostrada durante el planteamiento y resolucion del problema, hace
pensar que dicha resolucion ha sido correcta.

Se expresa la respuesta en términos del problema dado: Si se tiene un recipiente de 10 galones
de capacidad, originalmente lleno de agua, al cual se agrega sal a razon de % de libras por
minuto y se retira %2 galon por minuto de disolucion de mezcla homogénea, y se afiade agua
pura a un flujo suficiente para que el tanque permanezca siempre lleno, entonces la cantidad

t
de sal en el recipiente en cualquier momento es igual a x(t) = 5(1 —e X ] .

Resultados y conclusiones
La confirmacion de la existencia de una relacion lineal entre la habilidad para resolver
problemas (y) y Acciones de modelacion matematica (x) se obtuvo con el modelo lineal

y=0.8158+0.9217x ajustado a los datos de los catorce estudiantes, con un nivel de
significancia del 5% (Fig. 4).
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Figura 4. Diagrama de dispersion y del modelo ajustado.

El coeficiente de correlacion obtenido, 0.517, indica una relacion lineal positiva moderada
entre las variables. Sin embargo, la expectativa era la existencia de una fuerte correlacion
positiva. El hecho de que solo el 26% de la variabilidad total en la habilidad para resolver
problemas sea explicada por las acciones de la propuesta, muestra que deben existir otros
factores que no fueron considerados, tales que estan relacionados con la estructura misma de
la técnica propuesta, la forma en que se aplicéd y el tiempo de su aplicacion.

Para obtener el conocimiento seguro sobre el desarrollo de habilidades de modelacion
matematica en la solucion de problemas es necesario realizar la experimentacion durante un
periodo de tiempo mas largo.
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