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Abstract: El estudio de erroresy dificultades de comprension de los escolares constituye una
linea de investigacion potente y productiva en Educacion Matematica. La produccion en este
campo es amplia y, en muchas ocasiones , se presenta poco articulada. En este trabajo
proponemos una fundamentacion y una aproximacion metodoldgica para este tipo de estudios,
también presentamos un gjemplo de trabajo realizado en e aula.

La utilizacidn de sistemas figurativos de representacion en d estudio de conceptos
NUMEricos proporciona mayor riqueza conceptual, moviliza d pensamiento visual y favorece

una mejor comprension de |os escolares mediante € uso de sistemas simbdlicos diferentes.

Presentacion

L as mateméti cas escolares plantean a nifios y jovenes cuestiones y problemas que tienen
un enunciado bien definido; las cuestiones tienen una respuesta adecuada; cualquier otra
respuesta se considera inadecuada o incorrecta. Esto hace posible clasificar las contestaciones
de los alumnos en correctas, incorrectas o sin respuesta. Cuando un alumno proporciona una
respuestaincorrecta a una cuestion matemética se puede decir que su respuesta es erronea, y la
solucién proporcionada es un error en relaciéon con la cuestion propuesta (Radatz; 1980). Los
errores forman parte de las producciones de los aumnos durante su aprendizgje de las
matematicasy han sido permanente objeto de estudio e investigacion en educacion matemética
(Buswell & Judd, 1925; Brownell, 1941; Kilpatrick, 1992). Los errores son datos objetivos

gue encontramos en los procesos de ensefianza y aprendizgje de las maemdticas, las



respuestas incorrectas a las cuestiones que se plantean se consderan seflales de serias
deficiencias e incluso fracaso en € logro de un aprendizgje correcto (Brousseau, Davis &
Werner, 1986).

El andlisis y estudio de errores en educacion matemética se ha visto influido en cada
época por las corrientes predominantes en pedagogia y psicologia; también ha estado
condicionado por los objetivos y formas de organizacion del curriculo de mateméticas en los
correspondientes sistemas educativos. La connotacion peyorativa dd término “error” ha sido
una limitacion de estos estudios .

Algunos planteamientos epistemoldgicos revaorizan € papel de los errores en la
adquisicion del conocimiento y la construccion del saber (Popper, 1979; Bachelard, 1988;
Lakatos, 1978).

El racionalismo critico sefida que no hay fuentes Ultimas del conocimiento; admite & error
como parte congtituyente de nuestra adquisicion del conocimiento; destaca la necesidad de un
gercicio congtante de la critica la buUsqueda critica ddl error para superar nuestros
conocimientos deficientes es una necesidad epistemoldgica ineludible. En consecuencia, los
errores pueden contribuir positivamente a proceso de aprendizaje; en segundo término, los
errores surgen en un marco conceptual consistente, basado sobre conocimientos adquiridos
previamente, no aparecen por azar; en tercer lugar, es necesario que cualquier teoria de
instruccion modifique latendenciaa culpabilizar alos estudiantes, d condenar los errores, y la
reemplace por la prevencion de errores y su consideracion en € proceso de aprendizagje,
finalmente, todo proceso de instruccion es potencidlmente generador de errores, debidos a
diferentes causas.

A partir de sus errores, un jéven o un nifio pueden comprender distintas propiedades de
un concepto de las que no era previamente consciente. Al cometer un error, € alumno expresa
e caracter incompleto de su conocimiento y permite que los comparieros o € profesor le
ayuden acompletar e conocimiento adiciona o, en otros casos, le llevan a comprender por si
mismo agquello que no dominaba. El carécter positivo de los errores en d proceso de

aprendizaje es consecuencia de lareflexion epistemol dgica (Bouvier, 1987; Nesher, 1987).



Principales lineas de investigacion sobre errores en el Aprendizaje de las
M atematicas.
Articulamos en torno a cuatro gjes nuestra revision sobre los estudios e investigaciones
recientes relativos aerrores en € aprendizaje de las mateméticas
Primero: Estudiosrelativos a analisis de errores, causas que los producen o elementos
gue los explican, y taxonomias y clasificaciones de errores detectados (Radatz, H. 1979).
Estos trabajos se fundamentan o proceden de alguna teoria psicoldgica o psicopedagdgica que
proporciona un marco explicativo; asu vez, € andisis de errores ofrece un campo adecuado
para aumentar su contenido empirico (Davis, 1984; Moshovitz-Hadar, Zavslaski, Imbar,
1987; Hiebert & Carpenter, 1992). Incluimos en este ge las aproximaciones tedricas hechas
desde un planteamiento epistemolgico o estrictamente matematico, que tratan de establecer
causas estructurales para los errores debidas a la propia naturaleza del conocimiento
matemético, con exclusividad sobre cualquier otro argumento (Gonzélez, 1993); los trabaos

sobre obstaculos (Brousseau, 1989; Sierpinska, 1990) son ejemplos de esta opcion.

Segundo: Estudios dedicados al tratamiento curricular deloserroresen el aprendizaje en
matematicas. Se incluyen agui los trabajos que incorporan la consideracion de los errores como
un dato importante en €l disefioy desarrollo del curriculo de mateméticas (Booth, 1984; Hart,
1984; Kerdake, 1986). Una linea de trabgjo es la denominada ensefianza diagnostica o por
diagnostico, que trata de prever los errores, detectarlos y proponer los medios para su
correccion (Bell, 1986; Brekke, 1991). También incluimos en estos estudios las propuestas
gue contemplan los errores como punto de partida para incentivar € estudio e investigacion de
los contenidos mateméticos (Borassi, 1986, 1987). Igualmente quedan comprendidos en este
apartado los estudios sobre evaluacion y d papel que desempefian los errores en las
valoraciones que se deben redizar sobre las producciones de los alumnos (Nesher, 1987;

Romberg, 1991; Webb, 1992).

Tercero: estudios dedicados a conectar los errores que cometen los alumnos con los

planes de formacion de profesores. Son estudios relativos d papel que la observacion,



andlisis, interpretacion y tratamiento de los errores de los alumnos tienen en la formacion del
profesorado. Se trata de un campo de trabgo deimitado que ha tenido cierto desarrollo
reciente, aungue algo mas restringido (Graeber, Tirosh & Glover 1989; Tirosh & Graeber,
1989, 1990)

Cuarto: trabajos de carécter técnico que implementan y sostienen una determinada clase
de andliss sobre erores (Mulhern, 1989). El caracter dicotomico de la valoracion
correcto/incorrecto para las producciones de los alumnos ha permitido una utilizacion
sistematica de procedimientos estadisticos, gran parte de los trabgos de orientacion
psicométrica van dirigidos d estudio de errores en € aprendizaje. También incluimos las
técnicas de andlisis para contrastar hipétesis alternativas que justifican € origen o causa de un
determinado error, puestas a punto por algunos equipos de investigadores (Resnick, Nesher,
Leonard, Magone, Omanson & Polet, 1989).

Andlisis de errores y Pensamiento Numeérico.

L as cuatro categorias descritas no son exclusivas de los trabajos dedicados d estudio de
errores sobre comprension de conocimiento numeéricos pero s es cierto que, desde los estudios
psicométricos iniciales, los errores y dificultades en € campo general de la Aritmética han
ocupado una parte considerable en tales estudios.

Esusua agrupar la variedad de métodos para el estudio de los errores en matematicas en
cuatro categorias.

1. Contar & numero de solucionesincorrectas a una variedad de problemas. Este método
tiene un valor diagndstico limitado y es cercano a método psicométrico.

2. Andlisisde los tipos de errores cometidos. Usualmente, esta técnica implica clasficar
diferentes tipos de error, examinar como se desvian de la solucion correcta 'y hacer inferencias
sobre qué factores pueden haber conducido a error.

3. Andlisis de patrones de error. Estos andlisis pueden revelar errores sisteméticos, que
sean sintoma de una comprension inadecuada; a variar lastareas resultan patrones de error que

pueden proporcionar claves de las estrategias utilizadas.



4. Disefio de secuencias didacticas de tareas que pongan de manifiesto los errores de los
individuos. Aqui d investigador observa los patrones de error que aparecen en las
producciones de los individuos, genera hipétesis sobre causas posibles de estos errores; vy,
sistematicamente, construye nuevos problemas de los que puede predecirse que induciran a
errores similares.

La nocion de comprensiéon deficiente sefidda un modo de pensamiento derivado de
premisas incorrectas, que se ponen de manifiesto por una serie de errores sistematicos. Seguir
lalinea de pensamiento de losalumnos no resulta sencillo; los errores ponen de manifiesto la
consistencia y sistematicidad, que se deriva de la comprension acanzada. Sin embargo, la
mayor parte de los estudios informan sobre clasificacion de errores y sus frecuencias, pero
olvidan explicar su origeny no proponen un tratamiento sistemético para su superacion.

Esta carencia de generaidad en los andlisis podria evitarse observando las producciones
delosalumnosen niveles més profundos de representacion, donde evoluciona € sistema de
significados que controla las realizaciones superficiales. Cuando se detecta una deficiencia de
comprension, en este nivel més profundo, es posible explicar toda una clase de errores
(Rico, 1992). Un criterio para interpretar y guiar los errores |o denominamos concepcion

deficiente 0 comprensi6n inadecuada.

Comprension de secuencias numeéricas

En lo que sigue presentamos una sesion de trabajo con un grupo de alumnos de 8° Curso
de E.G.B. (13-14 afios) realizada €l curso 92-93. En este grupo hay 36 alumnos.

El trabajo se desarrollaen €l contexto usual del aulay es la cuarta sesion de las dedicadas
atrabgjar con representaciones puntuales de secuencias numeéricas. En las sesiones anteriores
los dumnos han trabgado en la representacion de numeros mediante configuraciones
puntuales, han comparado diferentes configuraciones y han concluido que algunas comparten
una misma estructura o patron de representacion. Por otra parte, han considerado diferentes
descomposiciones o desarrollos aritméticos de un mismo nimero y han expresado cada
desarrollo aritmético mediante una configuracion puntual; se ha dedicado un tiempo a realizar

tareas de traduccion entre configuraciones puntuales y desarrollos aritméticos. También se ha



iniciado d trabagjo con secuencias numeéricas lineales o cuadréticas. Se presenta una secuencia

mediante la representacion geométrica de sus primeros términos; es usua pedir la traduccion

numeérica de cada uno delostérminosy e desarrollo aritmético expresado en la representacion.

Los alumnos tienen también una nocion intuitiva de lo que significa d término enésmo en la

representacion. Presentamos una tarea que incluye todos estos componentes (Castro, 1994).
Tarea:

A continuacion tienes | os tres primeros términos de una secuencia puntual .

Dibujael término siguiente.

Dibujalafigura que ocuparia e lugar enésimo.

Debajo de cada figura escribe e nimero que representa.
Escribe debajo de cada nimero su desarrollo.

Escribe a continuacion como se llaman estos nimeros.

Descripcion de la sesion de trabajo en el aula:

El profesor escribe la tarea en la pizarra; a medida que escribe inicia € didlogo con los
alumnos.

(PP) ¢Coémo esel 4°término?

(RA) Cuatro puntos verticales y cuatro horizontales, con uno comun.

(PP) ¢y €& séptimo término?

(RA) Igual, sblo que con siete puntos.

(PP) ¢Y e enésimo?

(RA) Igual, pero con n puntos.

En la pizarra se reproducen | as representaciones puntual es, seguin el orden establecido por

las preguntas.



(C) Escribimos los nimeros debajo de | as representaci ones.

Paralatercerafilael profesor escribe: 1, 3,5, 7, ...

(PP) ¢Qué ponemos en € lugar enésmo?

(RA) “nf

(RA) “n” solo no; asi estariamal.

Algunos alumnos proponen escribir la expresion 2n -1; otros proponen escribir n + (n -
1). Hay alumnos que opinan gue las dos expresiones son iguales.

(RP) Si las dos expresiones son iguales vais a dar vuestra opinion sobre cud de ellas os
parece mas apropiada para representar € nimero de puntos de la figura que ocupa € lugar
enésimo. Contestad de uno en uno.

(RA) Yo creo quees n+ (n-1) porgue, por iemplo, parael 3 que es € segundo término
hemosdicho quees 2 + (2-1)

(IA) Varios nifios, a la vez, afirman que no estan de acuerdo ya que ese es d desarrollo
del nimero, por lo que no consideran que sea la megor expresion; consideran que la mejor es
2n- 1, yaque se ve en edta expresion que las dos filas horizontal y vertical tienen € mismo
numero de puntos pero hay que quitar uno, ya que las dos filastienen un punto en coman.

(RA) Yo creo que es n, porgue lo que tenemos que indicar en este momento es el nimero
y no su desarrollo, y con esas expresiones 1o gque damos es un desarrollo.

Los aumnos echan en fata que no aparezca una expresiéon smple como 3, 5, etc, que
indique cua esel nimero, sin necesidad de recurrir a una expresion en forma polinémica que
asocian con desarrollo. Se pone de manifiesto una dificultad de comprension: si o que se pide
es el término enésimo quieren responder con un dato Unico, no aceptan (muchos alumnos) una
expresion en la que se pone de manifiesto una estructura de relaciones que determina d
término general; cuando aparece tal estructura la expresion es la de desarrollo del término
genera pero no esd término general.

(RP) S ponemos solamente n estaremos indicando € lugar que ocupa en la secuencia, 1o
cual no es correcto, ya que d lugar no coincide con € nimero de puntos que hay; asi, en d

tercer lugar no hay 3 puntos sino 5, etc.



Dos dumnas discuten entre ellas esta cuestion. Se les pide que redlicen € debate en voz
alta para que todos |os compafieros participen y den su opinion.

(PP) Vais acontarnos atodos |o que estais discutiendo

(RA) Yo digo que cuaquiera de las dos expresiones, n + (n-1) o 2n - 1, es buena por
gue las dos son iguales y dicen los puntos que hay en e término enésimo. No podemos escribir
n porgue indicariala posicion de cada término.

(RA) No estoy de acuerdo con €lla, pues quiero poner una expresion smple y no un
desarrollo.

(RP) No esposible indicar € niimero de puntos que hay en € término enésimo con una
expresion simple. Hemos de elegir entre n + (n-1), que indica megior que tenemos dos filas 'y
unade ellas tiene un punto menos que laotra, y 2n - 1, que parece indicar dos filas iguales con
un punto en coman.

(RA) Entonces puedo poner n + (n+1), ya que tambien en esta expresion se indican dos
filas, donde una de ellas tiene un punto mas que la otra.

(RP) Piénsalo y comprueba si es 0 no correcto.

(RA) Si es correcto, ya que siempre hay un punto mas en lafila que en la columna.

(RA) No estoy de acuerdo porque eso no coincide con lo que hay en los primeros
términos.

En este momento los demas alumnos toman partido y se dividen las opiniones en favor de
unau otra compariera; todos pretenden tener razon y hablan todos alavez.

(RA) Creo que las dos llevan razon porque hemos dicho que d lugar enésimo  representa
atodos, por tanto igual es una expresion que la otra.

L os alumnos contintian la discusion; € profesor trata de poner orden en la clase.

(PP) Uno sdlo de vosotros me va a decir qué estais discutiendo.

(RA) Nos estén pidiendo € lugar enésimo, por tanto yo creo que es n+(n-1) porque
viendo los otros lugares tenemos:. € segundo es 3, quees 2 + (2-1); € tercero es5 que es 3
+(3-1).

(PP) y e primer lugar, ¢como es?

(RA) 1+ (1-1)



(RA) Yo creo quees n+ (n-1), yaque €l lugar cuarto, por ggemplo, es 4+(4-1).

(RA) Esoesigua que 2n-1

(RA) El lugar enésimo representa a todos los términos, por o que yo creo que sélo se
debe poner n.

(PP) Entonces, si ponemos h ¢0s parece que queda expresado € nuimero de puntos que
hay?

Hay alumnos que aseguran que no, y vVuelven a repetirse |0s mismos razonamientos.

(R) Revisamos la informacion: n indica € nimero de orden, la posicién que ocupa d
término; la cantidad de puntos viene dada por una de estas dos expresiones2n - 1 0 n + (n-1)
gue, en realidad, indican d mismo nimero de puntos; la diferencia entre ellas esta en d
desarrollo que se considere para los nUmeros.

Si se hantomado los desarrollos:  1+(1-1); 2+(2-1); 3+(3-2); .... laexpresion es n+(n-
1); s se hatomado € desarrollo 2.1-1; 2.2-1. 2.3-1, .... laexpresion es 2n-1.

(PP) Vuelvo a preguntar ¢cud de las dos expresiones se adapta megior a la secuencia de
puntos?

(RA) Yo creo que eslo mismo unaque la otra.

(RA) Indistintamente.

(RA) Como son dos filas iguales con un punto en comun, creo que 2n-1.

(RA) Siempre tenemos una fila con un punto mas que en la columna, por tanto n + (n-1).

Reflexién y Analisis:

En los parrafos anteriores se presenta la nocién de término general de una sucesion
como término de la sucesion que ocupa € lugar n. La presentacion es aparentemente sencilla:
dosfilas de n puntos, una horizontal y laotra vertical, con un punto en comun.

¢Como se escribe ese término?  Se presentan dos opciones en las respuestas: hay
alumnos que contestan “n”; hay otros que escriben n + (n-1) o bien 2n - 1. Ladiscusion se
centra en que las dos Ultimas formulaciones no equivalen a un nimero sino a desarrollo de un
numero, ya gque expresan la estructura de relaciones comin a todos los términso de la

secuencia.



La conclusion es que no hay expresion numérica del término general sino un tipo de
desarrollo del nUmero para d término general. Cuando se pide d “término generd de una
sucesion” muchos alumnos entienden “un nimero, en genera”, pero no la expresién de
desarrollo general de una secuencia numerica.

Hay unadificultad de comprensién fuerte, generada por una deficiente presentacion de
la cuestion. El Profesor no es consciente de la existencia de dos sistemas simbdlicos
equivalentes parala representacion: nimeros y desarrollos aritméticos, que € manega como un
todo Unico, cosa que no le ocurre alos aumnos, por inexistencia de informacion. Una segunda
dificultad asociada a la anterior es larelativa a vaor de n que se considera para € término
general de una secuencia, ¢sonlomismo n+ (n-1) que (n+ 1) +n?

Conclusion

La investigacion de errores ha estado encaminada durante mucho tiempo d andisis
estadistico de las respuestas incorrectas de |os escolares ante unaserie detareas y d estudio de
la correlaciones entre dichas respuestas erroneas, segun las variables de tarea consideradas.
Entendemos que estos estudios son necesarios y congtituyen una primera fase de cuaquier
investigacion sobre errores y dificultades. Nuestra linea de estudio se dirige a disefiar
situaciones de aprendizaje de conceptos matematicos que movilicen las capacidades de los
estudiantes y les permitan expresar su comprension sobre dichos conceptos, discutirla y
contrastarla con sus compafieros, y someterla a enjuiciamiento critico. El andisis de las
deficiencias 0 limitaciones que se ponen de manifiesto en dichas expresiones permiten
establecer |os elementos que constituyen la comprension de un campo conceptual determinado.
Lainvestigacion-accion, debates en e aula, estudio de casosy entrevista clinica congtituyen las
aproximaciones metodol égicas utilizadas en nuestro caso.

En el estudio del Pensamiento Numérico hay elementos conceptuales poco utilizados que
nos prtoponemos recuperar. En particular, las representaciones figurativas de los nimeros
congtituyen (como en € gemplo que nos ocupa) un sistema simbolico de representacion
diferente del sistema decimal de numeracidn, con € que se ponen de manifiesto unas
determinadas propiedades que no son evidentes con la notacion usua de los nUmeros.

Favorecer la utilizacion de sistemas de representacion diferentes, que empleen e ementos



graficos con los que se movilicen esquemas visuales adecuados es también una componente
importante en esta linea de investigacion, en la que nos encontramos trabajando actual mente.
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