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Resumen. En esta investigacion buscamos elementos de interaccion entre los contenidos de
los fenémenos fisicos y el cdlculo como una alternativa diddctica de la ensefianza-aprendizaje
de las asignaturas de cdlculo, fisica e ingenieria en el nivel universitario. Exploramos el
fendmeno de estabilidad en sistema discreto de una particula sobre una superficie lisa para
determinar la energia potencial, consideramos a la prediccion como prdctica social, el binomio
de Newton a la serie de Taylor como herramienta de interpolacion para obtener un modelo
matemadtico y el andlisis de la energia potencial y los conceptos de mdximo y minimo dentro
del marco de la aproximacion socioepistemoldgica.
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Introduccion

En los programas de estudios de cdlculo, fisica e ingenieria de las instituciones de educacion
superior estan los contenidos de maximos, minimos y el fenémeno fisico de la energia potencial
respectivamente. En el discurso de la matematica escolar actual se ha visto que estos contenidos
estdn desvinculados entre uno y otro, es decir, no existe una integracién de estos contenidos
matematicos y fisicos en los planes de estudios vigentes, asi como en los textos que son utilizados
en los programas. Una manera de vincular estos contenidos es por medio de la prediccién como

un eje integrador desde la aproximacién socioepistemolégica entendida como practica social.

En los textos de fisica e ingenieria utilizadas en nuestro medio encontramos argumentos como el
siguiente: “Si s representa a un parametro fisico en un instante dado de tiempo ¢, un momento
despuést + At, este parametro serd s+ As ...”, que requiere para su conceptualizacidon el pensar
un tanto como la serie de Taylor en cuanto instrumento de prediccién para resolver problemas
propios de la fisica, esta forma de pensar son de una naturaleza dindmica donde las ideas de

cambio y variacidon estan presentes.

En esta investigacion se hace un analisis epistemoldgico de los procesos de matematizacion de la
energia potencial por medio de la prediccién como practica social y buscar las posibles relaciones

o indicios de ellas de la estabilidad del equilibrio en un sistema mecanico y sus configuraciones,
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con la finalidad de relacionar el conocimiento matemadtico, los fendmenos fisicos y la préctica

social de predecir como eje central en tanto unidad de anlisis.

Problematica

En el discurso matematico actual en la ensefianza de la matematica, fisica y ciencias de ingenieria
qgue forman parte del plan de estudios de la carrera de ingenieria civil, los contenidos matematicos

y fisicos estdn desvinculadas y sin enfatizar los aspectos histdricos, filoséficos y epistemolégicos.

En los programas y textos de cdlculo el binomio de Newton es expresado con la estructura
(a+b)" y utilizado en forma algoritmica sin considerar su origen y su contexto social. En el
discurso de la fisica el binomio de Newton es sélo utilizado como una herramienta de
aproximacion cuando es desarrollado como una serie de potencias fraccionarias o negativas de
algun fenémeno fisico, asi mismo la serie de Taylor y las diferencias finitas son transposiciones de
dos saberes matematicos que estan desvinculados entre uno y otro, es decir, no existe una
integracion de estos contenidos matematicos en los planes de estudios vigentes y en los textos
actuales que a la vez son recomendados en la matematica escolar vigente. En los textos escolares
de fisica e ingenieria (Benson, 1999) consultadas en nuestro medio, eventualmente aparecen en
forma implicita ideas estrechamente vinculadas a las nociones de la serie de Taylor, por ejemplo:
s(x) y s(x+ Ax) para funciones de una variable independiente, aunque no aparece en forma
explicita la nocién de variacion y de prediccidon en los fendmenos fisicos. En el contexto anterior
hemos abordado la pregunta de investigacidn siguiente ¢Qué practicas sociales emergen en la
transicion del binomio de Newton y la serie de Taylor? ¢ Cuales son los elementos de relacién entre

el calculo y los fendmenos fisicos?

El objetivo de esta investigacion es: Robustecer la epistemologia inicial de la matematizacion de
fendmenos fisicos asociado a la transicion del binomio de Newton a la serie de Taylor a través de
la prediccion e interpolacion en el sentido de construir una epistemologia actualizada que incluya
los argumentos de los estudiantes con la finalidad de reconstruir la matematica escolar mas
integral en el contexto de la Ingenieria Civil, en particular la estabilidad de un cuerpo a través del

estudio de su energia potencial.
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Antecedentes

En los ultimos siglos se ha tenido un registro de los logros de la especie humana en la construccion
de estructuras, mdquinas, monumentos, que han durado muchos afios, durante esos milenios la
humanidad ha construido también otras estructuras tales como catapultas, barcos, puentes que
funcionaron con éxito durante un periodo de. Antes de la mitad del siglo XVII, las estructuras se
construyeron principalmente con base a la experiencia. En cada generacién, los “ingenieros”
tuvieron que pasar por largos aprendizajes de manos de técnicos con mas experiencias para
dominar el oficio de ingeniero, lo que implicaba, tal vez, tanto fracaso como éxitos. No existe una
evidencia clara de que esos ingenieros de antafio hubiesen desarrollado o tenido capacidad para

sustentar sus experimentos con cualquier tipo de célculo (Bickford, 1997)

Un acercamiento cientifico a la mecanica de sélidos o resistencia de materiales como es llama a
menudo, inicié con Leonardo da Vinci (1452-1519). El fue el primero en aplicar los principios de la
estdtica para determinar las fuerzas internas en elementos estructurales, y el primero en efectuar
experimentos sobre la resistencia de los materiales ingenieriles. En experimentos con alambre de
hierro y con vigas y como resultados de sus ensayos en vigas concluyé que la resistencia de una
viga apoyada en ambos extremos varia inversamente con la longitud y directamente con el ancho

(Timoshenko, 1983; Bickford, 1997).

Galileo (1564-1642) realizé los primeros intentos de aplicar légicamente el andlisis de esfuerzos.
Los resultados publicados estdn en Dos nuevas Ciencias en 1638, representa el principio de la
ciencia de la resistencia de materiales, los experimentos consistieron en la tension y concluyé que
la resistencia de materiales de una barra es proporcional al drea de su seccion transversal e
independiente de su longitud, asi como experimentos de flexidon en la cual concluyé de manera
incorrecta que los esfuerzos necesarios para contrarrestar la flexion se distribuye de modo
uniforme sobre la seccidn transversal de la pieza como se muestra en la figura 1, (Timoshenko,

1983; Bickford, 1997).
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Figura 1. Ensayo de flexidn de Galileo Figura 2

Galileo (1991) escribe que la resistencia en cualquier seccién transversal CN sera incluido entre la
base AD, el plano rectangular AG, la linea BG y la superficie DGBF, donde la curvatura es idéntica
con la pardbola FNB. Este solido tendra la misma resistencia en todo punto, entonces el momento
de fuerza varia en la misma proporcion al momento flexionante debe tomar la curva o pardbola

(AF)* _ BA

FNB, como se muestra en la Figura 2. Esto satisface la ecuacién de resistencia ——— = ——
(CN) BC

Marco teédrico

En esta investigacion, nuestro marco tedrico estd matizado en la aproximacion
socioepistemoldgica en donde se analizan de manera sistémica la dimensién epistemoldgica, la
dimensidn cognitiva, la dimensién didactica y la dimensidn social. Cada dimensidn tiene su propia
teoria en cuanto a su marco tedrico, pero tienen caracteristicas comunes entre ellas al interactuar
en los procesos diddacticos a partir de la actividad humana (practicas sociales) que realizan
conjuntamente profesor - alumno en el aula y fuera de ella. En la investigacion de Buendia (2004)
hacen énfasis que no sélo los aspectos cognitivos estan en juego en la construccion del objeto
matematico sino en la préctica social que conduce a la adquisicién del conocimiento, donde el
propdsito de la matematica educativa es la de esclarecer y evidenciar la existencia de relaciones
entre el conocimiento y practicas sociales, es decir, enfatizar la componente social
sistemdticamente con otras dimensiones: epistemoldgica, cognitiva, didactica del conocimiento
matemadtico. La aproximacion socioepistemoldgica, es el resultado de la conjuncion de estas
dimensiones, como marco tedrico, en particular en este trabajo, mostramos el papel de la

interpolacién y la prediccién en el cédlculo con énfasis en el fendmeno de estabilidad en sistema
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discreto de una particula sobre una superficie lisa para determinar la energia potencial,
considerando a la prediccién como practica social, y a la interpolacién como herramienta para la
transicion del binomio de Newton a la serie de Taylor para el andlisis de la energia potencial en el
sistema de equilibrio y los conceptos de mdximo y minimo dentro del marco de la aproximacién
socioepistemoldgica, con la finalidad de relacionar el conocimiento matematico y las practicas

sociales en tanto unidad de andlisis.

Interpolacion y prediccion explicita

En el marco epistémico de Newton se vislumbra mucho mas las nociones de: variacion y
prediccién, puesto que se calcula la evolucidn ulterior del sistema de movimiento, si son conocidas
las condiciones iniciales (Hernandez, 2002). En la investigacién de Cantoral (2001) considera la
nocién de prediccion como una practica social para conocer el movimiento de un flujo de agua a
partir de un estado inicial, es decir, que P es un estado inicial y se quiere predecir el estado ulterior
P + PQ, donde PQ es la variaciéon de un estado a otro, con esta idea y la interpolacion Newton

m/n

descubre su teorema del binomio, el cual es dado como (P + PQ)™" y utiliza la nocién de

interpolacidn, asi como las diferencias finitas para construir la serie de Taylor.

Segun Edward (1979), Taylor publica su serie, basado en el argumento de interpolacion de

Gregory—Newton y usando las diferencias finitas se llego a;
Y=y, +nAy, +n(n-1)/28y, +n(n—1)(n—-2)/6A’y, +...+nA "'y, +A'y,. En esencia

Taylor considerd el limite Ax — 0, cuando,n — vy x es fija, para construir

Y=Y +(x_x0)yo/xo+(x_xo)2 J’o/z(x)2 "'(x_xo)3 yo/6(x)2 +....

Esta formula es la serie de Taylor original e interpreta la razén de fluctuacién como derivada. En
sintesis el binomio de Newton y la serie de Taylor son vistas como instrumento de prediccion en

un contexto de variacion.
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Estabilidad de sistemas discretos

En el presente contexto, la estabilidad del equilibrio se refiere cuando un sistema elastico en
equilibrio es separado ligeramente de esa configuracién de equilibrios: ¢Permanece el sistema
elastico en una nueva configuracion? ¢Regresa a la configuracion original de equilibrio? ¢ Cambia a

otra configuracion de equilibrio cercana o lejana?

En la figura 3. Muestra la estabilidad de una particula, (a) estabilidad neutra, (b) estabilidad

estable y (c) inestabilidad

N/

7\

Figura 3. Estabilidad del equilibrio de una particula que se mueve sobre

una superficie lisa

Las configuraciones de equilibrio de un sistema mecanico conservativo se pueden determinar
resolviendo las ecuaciones

a _
ox;,

0 i=1,2,....,n son los grados de libertad

Para un sistema con un grado de libertad, la estabilidad de una configuracién particular de
equilibrio se determina con base en la segunda derivada de la energia potencial evaluada en la

configuracién de equilibrio.

Esta conclusién se obtiene con base en el desarrollo de la energia potencial en la proximidad de
una configuracion de equilibrio. Si x es el Unico grado de libertad en una configuracién de
equilibrio, la energia potencial total de un sistema mecanico conservativo se puede expresar 1212

como:
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V.o=(1+A)'V, =V, +nAV, + ”(”'_1) NV + ”(”_13)'(”_2) AV, +ete.
X, —X, = nAx,x = 2~ %
Ax
X, — X (xn_xo_l) X, X (xn_xo _1)(xn_x0_2)
n :I/O_l_xn_xo AI/O+ Ax 2'Ax A2V+ Ax Ax 3 Ax ASI/O+€tC.

dV(x0)+(x—x0) dZV(xo)_i__m

V(x)=V(x,)+(x—xp) dx > A

dv(x,) " (x_x0)2 sz(xo)
dx 2 d*x

AV =V (x) =V (xy) = (x—x,)

X=X

En una configuracién de equilibrio x = x,,, la primera deriva J' (x) es igual a cero, por lo que para

pequefios cambios la posicion x — x,, el signo del cambio en la energia potencial depende de

_(x=x) " dV (%)

AV
2 d*x

X=X

Para AV sea positiva, lo cual significa que para cualquier pequefio cambio de posicion desde la

posicion de equilibrio x = x,; el cambio en la energia potencial es positivo, la segunda derivada

debe ser positiva. Este cambio se indica en la figura 2.
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Fix) V(x) Vi(x) Viixg) =0

Fixg) =0

x x
In xn

@ Vig) =0 (b) ¥“(xg)>0 (e) ¥ (xy) <0

Figura 2. Criterio energético para la estabilidad del equilibrio

En la figura 1c, la segunda derivada es negativa en la posicién de equilibrio, entonces la posicion
de equilibrio es inestable ya que el signo de AV es negativo para cualquier cambio de posicidn. Si
la segunda derivada es igual a cero en la configuracién de equilibrio, no se puede tomar una
decision sin recurrir a la derivada de orden superior. Este caso, mostrado en la figura 1a, se llama

comunmente caso critico de equilibrio neutro (Bickford, 1997).

Cuando la segunda derivada se anula en x =X, es necesario evaluar las derivadas superiores
para calcular la estabilidad. Con V' (x,) =V (x,), escribimos

_Gmx) V() o) )

AV 3 2
6 dx 24 dx

Para el cambio pequefio x—x,, el signo de AJ estd establecido por el término
(x—x0)3V/// (x,)/6.5i y (x,)#0, el signode (x—x,)’V (x,)/6 serd negativo para x>x,
0 para x<x,; esto es, Al serd menor que cero para cualquier desplazamiento desde la
configuracién de equilibrio. Por tanto, si V" (x,) v 4 (x,) #0, la configuracién de equilibrio serd
inestable. Esto corresponde a lo que se llama punto de inflexién de la funcion energia potencial.

Si tanto V//(x0)= 0 comoV///(x0)= 0, la cuarta derivada debe evaluarse. Si V" (x,)> 0, la
posicidon de equilibrio es estable y si v (x,)< 0, la configuracién de equilibrio es inestable. Si

v (x,) =0, se debe considerar derivadas de orden superior.
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Deberia quedar claro al estudiante que este andlisis es equivalente al de los mdximos y minimos
de funciones de una variable, el cual se estudia en calculo, y que en la presente clase de problemas

fisicos requerimos que la energia potencial sea un minimo apropiado para tener equilibrio estable.

Conclusion

Nuestra aportacion es una analisis epistemoldgico del fendmeno fisico de energia potencial, para
estudiar la estabilidad del equilibrio de una particula que se mueve sobre una superficie lisa como
una forma de construccion del conocimiento, donde nos proporcionan elementos que relacionan
el cdlculo y los fendmenos fisicos para un cambio epistemoldgico del calculo escolar por medio de
una vision Newtoniana-Tayloriana, considerando a la prediccion como practica social y eje para
reorganizar el Calculo escolar (Hernandez, 2006). En particular en la modelacidon matematica de los
problemas de ingenieria, en la cual se localiza una sdlida entidad conceptual y algoritmica que da
pie a nuevos acercamientos diddcticos y que pueden estar inmersos en los estudiantes en una
situacion escolar, tal es el caso de las practicas sociales de la prediccién que favorecen la

construccién del conocimiento matematico vy fisico.
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