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Resumen

Un elemento esencial del lenguaje matematico es la funcion, la cual se requiere para expresar una variedad
considerable de diferentes relaciones, pero en el presente trabajo se ha podido comprobar el pobre dominio, que
de este concepto, poseen los estudiantes, no ya en lo que respecta a aplicaciones, sino en la simple evaluacion de
una funcion.

En el presente trabajo se vincula la dificultad planteada, con un pobre desarrollo del proceso de generalizacion
tedrica que poseen los estudiantes y se propone actuar sobre este problema teniendo en cuenta en la actividad
docente, los niveles en los que se manifiesta dicha generalizacion.

Desarrollo

La generalizacion teorica posibilita generalizar sobre los elementos esenciales del fenomeno
que se analiza, y no sobre los rasgos comunes y aparentes de los fenomenos, por lo tanto,
cuando el estudiante ha desarrollado correctamente el proceso de generalizacion teorica,
puede evaluar funciones sin presentar dudas en la realizacion de esta accidon, ya que esta
accion no presenta diferencias esenciales de una funcion a otra.

No obstante el estudio realizado muestra lo contrario, pues se pudo apreciar que en
estudiantes universitarios, se mantienen las dificultades en la evaluacion de funciones.

Para fundamentar los planteamientos del presente trabajo se hizo un estudio de un total de 40
estudiantes universitarios, 21 correspondientes al primer afio de la carrera de Bibliotecologia
y 19 al segundo afio de la carrera de Ingenieria en Informatica, a los que se les pidio evaluar
las siguientes funciones:

X..si..x<4

X)= en x=1,yen x=28
S {2x...si...x>6 Y

g(x)=2x>+4 en x=a-—1
Obteniéndose los resultados que se muestran a continuacion:

Antes de analizar la tabla es preciso aclarar que no hubo ningiin caso de un estudiante que
evaluara bien f(x) y mal la funcion g(x).

Como se puede apreciar de los datos que se muestran en la tabla anterior, el 57.5 % de los
estudiantes evaluados, no fueron capaces de evaluar correctamente la funcion f(x), e incluso

Funcion Evaluaron bien | Evaluaron mal | Total de estudiantes
fx) | 8x) fx) |
Est. De Informatica 9 9 9 1 19
Est. De Bibliotecologia | 6 5 15 10 21
Total de estudiantes 15 14 23 11 40
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la funcion g(x) fue evaluada incorrectamente por el 27.5 % del total de estudiantes, los que
incurrieron en este error fueron practicamente los estudiantes de bibliotecologia, aunque para
estudiantes de informatica un 47.37 % de respuestas incorrectas en la primera funcion, es un
resultado que esta lejos de lo que debe ser para este tipo de alumno.

De primera intencion es natural asumir que no existe razon para que un estudiante de nivel
superior no sea capaz de evaluar funciones como las presentadas en el experimento descrito,
ya que el procedimiento de evaluacion de una funcidén tiene un cardcter general y su
explicacion se puede hacer breve y clara, de donde se deriva una pregunta. ;Por qué entonces
se presentaron tantos errores en el experimento realizado?

De acuerdo a los estudios desarrollados por los autores, esto se debe a que la generalizacion
tedrica, aquella que se realiza sobre los elementos esenciales de los objetos y fendmenos que
se estudian, no se desarrolla en los estudiantes, sino que estos se mantienen haciendo
generalizaciones empiricas, las que se realizan sobre los aspectos comunes y aparentes de los
fenomenos estudiados, la generalizacion empirica la persona la va desarrollando con el
lenguaje, por lo que cambiar la forma de generalizar desde los elementos comunes y aparentes
a los esenciales es algo que requiere mas entrenamiento de lo que usualmente se supone;
donde la primera dificultad que se enfrenta es lograr que el sujeto se habite a orientarse a lo
esencial del contenido, pues la propia adquisicion del lenguaje crea un obstaculo
epistemoldgico al respecto, ya que gran parte de la formacion del lenguaje se realiza sobre
elementos comunes y aparentes que no siempre coinciden con los esenciales.

La teoria en que se basa el presente trabajo considera elementos esenciales de un objeto o
fenomeno, aquellos que lo caracterizan, el elemento que no puede faltar para ubicar dicho
objeto o fendmeno en una clase determinada, son los elementos que estan presentes en el
concepto cientifico que lo identifica. Pero a pesar de la evidencia que se manifiesta en la
determinacion de los rasgos esenciales, no es una tarea pedagogica facil, poner en la mente
del estudiante la necesidad de identificar dichos rasgos esenciales, existe una tendencia
facilista de juzgar el fenomeno por sus rasgos comunes y aparentes y cuando estos no
coinciden o soOlo coinciden parcialmente con los esenciales el juicio realizado es
completamente incorrecto o presenta errores considerables.

Lo anterior quiere decir que en muchos casos, los estudiantes incorporan en la evaluacion de
la funcion las caracteristicas particulares de la funcion que evaltan, esto es la formula
particular que la define, por lo que el estudiante no aprende a evaluar funciones sino a evaluar
casos particulares de funciones, con lo cual transforman un problema especifico en una
variedad de problemas, que segun su modo de ver cada uno de ellos tiene sus particularidades
que se deben tener en cuenta para poder resolverlos, lo cual hace que quede desconcertado o
al menos trabaje incorrectamente cuando se le pide evaluar una funcién con la que no
acostumbra a trabajar.

La solucion de la dificultad didactica descrita so6lo se puede lograr, si se contribuye a
desarrollar la generalizacion teodrica de los estudiantes, y siendo la generalizacion teodrica un
proceso del pensamiento l6gico, no se logra desarrollar con un pequefio entrenamiento, se
requiere un trabajo didactico perseverante, que debe comenzar por lograr que el estudiante
ejecute las orientaciones y tareas asignadas. Resultados de este tipo solo se pueden apreciar a
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lo largo de un semestre en algunos casos, pero mas usualmente a lo largo de un curso escolar
y los resultados son mas seguros si en otras asignaturas, como por ejemplo Fisica, se trabaja
en la misma direccion.

Para entrenar a los estudiantes en la generalizacion tedrica es necesario tener en cuenta los
diferentes niveles en que se manifiesta este tipo de generalizacion, segun la clasificacion de
Blanco R.(1998), estos son:

La representacion singular de lo general.

La generalizacion producto de una deduccion.

La generalizacion por ampliacion de un concepto.

La generalizacion mediante un cambio del problema.
La generalizacion con desarrollo de un nuevo modelo.

YVVVVYY

El primero de estos niveles o etapas de la generalizacion identificado como: “La
representacion singular de lo general” se refiere a la representacion de los componentes de un
conjunto de muchos o infinitos elementos mediante una determinada semidtica, por ejemplo,
cuando al hablar de los numeros pares, se dice que un nimero par es un niumero de la forma
2n, o cuando se representa una sucesion por su n-simo término, o cuando al hablar de una
cantidad finita pero no determinada de elementos o sucesos, estos se representan como los
hechos a; coni=1 .. n, etc. Esta forma de generalizacion tan cotidiana para el matematico y
tan imprescindible para la Matemadtica en si misma, (aunque debemos destacar que no es
privativa de la Matematica, pues con el desarrollo cientifico técnico cosas asi aparecen hasta
en las ciencias sociales), no es tan inmediata para el alumno, requiere cierto desarrollo de sus
capacidades cognoscitivas para interiorizarlo, y no simplemente repetirlo mecanicamente
cuando se le requiera. Se puede asegurar que el estudiante ha alcanzado este nivel de
generalizacion cuando €l es capaz de usarla por su propia iniciativa, para expresar sus ideas,
cuando lo usa como componente de su propio lenguaje.

El segundo nivel considerado, la generalizacion producto de una deduccion (propia de las
ciencias deductivas), se manifiesta por ejemplo, cuando se prueba que todo numero tal que la
suma de sus digitos es divisible por tres, es también divisible por tres él mismo; y se tiene asi
un resultado que sirve de criterio general para determinar si un nimero dado es o no divisible
por tres. Aparentemente el alumno hace esta generalizacion de forma natural, pero lo que
sucede comunmente es que el alumno usa el resultado deducido en forma general porque el
profesor le dice que se ha obtenido una regla que se va a aplicar siempre para determinar tal o
cual cosa, pero no hace suyo el resultado obtenido si sus capacidades cognoscitivas no han
alcanzado el nivel requerido; aqui influye el nivel anterior, pues precisamente en la deduccion
casi siempre es necesario representar lo general en forma singular. No es facil determinar
cuando el alumno ha interiorizado el caracter general de la deduccion, ya que el mismo puede
usar el resultado alcanzado por iniciativa propia o porque asi se lo dice su profesor, aqui se
requiere de cierta maestria pedagdgica para determinar en que nivel esta realmente el alumno.

El tercer nivel referido, esto es, la generalizacion por ampliacion de un concepto, se
manifiesta cuando se pasa de un concepto a otro mas general, pero que mantiene los rasgos
esenciales del primero, un ejemplo se tiene cuando se extienden los principios de la mecanica
de dos tiempos a la de cuatro tiempos, pues sobre los mismos principios esenciales se estudia
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el fendémeno de una forma mas amplia; otro ejemplo se puede ver cuando se pasa de las
derivadas de funciones de una variable a las de funciones de varias variables.

Es muy importante ejercitar al alumno en este tipo de generalizacion, esto es, en las diferentes
ocasiones en que el contenido que se imparte implica esta generalizacion, se debe asignar al
alumno como tarea que haga las consideraciones necesarias para pasar a la nueva situacion
mas general. Evidentemente en las primeras tareas de este tipo el estudiante so6lo tendra un
éxito parcial, pues le resultara muy dificil poder prever todos los elementos necesarios. Pero
esta actividad estd entre las que el futuro profesional tendrd que hacer para mantenerse a la
par del desarrollo cientifico técnico, por lo que es menester que sea entrenado en la misma.

El cuarto nivel, es en el que se estd, cuando la generalizacion se logra mediante un cambio del
problema con que se trabaja, aunque manteniéndose en el mismo modelo. Este cambio del
problema puede ser, inmediato, cuando las variaciones no son esenciales, como cuando se
trabaja con una foérmula cuyos coeficientes se caracterizan por determinada forma, y se
introduce una variacion al problema que determina un cambio en la forma de los coeficientes
de la formula a través de la cual se resuelve el problema. Aunque esta es una generalizacion
que no requiere de mucho desarrollo de las capacidades cognoscitivas, si es necesario
ejercitarla con el fin de que el alumno esté en condiciones de trabajar en las siguientes etapas.

También hay que tener en cuenta, que el cambio del problema puede ser mediato, esto es,
cuando las variaciones al problema aunque manteniéndose dentro del mismo modelo
determinan cambios esenciales en el mismo, este cambio se manifiesta por ejemplo si los
cambios llegan a tal punto que aparentemente se ha producido un cambio en el modelo del
problema, y para identificar el modelo original se requiere de cambios de variables, o algunas
transformaciones especiales que permitan identificar el modelo original, un ejemplo al
respecto es la ecuacion:

cosz(x) + Scos(x) + 6 =0,

donde el estudiante no se percata que puede usar el modelo de la ecuacion de segundo grado
para resolver el problema planteado. Por lo tanto tenemos que ser cuidadosos de contemplar
en nuestra actividad docente ambas situaciones, pues si empezamos por el segundo aspecto de
este nivel, el estudiante l6gicamente confrontara dificultades para realizar las tareas que le
encomendemos y si nos quedamos en la primera etapa al estudiante le faltara preparacion para
enfrentar el quinto nivel de generalizacion, que trataremos a continuacion y el cual debe
alcanzar todo estudiante de ingenieria.

Después de todas las consideraciones anteriores, se puede enfocar el quinto y mas complejo
nivel de generalizacion, que consiste en la generalizacion con desarrollo de un nuevo modelo.
Segtin S.L. Rubinstein: “La generalizacion descubre las conexiones necesarias sujetas a la ley
de los fenomenos y faculta explicar las diversas manifestaciones de sus relaciones internas.”
Rubinstein S. L. (1959)

Realmente es asi, pero este proceso pasa a través de la modelacion del fendémeno, de forma
que este (el fendmeno) pueda ser desbrozado de sus atributos no esenciales, y se pongan de
manifiesto aquellas relaciones internas fundamentales para su estudio. La capacidad de
orientacion hacia lo esencial del material, es uno de los elementos que determina la capacidad
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de aprendizaje; por lo cual debe ser desarrollada tanto como sea posible, y como planteamos
estd asociada a la capacidad de desarrollar nuevos modelos para estudiar nuevos fenémenos.
Aunque es por todos conocido que la habilidad de modelar es dificil de desarrollar en los
estudiantes, pero también se tiene consenso de que es una habilidad que debe alcanzar todo
estudiante de ingenieria; aunque por su complejidad estd claro que le resulta muy dificil al
estudiante lograrla directamente, por lo que es necesario el desarrollo de los niveles
precedentes de generalizacion, para que el estudiante se encuentre en condiciones de arribar a
esta meta.

Se puede decir que el estudiante estd en este ultimo nivel de generalizacion, cuando es capaz
de obtener por si mismo el nuevo modelo que le permite estudiar la nueva situacion.
Evidentemente este cambio de modelo tiene sus graduaciones propias, la nueva situacion
puede estar mas o menos cerca de las situaciones y modelos conocidos por el estudiante, y
este distanciamiento entre lo conocido y lo nuevo se logra vencer de forma efectiva si se
desarrolla gradualmente la capacidad de generalizacion.

En el presente trabajo se demuestra que los estudiantes presentan dificultades en la evaluacion
de funciones, y se relaciona esta dificultad con pobres niveles del pensamiento teorico de los
estudiantes, esta relacion no se hace de manera empirica, la misma es resultado de
investigaciones precedentes de los autores y de consideraciones teoricas derivadas de la
bibliografia existente, en particular se pueden citar los trabajos de D. Tall.

Este autor, por su parte hace otro tipo de clasificacion compatible con la de Blanco R., ya que
tiene un sentido diferente, la clasificacion de Tall (2002) plantea:

> La generalizacion extensiva.
> La generalizacion reconstructiva.
> La generalizacion disyuntiva.

En el primer tipo los diferentes casos se incorporan en el esquema establecido sin necesidad
de transformar el esquema original. Este tipo de generalizacion es el que posibilita la
apropiacion de un concepto.

En el segundo, el sujeto tiene que reconstruir el esquema que posee del concepto, para poder
identificar nuevos objetos que pertenecen al mismo. En el caso del concepto de funcion el
sujeto tiene que reconstruir el esquema que tiene, para incluir el caso de la funcion definida
por dos formulas.

En el ultimo caso, el sujeto reconstruye el esquema, pero no logra incorporar esta
reconstruccion al esquema original y conserva al esquema original y su reconstruccion, como
dos esquemas con relativa independencia entre ellos. El sujeto ve como diferentes la funcion
definida por una formula y la definida por mas de una.

Por otra parte no se plantea que el desarrollo de la generalizacion tedrica sea la solucion

radical para que los estudiantes evaluen correctamente las funciones, los problemas que se
presentan en el proceso ensefianza aprendizaje, no se derivan de causas Unicas. Pero los
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estudios realizados hasta la fecha nos permiten asegurar que la generalizacion tedrica tiene un
peso considerable en la habilidad de los estudiantes para evaluar funciones.

Conclusiones

El presente trabajo sefiala una direccion en la que se debe trabajar para lograr que los
estudiantes mejoren sus posibilidades de wusar el lenguaje matematico, lo cual es
indudablemente un componente importante en el aprendizaje de esta ciencia.

Un manejo adecuado del concepto de funcidn propicia tanto que el estudiante comprenda las
ideas matematicas, sino también que pueda expresar sus propias conclusiones y lo que es mas
importante aun materializar su pensamiento, para poder profundizar en el estudio del
fenomeno.

Por ultimo debemos agregar que el desarrollo de la generalizacion teorica es un elemento
fundamental, no solo para el aprendizaje de la Matematica, también es bdsico para el
desarrollo intelectual del estudiante, resulta imprescindible para su formacién como
profesional en la era del conocimiento.
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