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Resumen

En el presente documento se reportan los avances de un trabajo de tesis cuyo propoésito es estudiar la teoria de
Sucesiones Numéricas Infinitas analizando su construccion social, dando un tratamiento intuitivo del tema por
medio de la visualizacion. Empezamos describiendo la problematica en la que hemos identificado que el
paradigma de ensefianza que se sigue al estudiar las Sucesiones estd centrado primordialmente en enfoques
axiomatico deductivos, posteriormente presentamos lo que se sefiala en la investigacion acerca del tema que nos
interesa y derivada de las consideraciones anteriores establecemos nuestra hipotesis de investigacion, por tltimo
concluimos presentando algunos elementos para un analisis. Este trabajo es llevado a cabo siguiendo la
Aproximacion Socioepistemologica de la Investigacion en Matematica Educativa.

Introduccion a la problematica

Un aspecto que caracteriza al quehacer didactico de nuestros dias en el campo de la ensefanza
de la matematica es el hecho de estar profundamente influido por una vision platonica del
conocimiento: cuando un profesor “comunica verdades preexistentes” a sus alumnos mediante
un discurso lo hace bajo el supuesto de que el saber matematico existe previo a la experiencia
(Chimal, 2005); por otro lado, el paradigma de la ensefianza que se sigue en el sistema
educativo estd centrado fundamentalmente en enfoques axiomatico deductivos y en la mera
resolucion de problemas (Cantoral y Montiel, 2003). Este paradigma de ensenianza es el que
hemos identificado al abordar la ensefianza actual del tema de limites de sucesiones
numéricas infinitas, esto es, se da a las sucesiones un tratamiento escolar basado
fundamentalmente en el enfoque axiomatico al presentar definiciones de sucesion y limite;
ademas de brindar ejemplos de convergencia y divergencia asi como algunas técnicas para el
calculo formal de limites; y finalmente se ocupa de la presentacion y demostracion de
teoremas bajo esquemas formales. En este paradigma, basado en un enfoque tradicional, se
estudia primero a la teoria de sucesiones numéricas infinitas y posteriormente a la teoria de
series numéricas infinitas y de funciones, se sigue un patron lineal en el que se les pide a los
alumnos aprender la teoria de las sucesiones sin anteriormente haber tenido un trato digamos
intuitivo que les permita dotar de significado y sentido a las definiciones, teoremas y
demostraciones rigurosas. Con respecto a la teoria de convergencia de series, en (Farfan,
1997) se senala que en la historia de las ideas se pueden identificar dos grandes momentos
claramente diferenciados para su tratamiento:
1. Surgimiento del calculo de limites de algunas series particulares,
2. Surgimiento de una teoria general para la convergencia de series.

El calculo de la suma en cuestion, es uno de los rasgos importantes del trabajo con series, que
se da del siglo XIV al XVIII excepto, quiza, para la Serie de Taylor, que se constituye como
un instrumento de prediccion, con una légica propia e independiente de otros temas de la
convergencia. Es asi que el trabajo con series, cabe decir, que no el estudio de su
convergencia, se considera a partir de la Edad Media, época en la que se dio el primer
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esfuerzo por establecer las bases cientificas del estudio de los fenomenos de variabilidad y
cambio. De esta manera, para autores como Euler (Farfan, 1997), Bernoulli (Struik, 1986) y
Oresme (Martinez, 2000), entre otros, encontrar la suma de algunas series infinitas fue un
trabajo importante. Ejemplos caracteristicos del calculo de sumas durante el siglo XVIII, son
los resueltos por L. Euler mediante el establecimiento de analogias muy ingeniosas, utilizando
un estilo muy peculiar de descubrimiento matematico al que Abel nombrara como induccion
euleriana.

En esta etapa del desarrollo conceptual, al que llamamos “cdlculo de sumas de series
numéricas infinitas” segun se dijo anteriormente, consideramos que estd presente un
obstaculo epistemologico que impide el transito a la siguiente fase: el obstaculo consiste en
adjudicar la naturaleza de los términos de la serie a su suma. Sus raices se localizan en la
concepcion de funcidon como expresion analitica arbitraria, propia del siglo XVIII (Farfén,
1997).

El trabajo de J. Fourier (1882) sobre la conduccion del calor fue el medio en el que se
reconocid como necesario el estudio de la convergencia como concepto auténomo segin se
senala en (Farfan, 1997). En sintesis, nos parece que encontrar el estado estacionario conduce,
necesariamente, a la verificacion de la convergencia y, por ende, a un estudio de ella. Visto
asi, el problema fisico y el concepto matematico son indistinguibles en ese contexto (Farfan,
1997). Es decir, gracias al surgimiento de la teoria del calor es que se pudo pasar del
momento inicial al momento final de los descritos como 1 y 2 anteriormente. Fue entonces
que A. L. Cauchy se dio a la tarea de trabajar en la elaboracion de criterios de convergencia
de series.

Pudiera pensarse que el proceder heuristico descrito era una caracteristica propia del momento
en el que se buscaban respuestas a problemas concretos. Sin embargo, nos parece que ese no
es el caso; en el propio ambito de la constitucion de la teoria del calculo, se recurre a este
estilo de procedimientos (Farfan, 1997). Ademas de esto, consideramos importante destacar el
hecho de que en el siglo XVII los cientificos fueron capaces de trabajar en una atmdsfera que,
lejos de ser conveniente para la creacion, resultaba verdaderamente complicada. En algin
tiempo desde 300 a. C. la geometria Griega Clasica no solamente habia impuesto restricciones
sobre el dominio de las matematicas, sino que habia impreso un nivel de rigor, para las
matematicas aceptables, que a juicio de Kline (1972) obstaculizaban la creatividad. Las
personas de ese siglo rompieron ambos enlaces. El progreso en matematicas casi demandé
una completa indiferencia de escrupulos logicos y, afortunadamente, los matematicos se
atrevieron a dar lugar a las intuiciones e ideas fisicas. Por su parte los hombres del siglo
dieciocho extendieron el célculo y encontraron nuevas ramas del Andlisis, aunque
encontraron en el proceso todas las molestias del proceso creativo: errores, lagunas y
confusiones. Los matematicos produjeron un tratamiento puramente formal del Célculo y las
resultantes ramas del Analisis, sus habilidades técnicas fueron guiadas, sin embargo, no por
un marcado pensamiento matematico sino por ideas intuitivas y fisicas (Ob. Cit.).

Como podemos observar de la lectura de los parrafos anteriores se advierte que el proceder
heuristico (analogias, induccion y reconocimiento de patrones) asi como el uso de la intuicion
y el apoyo en ideas fisicas, estuvo presente de una manera muy caracteristica entre los
cientificos de los siglos XVII y XVIII. Asi encontramos que la primera lista de criterios de
convergencia para series, en términos modernos, dada por Cauchy, proviene de la
comparacion con series cuya suma es conocida. De este modo, la consideracion del estado
estacionario marcard una ruptura epistemica: pues se traslada el problema del calculo de
sumas de series infinitas al estudio de su convergencia (Farfan, 1997). Es asi que segin
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Farfan (Ob. cit.) cuando los momentos 1 y 2 antes descritos, se unen, es decir, se une lo
particular con lo general, es que surge la teoria de sucesiones, a manera de formalizacion. Sin
embargo, hoy en dia ambos fenémenos son equivalentes en el tratamiento que los textos
escolares hacen del tema; no obstante, en el terreno conceptual esto no es asi.

Ahora bien, ;qué sefialan las investigaciones en el campo del Andlisis Matematico —
entendido éste como la teoria del calculo? En lo que sigue presentaremos lo que se reporta en
la investigacion acerca de la intuicion, la visualizacion, la convergencia y la convergencia de
sucesiones.

Antecedentes

Cuando un estudiante tiene éxito trabajando genuinamente en un sistema formal, simbolico y
axiomatico, algunas veces es considerado evidencia de fuerte habilidad matematica (Harel y
Sowder, 1998; en Alcock y Simpson, 2005). Sin embargo, los educadores matematicos a
menudo se preocupan por aquellos estudiantes que pueden realizar operaciones con simbolos,
pero que aparentemente son incapaces de relacionar los simbolos con “las cosas que ellos
representan” (Sfard and Linchevsky, 1994; en Alcock y Simpson, 2005). Es aqui donde
enfatizamos, tiene que aprovecharse la intuicion para ayudar al aprendizaje.

Asi, en nuestra investigacion la intuicion serd entendida como la captacion primera de
conceptos que nos permite comprender lo que nos rodea (Crespo Crespo & Farfan, 2005), sin
embargo, un modelo intuitivo no serd necesariamente una reflexion directa de cierta realidad
(muchas veces estard basado en una interpretacion abstracta de esa realidad) y uno de sus
objetivos es crear aparicion de certeza (Fischbein, 1987). La intuicion producto de las
imagenes conceptuales del individuo, se aproxima mas a las ideas que maneja la 16gica cuanta
mas informacion tiene éste (individuo) es asi que el desarrollo de esta intuicion logica se ha
comprendido como uno de los mayores objetivos de la educacion matematica avanzada
(Crespo Crespo, 2005). Uno de los factores que influye para que la intuicion sea acertada, es
la experiencia (Polya, 1966; Burton, 1999), misma que se adquiere mediante la imitacion y el
uso (Polya, 1966). Destacamos que estamos conscientes del alcance de la intuicion, ya que
muchas veces nuestros modelos intuitivos, nos llevan a interpretaciones incorrectas e
incompletas (Fischbein, 1987).

Con respecto a la convergencia y convergencia de sucesiones comenzaremos con el trabajo de
(Robert, 1982) ya que es una de las primeras investigaciones que se realizaron acerca del
tema. Este trabajo es acerca de la adquisicion de la nocion de convergencia de sucesiones
numéricas y describe la aplicacion de una secuencia que incluye la resolucion de un
cuestionario en grupos, donde posteriormente interviene el profesor para introducir la
definicion de la convergencia al pasar de la expresion dinamica ya retenida, a la formulacién
numérica y después a la formalizacion en la que se insiste sobre el juego de las traducciones y
de ahi a la formulacion geométrica para la cual, incluso se regreso sobre el punto de las
traducciones anteriores, remarcando el comportamiento cuando n—>oo, es decir, la
representacion de las u,’s sobre un unico eje. Por otra parte, en el trabajo de (Sierpinska,
1987) se reporta que cuatro nociones parecen ser la principal fuente de obstaculos
epistemoldgicos relacionados a limites: conocimiento cientifico, infinito, funciéon y numero
real. Sierpinska esperd que el contexto de series infinitas ayudara a superar al menos algunos
obstaculos relacionados con conocimiento cientifico, infinito y nimeros reales.
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Existen diversos estudios en la Matematica Educativa en los que la visualizacion ha sido el
centro de la investigacion, por ejemplo: (Cantoral y Montiel, 2001; Zimmerman y
Cunningham, 1991), en particular nuestra investigacion considera la definicion presentada en
(Cantoral y Montiel, 2001) en donde se considera a la visualizacion como la habilidad para
representar, transformar, generar, comunicar, documentar y reflejar informaciéon visual. En
este sentido se trata de un proceso mental muy usado en distintas areas del conocimiento
matematico y, mas generalmente, cientifico.

Una de las investigaciones en las que se ha vinculado la visualizacion y la convergencia de
sucesiones es el trabajo de (Alcock y Simpson, 2005) en el que se abordaron problemas
acerca de la convergencia de sucesiones y series hechos por estudiantes que no tienen
tendencia a visualizar (tomando como ‘razonamiento visual’ la tendencia a introducir
imagenes visuales al resolver problemas), ademas se confrontan los resultados con el trabajo
de estudiantes que visualizan, descrito en (Alcock y Simpson, 2004), en el que se observa que
estudiantes visualizadores tienen un fuerte sentido de los “objetos” y son a menudo rapidos y
seguros al hacer un juicio acerca de la veracidad de un enunciado. Sin embargo, reportan que
el éxito del trabajo visual en este nivel parece depender de que los estudiantes estén dedicados
y sean capaces de establecer y usar relaciones entre su representacion visual y la formal, si
esto sucede los estudiantes estdn en una posicion fuerte para usar su representacion visual y
asi guiar su razonamiento formal. También observaron un rango de éxito y falla entre
estudiantes que visualizan y aquellos que no visualizan. De ahi que sugieren que desde un
punto de vista pedagdgico no hay “presentacion perfecta” que sea accesible y exitosa para
todos los estudiantes.

El ultimo trabajo al que queremos referirnos es el libro “Aproximaciones sucesivas y
sucesiones” de Cantoral y Reséndiz (1997) donde encontramos que resulta importante
analizar algunas de las representaciones graficas que las sucesiones pueden tener, puesto que
la visualizacion es un aspecto que suele ser poco aprovechado cuando se estudian sucesiones
numeéricas infinitas.

A manera de conclusion, los trabajos que analizamos muestran que existen diversos estudios
en los que se esta reportando la importancia de la intuicion y la visualizacion al estudiar la
Convergencia de Sucesiones Numeéricas Infinitas, sin embargo, tenemos la sospecha de que en
las aulas no pasa lo mismo, ya que en uno de los trabajos que encontramos acerca de la
investigacion en el aula se reporta que en el salon de clases los discursos son autoritarios y los
formatos comunicativos son rigidos y poco reflexivos por parte del docente, en los que no se
busca conocer como llega la informacion a los alumnos, asi como la creencia de que los
conocimientos que se pretende ensefiar en la educacion superior ya estan acabados (Cantoral
y Reséndiz, 2003). Es asi que reconocemos en el Andlisis Matematico una problemadtica en
donde se da un mayor énfasis a los aspectos formales de la teoria considerando poco, o nada,
a los procedimientos intuitivos y visuales

De esta manera identificamos en “La convergencia de Sucesiones Numéricas Infinitas” un
escenario natural para poder explorar como la intuicion y visualizacion de su teoria, influye
en un alumno, pretendiendo con ello establecer un proceso de comunicacion de las ideas en
situacion escolar con el fin de que los alumnos puedan construir la nocion de Convergencia de
Sucesiones, es decir, nuestra investigacion propone estudiar la teoria de sucesiones
atendiendo su construccion social, dando un tratamiento intuitivo del tema, por medio de la
visualizacion antes que de lo riguroso y formal. Ello en virtud de que en su origen, las
demostraciones de algunos de los teoremas relativos a sucesiones se dejaban a la
interpretacion de los lectores, en el entendido que podrian ser visualizadas o intuidas por
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ellos: “Como en todos los casos en los cuales se trata de la convergencia de una sucesion,
Cauchy gusta de obviar todos los detalles al considerarlos evidentes” (Cauchy, 1821/1994, p.
165). Es asi que consideramos que las Sucesiones fueron un tema muy intuitivo, muestra de
ello es la frase anterior, sin embargo hoy en dia la teoria de sucesiones tiene un trato riguroso
y formal. Por lo que, derivada de las consideraciones anteriores, establecemos nuestra
hipdtesis principal de investigacion: “La construccion de la nocion de convergencia de
sucesiones por parte de los estudiantes, precisa de un trato intuitivo mediante la visualizacion
de una particular representacion grafica de las sucesiones en un sélo eje”

Por ultimo, estableceremos mediante una tabla (en similitud a la tabla propuesta en Farfan,
1997, p. 127-128) algunos elementos necesarios para realizar un esquema de la génesis y
desarrollo histérico de la nocion de demostraciones de la convergencia de sucesiones, desde
un punto de vista epistemologico.

Fenomenologia intrinseca del concepto de convergencia de sucesiones en su génesis

Etapas

Referente Concreto

Constructor

Construccion de algunas
sucesiones

Estudio de Aproximacion

Calculo de nimeros particulares
irracionales

Uso de sucesiones en la teoria
de convergencia de series

Determinacion del estado
estacionario

Criterios de convergencia de Series
Analogias del caso finito al infinito
“Lema de comparacion”

Ruptura Epistémica
Teoria de la convergencia
de sucesiones

Estudio de la convergencia de
sucesiones

Nocion de limite de una
sucesion.

Unicidad de los limites

Definicion. S es el limite de (Sn) si
para todo £ >0 existeun N € N tal
que si n = N, entonces ‘Sn —S‘ <&

una sucesion

Teorema. Sea (S, )N
cuyo limite existe. Afirmamos que el
limite es UNICO.

liminf y limsup Definicion. Sea (Sn) una sucesion
acotada en R . Definimos

limsup S, = limsup{S, :n> N}

N—owo

liminf S, =lim inf{S, :n> N}

Definicion. Una sucesion S es una
sucesion de Cauchy si V € >0,
existe un entero N tal que m,n > N

Sucesiones de Cauchy

implica ‘sm -5, <é&.
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