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Resumen

La ensefnanza y comprension del infinito presentan, un reto a los docentes. Las dificultades
radican no solamente en el conflicto originado en la adquisicion de este concepto por parte
de los alumnos sino también, en las estrategias de los docentes por lograr la transposicion
adecuada del conocimiento. Este trabajo presenta brevemente algunos problemas clasicos y
no clasicos relacionados con el infinito cuya resolucion fue posible a partir de los trabajos
de Cantor. Estos problemas generan reflexiones acerca de las argumentaciones empleadas y
las dificultades que presentan en el aula.

Los griegos y el infinito

En Oriente, en la India particularmente, el tratamiento del infinito en la antigliedad es
totalmente distinto del que se llevd a cabo en Occidente (Crespo Crespo, 2002). Nos
centraremos en este trabajo en la vision occidental del infinito y su evolucion. El infinito es
claramente una construccién matematica que evidencia su cardcter sociocultural, ya que su
tratamiento refleja la manera de pensar de la sociedad cientifica de la cultura en la que nos
detengamos.

Sin lugar a dudas, la influencia aristotélica en Occidente dejé su sello en el pensamiento a
través de los siglos y ha llegado a nosotros tal influencia en multiples aspectos del
pensamiento racional.

Con anterioridad a Aristoteles, en época de Pitagoras surge en Grecia la concepcion de
infinito como algo a lo que no se puede asignar ningin tamafio. También en esta época, el
infinito sufre una de las primeras crisis. Las paradojas de Zendn fueron enunciadas hace
veinticinco siglos por Zenén de Elea, que se ocup6 de tres problematicas: lo infinitesimal,
lo infinito y la continuidad, las tres fueron tratadas a partir de las ideas de movimiento y las
contradicciones a que su andlisis conducia. Aparentemente, una de sus intenciones era
probar la inconsistencia de las ideas pitagdricas respecto del numero. En su época,
coexistian dos concepciones opuestas acerca de las caracteristicas del espacio y del tiempo:
una, afirmaba que estas magnitudes son indefinidamente divisibles, en cuyo caso el
movimiento resultaria continuo, y la otra, que ambas estdin formadas por pequefios
intervalos indivisibles, por lo que el movimiento consistiria en una sucesion de pequefios
saltos discretos. Las argumentaciones de Zendn se dirigieron contra ambas teorias y parten
de la hipotesis fundamental de que tanto el tiempo como el espacio pueden ser cada uno e
independientemente el uno del otro, finitamente divisibles o infinitamente divisibles. Los
planteamientos de Zendn tuvieron grandes consecuencias en el desarrollo del pensamiento
matematico.
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Para Aristoteles, el infinito existe en la naturaleza: en el tiempo que no tiene principio ni fin
y en las magnitudes que pueden dividirse y seguirse dividiendo. El concepto aristotélico de
infinito es la que domind en la historia hasta la época cantoriana, y que tuvo una gran
influencia en el desarrollo de este concepto. La concepcion potencial del infinito es la que
responde a la interpretacion natural intuitiva del infinito; el infinito actual no tiene para
Aristoteles un significado unido a la accion, sino que es estatico y debe ser comprendido en
su totalidad.

A partir de Aristoteles, los matematicos griegos concibieron el infinito so6lo en su esencia
potencial. Se lo interpreta como aquello que siendo de hecho finito, crece y puede crecer
sin limite alguno. El pensamiento de Aristoteles se reflejo en la obra de Euclides: todas las
figuras geométricas consideradas en los Elementos son finitas y limitadas, en particular, la
recta concebida por Euclides es subdivisible de manera potencialmente infinita y no
atomica, siempre es posible “alargar” la recta hacia ambos lados y, dos puntos de la recta
determinan un segmento que siempre es posible dividir en otros dos segmentos. Ambos
procesos se pueden repetir hasta el infinito (Euclides, 1991). Por otra parte, para Euclides,
existen mas numeros primos que cualquier coleccién de numeros primos dada. Esta
concepcion evidencia claramente, una vez mas, la presencia potencial del infinito en la
matematica griega.

Algunas paradojas y problematicas que involucran al infinito

Las paradojas vinculadas con el concepto de infinito que han surgido a través de la historia
son numerosas. La esencia de estas paradojas es que se intenta dar al infinito un tratamiento
similar al que se da a conjuntos finitos. Esto puso a los matematicos ante algunas
conclusiones que eran inexplicables en su época y que fueron considerados como paradojas
durante siglos.

Algunas de estas paradojas son las siguientes:

- Existen cantidades infinitas que son el doble de otras cantidades infinitas:
Consideremos un circulo y sus infinitos diametros, cada uno divide al circulo en
dos semicirculos, o sea que existe el doble de semicirculos que de didmetros, por lo
tanto llega a obtener un infinito mayor que otro.

Este razonamiento realizado por Proclo de Alejandria (Siglo V) es para él contradictorio, ya

que no acepta que una cantidad infinita sea el doble de otra cantidad infinita.

- Es posible poner en correspondencia conjuntos numéricos tales que uno esté incluido en

otro:
Si consideramos los numeros naturales y sus cuadrados, a cada numero natural se
le puede hacer corresponder su cuadrado, lo que implica que existen la misma
cantidad de naturales que de cuadrados, pero es evidente que no todos los niimeros
naturales son cuadrados, por lo que hay mds naturales que cuadrados.

Esto fue observado por Galileo Galilei (siglo XVI). Andlogamente:
Si consideramos los numeros naturales y sus duplos, a cada mimero natural se le
puede hacer corresponder su duplo, lo que implica que existen la misma cantidad
de naturales que de pares, pero es evidente que no todos los numeros naturales son
pares, por lo que hay mas naturales que pares.
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- Es posible poner en correspondencia los puntos de dos segmentos de distinta longitud:
Dados dos segmentos AB y CD de distinta longitud, que podemos suponer
paralelos, conéctese D con A y B con C para obtener el punto O. A cada punto M
sobre el AB, puede hacerse corresponder un punto N sobre el CD.

M
A B

C D
N

- Es posible poner en correspondencia los puntos de dos circunferencias de distinto radio:
Consideremos dos circunferencias concéntricas. A través de sus radios es posible
ver que para cada punto de la circunferencia interior existe uno en la exterior y
para cada punto de la exterior uno de la interior, o sea que tenemos la misma
cantidad de puntos en ambas. Sin embargo las longitudes de ambas circunferencias
son distintas.

De manera analoga, es posible razonar para en el espacio tridimensional parados esferas de
distinto radio.

- Es posible poner en correspondencia todos los puntos de una semicircunferencia con los
de una recta.
Se traza una recta y la semicircunferencia como se indica en la figura. Dado un
punto P de la recta, se traza el segmento OP desde el centro de la circunferencia O.
Este procedimiento genera una correspondencia entre ambos conjuntos, a pesar de
que la longitud de uno es finita y la del otro, infinita.
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Estas paradojas eran conocidas durante la Edad Media. El concepto de infinito es abordado
con una nueva oOptica: se lo relaciona con la religion, con la creacién, con Dios. Se lo
intenta explicar desde la teologia. El halo de misterio que rodea al infinito en esta época se
relaciona directamente con la divinidad. Se discutié ademads acerca del infinito actual y el
potencial.

Santo Tomas (siglo XIII) negd la existencia de conjuntos infinitos argumentando que si se
pudiesen concebir simultaneamente todos los elementos de un supuesto conjunto infinito,
podrian ser contados uno a uno, con lo que inevitablemente serian un nimero finito y se
produciria una contradiccion. Santo Tomas negaba la existencia del infinito en acto fuera de
Dios, aduciendo para probar su tesis un argumento basado en la omnipotencia de Dios:
Dios puede hacer lo que quiera, pero el hacer provoca la existencia de lo que es hecho, por
lo cual no puede darse en todo y para todo sin limites aquello que produzca
contradicciones.

El obispo inglés Robert Grosseteste, en el mismo siglo, afirmd que el Unico que puede
manejar el infinito es Dios, pues para El los infinitos son finitos.

Para San Agustin, el infinito actual es un atributo que existe, pero que le es propio a Dios.
“Es absolutamente cierto que hay una infinidad” .

Por otra parte, siglos después, Carl Gauss explica también el infinito en término de limites.
Dijo en 1831: "Protesto contra la utilizacion de una cantidad infinita como si fuera una
entidad real; en las matematicas esto esta prohibido. El infinito no es mads que un modo de
hablar, en el que se mencionan en el sentido propio, aquellos limites a los que ciertas
razones se pueden aproximar tanto como se desee, mientras que a otras se les permite
crecer sin limite.” Los que se ocuparon en esta época del infinito actual, tuvieron que
oponerse a la autoridad de Gauss.

Sin embargo, los problemas relacionados con el infinito empezaron a presentarse con
mayor frecuencia a medida que el calculo comenzo a desarrollarse, por ejemplo a través de
las series infinitas.

Bolzano y sus paradojas del infinito

En Las Paradojas del infinito, obra péstuma de Bertrand Bolzano publicada en 1851,

encontramos una clara comprension del concepto de coordinabilidad:
... "Afirmo que entre dos conjuntos que sean ambos infinitos se puede establecer una
correspondencia tal que por una parte sea posible unir un objeto de un conjunto
con otro del segundo para formar un par de manera que ningiin objeto de ambos
conjuntos deje de formar parte de algun par y tampoco forme parte de dos o mds
pares; y por otra parte es también posible que uno de estos conjuntos esté
contenido en el otro como un subconjunto propio, de forma que las multiplicidades
de estos representan, cuando consideramos todos los objetos de los mismos como
iguales, es decir como unidades, tengan las mas diversas relaciones unas con
otras”...

A Bolzano se debe la primera introduccion del infinito desde un punto de vista conjuntista
en la matematica, consiguiendo con esta herramienta un medio conceptual adecuado para el
tratamiento de este concepto. Definio los conceptos de nimero y de magnitud a partir de la
idea de coleccidon. En relacion al infinito, defendio la existencia del infinito actual. Su
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concepcidn de infinito no tiene precedentes y puede considerarse revolucionaria, ya que
modific6 ideas milenarias. El infinito es una propiedad susceptible de ser atribuida a
objetos que pueden ser contados o medidos.
Algunas ideas surgen claramente del abordaje que realiza Bolzano del infinito.
» Una multiplicidad es infinita si todo conjunto finito es solo una parte de ella.
» Si un matemdtico encuentra una cantidad mayor que cualquier niimero finito de
unidades que ha elegido, la llamard infinitamente grande.
» Si es tan pequenia que cualquier multiplicacion finita es menor que la unidad
tomada, la llamara infinitamente pequeria.
» Aparte de estos dos tipos de infinitud y de las cantidades infinitamente grandes
e infinitamente pequeriias de orden superior que se basan en esta idea, no existe
para las matemdticas ningun otro tipo de infinitud.
Bolzano, al referirse al infinito actual, lo denomina “mal infinito” y al infinito potencial lo
llama “infinito como cantidad variable”

Cantor y la formalizacion del infinito

Es imposible hablar del concepto de infinito sin mencionar al matematico aleman de origen
ruso George Cantor. Definid los numeros transfinitos y caracterizé las nociones de potencia
numerable y del continuo, sentando las bases de la teoria de conjuntos. Cantor definid
formalmente conjunto infinito como aquel en el que se puede establecer una
correspondencia uno a uno entre el mismo conjunto y una parte propia de él, idea ya
perfilada por Bolzano. Probd que un espacio de dimension n tiene exactamente el mismo
numero de puntos que un espacio de dimension 1. A Cantor se debe el enfoque actual del
infinito, a partir de las definiciones de coordinabilidad de conjuntos.

Las ideas de Cantor no fueron aceptadas por la mayoria de los miembros de la comunidad
matematica de su época, mas ain: la mayoria de los miembros de esta comunidad, lo
rechazaron. Fue a partir de esta época cuando surgi6 una famosa confrontacion entre Cantor
y Kronecker. Cantor fue calificado por Krénecker como “charlatdn, renegado y corruptor
de la juventud”. Los intuicionistas, no aceptaron en absoluto sus ideas. Henry Poincaré, en
1909, no dudo6 en afirmar que "no existe ningun infinito actual” y que con el infinito se
designa sdlo la posibilidad de crear permanentemente nuevos objetos, tan numerosos 0 mas
de lo que son los objetos ya creados. Poincaré afirmé que la teoria de numeros transfinitos
era una “enfermedad’ de la que algun dia las matematicas llegarian a curarse.

Pero no todos los matematicos atacaron a Cantor. Dedekind, convencido defensor del
empleo del lenguaje conjuntista en matematica pura, elabord las definiciones conjuntistas
habituales de los nimeros naturales, los enteros, los racionales y los reales. El gran avance
del enfoque conjuntista estuvo acompafiado por nuevas concepciones de los fundamentos
de la matematica que estimularon la aparicion de sistematizaciones.

Hilbert desempefi6 un papel central como adalid del enfoque conjuntista abstracto, llegando
a comprometer en la empresa toda su autoridad como investigador y lider de la comunidad
matematica. Afirmo: “Queremos investigar cuidadosamente, siempre que exista la menor
perspectiva de éxito, las construcciones conceptuales y formas de inferencia fructiferas, y
cultivarlas, afianzarlas y hacerlas susceptibles de aplicacion. Del paraiso que Cantor nos
cred, nadie podra expulsarnos.”

A partir de las ideas de Cantor, las que hasta entonces eran paradojas del infinito, pasaron a
poder ser explicadas. Dejaron de verse en estos razonamientos contradicciones. Se
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comprendidé que el tratamiento del infinito como objeto matematico no debe ser el mismo
que se le daba a objetos finitos.

El infinito en el aula

Es cierto que el concepto del infinito, no parece regido por el sentido comun. Contradice
ideas "evidentes" e "intuitivas", como el axioma griego: "El todo es mayor que las partes”,
tal como ocurre en las paradojas que hemos enunciado anteriormente. Esto es lo que hizo
que durante siglos se tratara de una idea inabordable desde la ciencia. En el aula
encontramos situaciones similares.

La ensefianza de este concepto presenta, sin lugar a dudas un reto a los docentes, ya que
involucra obstaculos epistemoldgicos y didacticos que reportan diversos investigadores
(Waldegg, 1996, Garbin y Azcarate, 2002, Leston y Veiga, 2004).

El estudio de la evolucion histdrica y epistemoldgica de este concepto puede, sin lugar a
dudas, dar luz de cémo nace y se desarrolla, como se plantean y construyen los
procedimientos relacionados y qué limitaciones conceptuales aparecen en el aprendizaje de
la nocién de infinito.

El analisis de las paradojas surgidas y la manera en la que la teoria desarrollada por Cantor
da respuesta a ellas, constituye quiza una manera de presentar y trabajar este concepto en la
escuela, dando la posibilidad a los alumnos de construir este concepto a partir de aquellas
ideas que permitieron que evolucionara a través de la historia hasta llegar a su tratamiento
como lo conocemos en la actualidad.
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