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Resumen

Se estudia € proceso que va desde las acciones reales y efectivas de afadir y quitar hasta la
construccion de las operaciones aritméticas de suma y resta por parte de los escolaresde 3, 4y 5
anos. El esquema |6gico-matematico subyacente es el de transformaciones. Para que se den estas
operaciones deben presentarse simultaneamente dicho esgquema y la cuantificacion, siendo esa
simultaneidad la que lleva a las relaciones numéricas. Teniendo en cuenta que el origen de las
operaciones de suma y resta en el escolar esta supeditado a las acciones de afiadir y quitar que se
desarrollan en un proceso de construccion mental de los esquemas |0gicos-matematicos de
transformaciones de cantidades discretas, se propone un plan de actuacion en € aula de educacion
infantil mediante un tratamiento sistematico de dichas operaciones.
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Abstract

This study examines the process that spans from real and effective addition and deduction actions
to constructing the arithmetic operations of adding and taking away in schoolchildren aged 3, 4
and 5. The underlying logical-mathematical model is that of transformations. For these operations
to take place this model must be introduced at the same time as quantification, since it is this
simultaneity that leads to numerical relationships. Bearing in mind that the inception of addition
and subtraction operations in schoolchildren is subject to the actions of adding and taking away
that are developed in a process of mental construction of the logical-mathematical models of
transformations of discrete quantities, an early childhood classroom action plan is proposed using
a systematic treatment of these operations.

Keywords. Addition, subtraction, arithmetic operations, early childhood education, mathematical
education.

INTRODUCCION

Existen transformaciones que cambian la cantidad frente a otras que la dejan invariante. Las
primeras son las transformaciones cuantitativas y las segundas son las cudlitativas. Cuando las
cantidades que se estan tratando son cantidades discretas esas transformaciones tienen un reflgjo en
las operaciones aritméticas. (Naito y Miura, 2001).

Los nifios y nifas pequeiios/as (menos de tres afios) son capaces de actuar sobre |os objetos reales
(conchas, piedras, lapices, hojas, etc.) manipulandolos y realizando acciones que mas tarde
concluirdn en lasumay laresta; se trata de laaccion real y efectiva (Dickson, Brown y Gibson. 1991).
El siguiente paso, es conseguir que los nifios y nifias relaten las acciones que realizan, asi van
contando la accion a mismo tiempo que la gecutan, es o que Miaaret (1984) llama "accion
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acompaiada de lenguaje”. Con ello se consigue que: se adquieran términos béasicos equivalentes a
reunir-afiadir, quitar-separar, diferencien unas acciones de otras, tomen conciencia del esquema de
las transformaciones, sepan diferenciar las partes de un todo, etc., y en definitiva se den cuenta de
todos los aspectos, a nivel de accidn, que se ponen en funcionamiento al realizar una operacion
aritmética. A la edad de tres afios los nifios y nifias son capaces de contar 1o que esta sucediendo.
(Vilette, 2002).

En este camino ascendente hacia la abstraccion, nos encontramos que los nifios y nifias de cuatro
anos son capaces de relatar una accion que solo existe en su mente, que no se esta realizando de
forma efectiva, ya no se actla sobre objetos concretos, es "la conducta del relato” (Hughes, 1981,
Miaaret, 1984).

Finalmente, alos cinco anos, |os nifios son capaces de comprender que una traduccion simbdlica del
tipo 3+2 expresa una accion real, ademas, por conteo ascendente, pueden resolver problemas
abstractos sin base concreta como por g emplo: " ¢Cuantos son tres mas dos?' (Hughes, 1981).

En el periodo que abarca la Educacion Infantil se dan los primeros encuentros del nifio/a con la
adicion y la sustraccion puesto que las acciones y transformaciones que dan lugar a estas dos
operaciones son elementales y aparecen simultdneamente con e concepto de nimero.

Mediante la revision de investigaciones en nifios y nifias pequefios/as sobre la suma y la resta
(Ginsburg y Pappas, 2004; Hughes, 1981; McCrink y Wynn, 2004; Naito y Miura, 2001; Robinson,
2001; Starkey y Gelman, 1982; Zur y Gelman, 2004). podemos asegurar que existen tareas
apropiadas en las que estas operaciones parten de las acciones de afadir y quitar, siendo ésta la
forma més adecuada paratratar los inicios de la aritmética en Educacion Infantil.

EL PASO DE ANADIR Y QUITAR A SUMAR Y RESTAR

Es un hecho constatado que los primeros encuentros del nifio/a con lasumay laresta se realizasin
necesidad de una instruccion previa (Canobi, Reeve y Pattison, 2003; Carpenter y Moser, 1979;
Carpenter et a, 1999; Dickson, Brown y Gibson, 1991). Estos contactos se realizan en un entorno
cercano a nifio/a; es por ello por lo que nos planteamos analizar agunas situaciones familiares en
las que aparecen las acciones de quitar o afadir y en base a ellas analizar la interiorizacion de las
operaciones aritmeéticas de sumay resta (Fernandez, 2001).

L as acciones de afadir o quitar objetos, a una coleccion dada, transforman la cantidad. Lo primero
gue queremos observar en los nifios es s realmente ellos se percatan de este hecho en edades
tempranas. En general, los nifios de tres afos, son capaces de observar, e incluso de decir, "hay
mas' 0 "hay menos" ante situaciones en las que se transforman la cantidad.

Una de las situaciones familiares trabajadas consistia en lo siguiente: la madre le prepara para
desayunar a nifio pequefio (de dos a tres afios) una bandeja con 4 galletas y un vaso de leche. Esta
situacion se repite dia tras dia. Después de un tiempo, una mafiana solo aparecieron 3 galletas en
lugar de las cuatro que venia siendo habitual; fué entonces cuando € nifio pequefio advirtiéo que
faltaba una (Fernandez, 2007).

Aprovechamos esta situacion para presentarle bandejas con tres galletas, é o ella decia que habia
tres (respuesta que daba por subitizacion). Cuando ya se tenia la certeza de que conocia € estado
inicial y que lo podia retener en su memoria (ésto ocurria dia tras dia preguntandole, varias veces y
en distintos momentos, que cuantas galletas habia en la bandegja), se realizaba la transformacion que
consistiaen afadir una, y asi llegamos a estado final que son cuatro galletas en labandeja, €l nifio/a
ante esta nueva situacion decia que habia una mas.

Se repiten los gjercicios durante varios dias. La madre ponia dos bandejas con tres galletas cada
una. El o ellalas veiay decia que habialo mismo. Entonces a una de |las bandejas se |e afadia una
mas, y se le preguntaba qué era lo que habia pasado, y decia que habia puesto una. El hecho de
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poner dos bandejas con el mismo nimero era para que tuviese simultaneamente presente el estado
inicial y final de latransformacion, y con ello se perseguia que el nifio/a se centrase en la accion, en
este caso de afiadir una galleta.

No obstante, en su quehacer diario los nifios y nifias dan muestra inequivoca de que las acciones de
quitar o afadir cambian la cantidad. Asi, por ggemplo, si un nifio/a esté jugando con cochecitosy en
su monologo dice: "voy a por mas' Yy acto seguido trae dos coches mas que une a su coleccion,
prueba que este nifio o nifia es consciente de que la coleccidn de objetos aumenta cuando se afiaden
nuevos el ementos frente a la conducta de separar objetos para obtener més. Asimismo, si alguien le
quita algun coche y € nifio/a hace comentarios como éste: "damelo porque ahora tengo pocos’,
estaremos ante un caso en € que sabe que s se quitan objetos de la coleccion la cantidad queda
modificada para tener menos que antes.

En general, todos los nifios y nifias investigados, a la edad de tres afos, son capaces de decir "hay
mas' ante una situacion en la que se afladen varios objetos a una coleccion de cinco elementos
como maximo (s ponemos mas de cinco objetos algunos nifiog/as de tres afios dicen que hay
muchos y cuando afiadimos nuevos objetos, sigue habiendo muchos). Andlogamente son capaces de
decir "hay menos" cuando la situacion se plantea quitando varios objetos de una coleccion dada.

Ademas los nifios/as pequeiios/as, son capaces de establecer la relacion inversa entre las dos
acciones. Saben que si quitamos un objeto de una coleccidn, 1o que debemos de hacer para tener €l
mismo numero que a principio es afadir uno. Asi, por gemplo, cuando un nifio o nifia juega con
coches, y la madre le quita uno, dice "dame e gue me has quitado”. Incluso en situaciones en las
que el nifio/a tenia los coches dipuestos en |os cuatro vértices de una mesa cuadradra, se le quitaba
uno y se le preguntaba ¢qué hacemos para tener 10 mismo que antes?, respondia "poner uno més"', y
aln en un grado de abstraccién mayor, s tenia cuatro galletas en una bandeja y la madre se comia
una, a la vista de que quedaban tres galletas en la bandgja, le preguntaba que cuantas galletas se
habia comido y respondia que una; entonces ¢qué tenemos que hacer para tener e mismo ndmero
de galletas que a principio?, y €l nifio/arespondia que poner una.

Esta ultima situacion, ademas de poner de manifiesto la relacion inversa entre las acciones de afadir
y quitar, indica que los nifios y nifias de tres afios pueden cuantificar el cambio cuando la diferencia
es de uno. Asi, si cambiamos tres galletas por dos, dicen: "falta una’; pero si cambiamos cinco por
tres dicen "hay menos’. Por o tanto, los pequefios y pequefia no cuantifican el cambio cuando la
diferenciaentre el estado inicial y €l estado final de la transformacion aritmética es mas de uno.

¢Como serecorred camino hacia la cuantificacion?

Para Dickson y otros (1991), el paso previo hacia la cuantificacion, y por tanto €l inicio de las
operaciones, es el principio de cardinalidad. Cuando € nifio/a toma conciencia de que el proceso de
recuento se puede usar para obtener e nimero de elementos de una coleccion, estara iniciando €l
camino adecuado para cuantificar el niUmero de objetos que se afiade 0 se quita a una coleccion
dada; y ésto, segun los autores citados se da ala edad promedio de cuatro afios y dos meses.

Pero las operaciones de sumar y restar conllevan algo mas que el simple recuento de una coleccién
de objetos. Bgjo las acciones de afiadir y quitar, subyace e esguema de transformaciones de
cantidades discretas (Vergnaud, 1985); cuando se realiza una de estas acciones se tiene que recordar
y pensar simultdneamente en: e estado inicial (lo que se tenia), la transformacion (acciones de
quitar o afadir) y e estado fina (lo que se tiene ahora); y se da la circunstancia de que las tres
secuencias de la transformacion no se dan a mismo tiempo, por eso en lasumay laresta el nifio/a
tiene que hacer algo mas que contar una coleccién de objetos. Asi, por giemplo, se le presenta tres
caramelos, se guardan en una bolsa y le damos dos caramelos més en la mano; el nifio/a, que
efectivamente, tiene adquirido €l principio de cardinalidad dice que hay 3 caramelos en la bolsa, y
gue después tiene 2 caramel os mas en la mano; pero si no utiliza el esquema de transformacion no
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es capaz de llegar ala operacion de sumar, que requiere establecer una relacion numéricaentre los 3
caramelos de labolsay los 2 que tiene en la mano.

¢COmMo se establece lasrelaciones numéricas para cuantificar la accion?

Un indicio de que € nifio/a empieza a establecer relaciones numéricas es cuando usa estrategias de
recuento progresivo para cuantificar la accion. Cuando cuenta a partir de tres, dos unidades més,
para determinar el nimero de caramelos que tiene, esta estableciendo la relacion que existe entre €l
cardinal 3y e cardina 2 atendiendo a la accion de afiadir, y por tanto estd sumando 3 y 2. Otra
conducta menos evolucionada que la anterior, pero que indica el establecimiento de relaciones
numericas, es cuando se recurre a recuento completo de la nueva colecciéon ayudandose de los
dedos o de objetos materiales concretos.

Estamos en un momento de la investigacion en € que se tiene adquirido e principio de
cardinalidad, nuestro esfuerzo ira dirigido a establecimiento de relaciones numeéricas, para €ello
trabajamos: El esquema de transformaciones de cantidades discretas.

Ello supone distinguir entre transformaciones que cambian la cantidad de aquellas que no la
cambian, y que los nifios y nifias sean capaces de describir y reconocer las tres partes de una
transformacion, esto es: Estado Inicial (E.l1.), Transformacion (T) y Estado Fina (E.I.).

Cuando son capaces de relatar, por gjemplo, situaciones como estas. "Tenia 3 caramelos (E.l.), tu
me has dado 2 (T) y por eso tengo 5 caramelos (E.F.)", sera la prueba inequivoca de que estan
establ eciendo relaciones numéricas'y que por tanto estan cuantificando la accién de afadir.

Este tipo de relato lo consiguen los nifios y nifias a una edad promedio de cuatro afios y medio
(Fernandez, 2007). Debemos sefidlar que a la hora de describir la transformacion anterior presentan
fundamental mente tres conductas, a saber:

e Conducta uno. Se describe una Unica secuencia: @) Estado Inicial (E.l.): "Antes tenia
menos'; b) Estado final (E.F.): "Ahora tengo méas"; ¢) Transformacién (T): "Me has dado
dos".

* Conducta dos. Se describen dos secuencias: a) Estado Inicia y Estado Fina (E.I. y E.F.):
"Antes tenia menos y ahora tengo mas'; b) Transformacion y Estado Final (T.y E.F.): "Me
has dado dos y por eso ahora tengo mas'; ¢) Estado Inicia y Transformacion (E.l. y T):
""Teniamenosy me has dado dos’.

* Conducta tres. Se describe todo la transformacion: Estado Inicial, Transformacion y Estado
Final (E.l., T. y E.F.):"Antes tenia menos tU me has dado dos y ahora tengo mas', o bien
"tengo maés que antes porque tu me has dado dos".

En estas conductas se realiza una descripcion cualitativa de las transformaciones, 10s nifios y nifias
saben que la cantidad ha variado, que € estado final supone una modificacion de la cantidad de
caramel os respecto del estado inicial lo que constituye un primer paso para llegar a cuantificar la
accion.

Una vez que son capaces de realizar esas descripciones, el siguiente paso seria conseguir que
pudieran describir todo €l proceso de la transformacion con la exigencia de que deben indicar
cantidades concretas. Cuando se describe toda la transformacion: Estado Inicial, Transformacion y
Estado Final (E.l., T.y E.F.): "Tenia 3 y ahora tengo 5 porgue me has dado 2", estamos en €l caso
de conducta més evolucionada y supone €l éxito operatorio; en ella se llega a interiorizar de tal
forma la accion que se consigue expresar los estados mediante niUmeros, 1o cual indica e paso de
las operaciones en sentido fisico alas operaciones aritméticas (Fernandez, 2007).

Para pasar de las descripciones cualitativas a las cuantitativas debemos trabagjar con los nifios y
nifias estos interrogantes. ¢cuantos tenias a principio?, ¢cuantos tienes ahora?, ¢cuantos te he
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dado?, scuanto més tienes ahora que antes?, con € fin de que se percaten de las tres secuencias de
latransformacién y de que establezcan relaciones numericas.

Referente a la accién de quitar podemos seguir los mismos pasos. Debemos conseguir que
describan toda la secuencia de la transformacion donde, ahora, la accion en lugar de "afadir”" es
"quitar". Trabajamos, por tanto, situaciones como estas. "Nuria tenia 5 caramelos, se come 2 y
ahoratiene 3 caramelos'.

En las descripciones cualitativas se da una situacion andloga a la anterior, en este sentido los
nifiosg/as dicen: "antes tenia més y ahora tengo menos', o bien "me he comido 2", 6 "tengo menos
porque me he comido 2". A la hora de hacer una descripcion cuantitativa, hay nifios/as que
establecen correctamente larelacion entre 3y 5 cuando se trata de afiadir dosy no asi llegar del 5 al
3 quitando 2, y es que parece ser que en un principio el recuento progresivo es mas facil que el
recuento regresivo.

Para ello se propone trabajar desde el principio la accion de quitar como inversa de la de afadir.
Entonces cuando decimos “tienes 3 y afiades 2, ¢cuantas tienes?, inmediatamente proponemos ¢qué
tienes que hacer para tener las mismas que a principio?, con ello pretendemos que con la cuenta
3+2=5 se tenga ademas | as cuentas 5-3=2 y 5-2=3 (Fernandez, 2007).

TRATAMIENTO DIDACTICO DE LA SUMA Y LA RESTA

Hay modelos aditivos en los que no se da €l esquema de transformaciones sino que subyace €l
esguema parte-parte-todo, como por gemplo “Tengo 3 coches rojos 'y 2 verdes, ¢cuantos coches
tengo?’, dandose las acciones de reunir y separar.

Teniendo en cuenta los dos esgquemas 10gico mateméticos, junto a los tipos de acciones afadir-
quitar y reunir-separar, y todo lo tratado anteriormente, proponemos que € tratamiento didéctico de
la suma y la resta en Educacion Infantil se realice atendiendo a 4 tareas tipo. Cada una de €llas
conlleva estos esguemas:

* Acciones de afiadir y quitar, que denominaremos como AQ

* Cuantificacion de las acciones de afadir y quitar mediante el esquema de transformaciones,
gue denominaremos como T

* Accionesdereunir y separar que denominaremos como RS

* Cuantificacion de las acciones de reunir-separar mediante el esgquema parte-parte-todo que
denominaremos como PPT

A su vez, cada uno de estos esquemas estara dividido en tres de este modo:
AQ

* Acciones de afiadir, que denominaremos A

* Acciones de quitar, que denominaremos Q

* Acciones de afiadir y quitar, que denominaremos A-Q

* Cuantificacion de las acciones de afadir, que denominaremos TA
* Cuantificacion de las acciones de quitar, que denominaremos TQ

* Cuantificacion de las acciones de afiadir y quitar, que denominaremos T(A-Q)
RS
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* Acciones dereunir, gue denominaremos R
* Acciones de separar, que denominaremos S

* Accionesdereunir y separar, que denominaremos R-S

e Cuantificacion de las acciones de reunir, que denominaremos PPTR

* Cuantificacion de las acciones de separar, que denominaremos PPTS

* Cuantificacion de las acciones de reunir y separar, que denominaremos PPT(R-S)
Recogemos esto en latabla siguiente:

Tabla 1. Tratamiento didactico de sumay restaen 3, 4y 5 afios

Clases 3 anos 4 afos 5 afnos
AQ3: A3, Q3, (A-Q)3 AQ4: A4, Q4, (A-Q)4 AQ5: A5, Q5, (A-Q)5
T3: TA3, TQ3, T(A-Q)3 T4: TA4, TQ4, T(A-Q)4 T5: TA5, TQ5, T(A-Q)5
Tareas RS3: R3, S3, (R-S)3 R34 R4, 44, (R-S)4 RS5: R5, S5, (R-S)5
PPT3: PPTR3, PPTS3, PPT4: PPTR4, PPT$4, PPT5: PPTR5, PPTS5,
PPT(R-S)3 PPT(R-S)4 PPT(R-S)5

Acabamos de establecer una codificacion de tareas que aclaramos a continuacion: Una tarea
cualquiera XYn, donde XY tomalosvalores AQ, T, RSy PPT y nlosvalores 3, 4y 5, eslatarea
que conlleva el esquema |6gico-matematico XY para proponerla en la clase de 3 afos, de 4 afios 6
de 5 afos. Asi por giemplo AQ3 es la tarea propuesta para el tratamiento didactico de “Acciones de
Afadir y Quitar” en nifios de 3 afos.

Llamaremos Tarea XY n (con XY variando entre los valores AQ, T, RSy PPT, y n tomalos valores
3 afnos, 4 afos 6 5 anos) a un conjunto de actividades que conlleva el esquema |6gico-matemético
XY adecuadas paralaclase de n afios.

Para cada tarea haremos |o siguiente: presentacion que conlleva sistematicamente 3 actividades (por
giemplo, paralatarea AQ3, las tres actividades son: acciones de afiadir A3, acciones de quitar Q3 y
acciones de afiadir y quitar (A-Q)3); andlisis operatorio que consiste en analizar las competencias
|6gico-matematicas implicadas en la realizacion de la actividad; y por dltimo, para los esgquemas
implicados surgidos del andlisis operatorio, se planteara una situacion didactica. Todo esto se
recoge en lafigura 1.

Por gjemplo, para la cuantificacion de |las acciones de afiadir y quitar en 3 afios quedariatal como se
muestraen lafigura 2.

El modelo de lafigura 1 se aplica, paralas acciones de afiadir y quitar y la cuantificacion mediante
el esquema de transformaciones, en laclase de 3, 4 y 5 afios atendiendo a las siguientes pautas:

* Enlaclase de 3 afios se trabaja las acciones de afadir y quitar provocando la accion, por eso
se le dice a nifio “coge mas’, “quita algunas’. Para la cuantificacion de estas acciones se
realiza de manera sistematica afiadiendo uno con & esquema de transformaciones y con el
formato “caja abierta-cgja cerrada” (Hughes, 1981) o lo que es lo mismo “accion rea”
(Miadaret, 1984).

* En laclase de 4 afios se trabgja las acciones de afadir y quitar sin provocar la accion, por
eso se le dice a nifio “¢qué tienes que hacer para tener méas? y para tener menos’ Para la
cuantificacion de estas acciones se redliza de manera sistematica afiadiendo 2, 3 6 4 con €l
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esguema de transformaciones y con €l formato “caa cerrada-caja hipotética’ (Hughes,
1981) o lo que eslo mismo “accion real y conducta del relato” (Mialaret, 1984).

En la clase de 5 afios se trabaja las acciones de afadir y quitar mediante un relato, sin
objetos tangibles. Para la cuantificacion de estas acciones se realiza de manera sistemética
trabajando los dobles, los dobles méas uno con e esguema de transformaciones y con €l

formato “ caja hipotética- codigo formal” (Hughes, 1981) o lo que eslo mismo “conducta del
relato-representacion simbolica’ (Mialaret, 1984).

TAREA XYn

Presentacion de
la actividad

XYn

Actividad Xn Actividad Yn Actividad X-Yn

Analisis Operatorio

Vs

Esquema logico-
matematico Xn

Esquema logico-
matematico Yn

Esquema logico-
matematico X-Yn

Situacion Xn Situacion Yn Situacion XYn

Figura 1. Actuacion en €l Aulade Educacion Infantil en el tratamiento didéctico de sumay resta
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aiadir y quitar mediante el esquema de
las transformaciones, en 3 aios.
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-2) 3-2y4-2

&:tividad T(A-Q)3. De

+2) 1+2, 242y 3+2

] N

manera sistematica
trabajar +1 y +2 como
inversa 6 reciproca de -1y
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respectivamente, 4 y §
elementos como méximo.
+1,-1) “2+1y3-1"y
“3+1y4-1”
+2,-2) “24+2y4-2"y
“3+2 y 5-2”

Analisis Operatorio

@squema logico-

matematico TA3.
Convertir la cantidad

del Estado inicial (E.1.)

en ordinal y proseguir

la cuenta, el ordinal
convertirlo en cardinal
para dar la solucién.

quuema logico-

matematico TQ3.
Convertir la cantidad
del Estado inicial (E.I.)
en ordinal y proseguir
la cuenta, el ordinal
convertirlo en cardinal

para dar la solucion.

quuema logico-

matematico T(A-Q)3.
Convertir la cantidad
del Estado inicial (E.L.)
en ordinal y proseguir
la cuenta, el ordinal
convertirlo en cardinal
para dar la solucion.

Situacion TA3. Llegar \
a la solucion mediante
un recuento

progresivo adaptando
la actividad

/Simaci()n TQ3. El uso \

de la secuencia
numérica

/Simacién T(A-Q)3.
Mediante soluciones
aditivas se resuelven
las restas

Figura2. Tarea parala cuantificacién de las acciones de afadir y quitar en 3 afios
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