Molina, M. y Castro, E. (2004). Applets que promueven la comprension de las situaciones de
igualdad. En Pefias, M.; Moreno, M.; Lupiafiez, J. L. (Eds.), X Jornadas de Investigacién en el
Aula de Matematicas. Tecnologias de la Informacion y la Comunicacién (pp. 219-226). Granada:
Dpto de Didactica de la Matematica de la Universidad de Granada y sociedad THALES.

., . . . 1
Applets que promueven la comprension de las situaciones de igualdad

Marta Molina Gonzalez Encarnacion Castro Martinez
Universidad de Granada Universidad de Granada
martamg@ugqr.es encastro@uar.es

Resumen

En esta comunicacion presentamos tres applets del NCTM, en los que se representan
distintos tipos de balanzas virtuales. Dichos applets permiten trabajar con los alumnos la
compresion de la relacion de igualdad y del significado relacional del signo igual.
Ademas, pueden ser empleados para promover el desarrollo del sentido numérico y la

compresion de la resolucién de ecuaciones algebraicas.
1. Los applets en la Ensefianza de las Matematicas

La integracion de las Tecnologias de la Informacion y las Comunicaciones (TICs) en las
materias del curriculo regular es posible, y se esta realizando, de muy diversas formas.
Una de las tecnologias mas empleadas es el ordenador, no s6lo por la multitud de
posibilidades que ofrece, sino también porque su utilizacion tiene efectos positivos sobre

la actitud del alumno hacia el aprendizaje (Bohigas, Jaén y Novell, 2003).

En relacion con los usos del ordenador en el aula, nos vamos a centrar en el uso de
Internet y, mas concretamente, en el papel de los applets como elementos de las paginas
webs que confieren a Internet gran parte de su valor educativo como contexto en el que
desarrollar un aprendizaje activo y motivador. Los applets son programas escritos en
lenguaje de programacion Java que pueden ser incluidos en paginas html de forma
similar a como se incluyen las imagenes, y que pueden ejecutarse facilmente por medio
de cualquier navegador que tenga instalada la Maquina Virtual de Java. (Sun
Microsystems, 2004). En la actualidad existen multitud de paginas web que contienen

applets, muchas de las cuales estan relacionadas con la ensefianza de las ciencias.
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Los applets permiten, entre otras aplicaciones, la incorporacion en paginas web de
elementos mdviles o mecanismos interactivos (Bohigas, Jaén y Novell, 2003). Su
principal ventaja como instrumento educativo es que son faciles de usar para los alumnos
y el profesor, no siendo necesario emplear demasiado tiempo en su aprendizaje. Ademas,
favorecen una metodologia activa permitiendo al alumno ser el protagonista de su propio
aprendizaje: investigando propiedades, aventurando y comprobando hipdtesis, haciendo

deducciones,...; situacion ésta muy ligada al constructivismo.
1.1 Algunos casos de interés: Descartes y applets del NCTM

Muestra de la importancia de los applets dentro de la aplicacion de las nuevas tecnologias
a la ensefianza, y concretamente a la ensefianza de las matematicas, ha sido la creacion

del Proyecto Descartes (http://descartes.cnice.mecd.es) por el Centro Nacional de

Informacion y Comunicacion Educativa (CNICE) del Ministerio de Educacion Cultura y
Deporte. Descartes es un proyecto que pretende hacer las matematicas més interactivas y
visuales mediante el uso del ordenador, y ofrecer una nueva forma de enfocar el
aprendizaje de las matematicas que contribuya a la mejora de los procesos de ensefianza y
aprendizaje. Con el applet Descartes, que puede obtenerse gratuitamente en Internet, se
pueden crear, de modo sencillo e intuitivo, applets de matematicas, modificables y con
animaciones. Ademas, se encuentran disponibles mas de cien unidades didacticas en las

cuales se emplean applets que pueden ser adaptados facilmente por el profesor.

El NCTM también ha desarrollado un gran numero de applets para facilitar un
aprendizaje activo y con compresion de las matematicas. Algunos de estos applets
aparecen recogidos en el CD que acompafia a los Principios y Estandares para las
matematicas escolares, del cual existe una version traducida al espafiol editada por la
Sociedad Andaluza de Educacion Matematica THALES. Ademas, en la pagina web

NCTM Illuminations http://illuminations.nctm.org se presentan un gran ndmero de

applets, algunos de ellos acompafiados de lecciones o recomendaciones para su uso en el
aula. Aunque estos applets son en inglés, su estructura es tan sencilla que su manejo es

practicamente intuitivo y puede deducirse mediante ensayo y error.

2. La igualdad y su representacion simbdlica: Dificultades en su compresion.



El principio de curriculo de los estandares de la NCTM identifica la igualdad o
equivalencia como uno de las ideas matematicas basicas del curriculo (NCTM, 2000). La
igualdad es un importante concepto algebraico que los estudiantes deben encontrar y
empezar a comprender desde los primeros niveles, siendo necesario que establezcan

conexiones entre la notacion simbolica y la representacion de la igualdad (NCTM, 2000).

La mayoria de los alumnos presentan una adecuada comprension de la relacion de
igualdad cuando se consideran experiencias fisicas de modelizacion o problemas verbales
(Schliemann y otros, 1998), sin embargo, surgen numerosas dificultades al considerar su
representacion simbdlica. Segun diversos estudios (Behr, Erlwanger y Nichols, 1980;
Falkner, Levi, y Carpenter, 1999; Molina, 2004), los alumnos de Educacion Primaria
encuentran serias dificultades en dotar de significado al signo igual en expresiones
aritméticas. Alumnos de Educacion Secundaria y Universidad continGan teniendo
dificultades para usar el signo igual de forma correcta en diversos contextos (Byers y
Herscovich, 1977).

La mayoria de los alumnos no perciben las igualdades aritméticas como la expresion de
una relacion sino que las interpretan como sentencias que indican una accion (Behr,
Erlwanger y Nichols, 1980; Carpenter, Franke y Levi, 2003). Tienden a interpretar el
signo igual como un simbolo operacional, es decir un estimulo para dar una respuesta, y
tienen ideas definidas sobre como deben escribirse las igualdades, no aceptando las de la
forma =2 + 5 (afirmando que estan al revés) o las igualdades que no incluyen signos
operacionales (Ej. 3 = 3) o que incluyen signos operacionales en ambos miembros (Ej. 3
+5=7+1). En un estudio recientemente realizado con una clase de alumnos de tercero
de Primaria a los que planteamos la resolucion de seis igualdades talescomo 8 + 4= +
5012+ 7 =7+ _, ningln alumno resolvio correctamente mas de una igualdad (Molina,
2004). La reaccion de la mayoria de los alumnos fue ignorar el Gltimo término y resolver
asi una igualdad de la forma a + b = c. Otras respuestas detectadas fueron: la
combinacion de todos los términos de la igualdad, la suma o resta de dos de los términos

0 la repeticion de uno de los términos.

¢ Cudl es el origen de estas dificultades?



Los estudios anteriormente referidos sefialan la instruccion como principal causa de las
dificultades observadas en la comprension del signo igual. Concretamente se sefiala como
principales causas de las dificultades que muestran los alumnos la reiterada consideracion
de igualdades con todas las operaciones en el lado izquierdo y la respuesta en el lado
derecho, junto con la fuerte orientacion al célculo que se observa en la ensefianza
tradicional de la aritmética. Estos estudios manifiestan la necesidad de que a lo largo de
la formacion matemaética de los alumnos se consideren igualdades numéricas de variadas
formas (a =b +c;a+ b =c+d...)y se realicen actividades que promuevan la
compresion del significado relacional del signo igual, habiendo observado que alumnos
de incluso primero de Primaria son capaces de desarrollar una adecuada comprension de

este simbolo.
3. Pensamiento relacional en el contexto de las igualdades numéricas

Los estandares de la NCTM (2000) recomiendan que desde los primeros afios de
escolarizacion se promueva el desarrollo del sentido numérico (ntcleo de la educacion
matematica en los niveles elementales), y que, simultaneamente, se fomente el desarrollo
del pensamiento algebraico con el objetivo de construir una base solida de aprendizaje y
experiencia para el posterior estudio formal del &lgebra. En este caso proponemos
abordar ambos objetivos desde la resolucion de igualdades numéricas promoviendo el
uso de pensamiento relacional, es decir, fomentando la resolucion de igualdades mediante
la comparacion de los numeros o expresiones a ambos lados del signo igual y la
observacion de relaciones, sin necesidad de realizar explicitamente todas las operaciones
expresadas (Carpenter, Franke, y Levi, 2003). Por ejemplo, en la igualdad, 27 + 48 — 48 =
__, los alumnos pueden observar que sumar y restar 48 no altera la cantidad inicial, no
teniendo que operar para deducir la respuesta. O en el caso de laigualdad 8 +4=__ +5
pueden observar que 5 es una unidad méas que 4y, por lo tanto, la cantidad desconocida

debera ser una unidad menos que 8.

Este tipo de pensamiento no es muy frecuente en las aulas. Diversos estudios sobre la
resolucion de igualdades (Liebenberg, Sasman y Olivier, 1999) han observado que los
alumnos de Primaria no son capaces de resolver igualdades sin calcular la respuesta,

debido a la falta de conocimientos sobre la estructura que subyace a las operaciones



aritméticas y sus propiedades. En cambio, estudios mas recientes (Carpenter, Franke, y
Levi, 2003; Molina, 2004), en los se ha prestado especial atencion al desarrollo de
pensamiento relacional, muestran que alumnos de incluso primero de Primaria son

capaces de emplearlo al resolver igualdades numéricas.

La fuerte orientacion al célculo de la ensefianza tradicional de la aritmética ocasiona que
cuando los alumnos se centren en el calculo de las operaciones al abordar la resolucion de
igualdades numericas y no se paren a observar las relaciones existentes entre los numeros
y las operaciones a realizar (Molina, 2004). Se hace necesario que se fomente en el aula
la observacion de estas relaciones pidiéndoles expresamente a los alumnos que intenten
resolver las operaciones o igualdades sin realizar todos los célculos expresados,
invitandoles a explorar distintas formas en las que pueden resolver un grupo de
operaciones 0 abordando actividades que ayuden a hacer explicitas propiedades

matematicas fundamentales.

Una vez que los estudiantes empiezan a pensar en relaciones, las igualdades numéricas
proveen de un contexto flexible en el cual pueden representarse relaciones o propiedades
matematicas y asi focalizar la atencion de los alumnos en ellas. Por ejemplo, igualdades
como 42 =40 + 2,2 + 40 = 42, 42 = 30 + 12, permiten abordar la estructura de nuestro
sistema numerico decimal, y de forma similar, igualdades como3+4=4+3y10+5=
5 + 10 favorecen que los alumnos hagan conjeturas sobre la propiedad conmutativa de la
suma. Carpenter, Franke y Levi (2003), entre otros autores, sugieren utilizar este tipo de
igualdades numéricas para ayudar a los alumnos a hacer explicito su conocimiento
informal de las propiedades aritméticas, con el objetivo de enriquecer su aprendizaje
aritmético y que éste sirva de base para un aprendizaje con comprension del lenguaje
algebraico. Estas actividades favorecen el desarrollo de la compresion semantica de la

aritmética necesaria para posteriormente comprender y utilizar el algebra (Booth, 1989).

4. Tres ejemplos de applets para trabajar la comprension de la igualdad y del

significado del signo igual

4.1 Balanza de figuras (Shape Pan Balance)

=




Esta balanza provee de un contexto interesante en el que abordar el concepto de
equivalencia, y promover el desarrollo de pensamiento relacional. Nivel para el que se

recomienda: Infantil, y Primaria

El applet representa una balanza virtual en la que se pueden pesar cuatro tipos de figuras
de distintos pesos (cuadrados rojos, circulos azules, tridngulos morados y rombos
amarillos). La actividad consiste en encontrar las relaciones existentes entre los pesos de
las figuras mediante el uso de la balanza, o alternativamente, encontrar conjuntos de
figuras que equilibren la balanza. EI programa permite seleccionar tantas figuras como se
quiera y disponerlas en la balanza, la cual se equilibra o desequilibra segun la relacion
existente entre los pesos de las figuras. Cuando se alcanza el equilibrio, aparecen
automaticamente en una tabla de doble entrada las figuras del plato derecho y del plato
izquierdo, quedando asi un registro de las relaciones que el alumno va detectando. Este
programa permite, ademas, reiniciar la actividad cambiando los pesos de las figuras

mediante la tecla “New Problem”.

Hart y Keller (2002) sugieren diversas actividades para realizar con este applet que
ayudan a los alumnos a entender la igualdad como una relacion y no como una operacion,
y, ademas, a explorar las propiedades reflexiva, simétrica y transitiva de la relacion de
igualdad. Estas actividades complementan a las experiencias fisicas que pueden realizarse

con balanzas reales.

4.2 Balanza numérica (Number Pan Balance)

La balanza numérica permite hacer la transicion entre la

simulacién fisica del concepto de igualdad y la expresion 5 -
escrita de esta relacion en la aritmética. Nivel para el que i

se recomienda: Primaria.

El applet consiste de una balanza virtual en la que, en cada uno de los platos, se pueden
escribir expresiones aritméticas. Cuando se introducen las expresiones, su valor numérico
aparece sobre ellas, y la balanza se equilibra o desequilibra identificando el valor de las
expresiones con su supuesto peso. Al igual que ocurre en la Balanza de Figuras, cuando
el alumno detecta una relacion de igualdad, es decir, cuando escribe en ambos platos

expresiones de igual valor numérico, el programa registra dicha relacion en una tabla,



empleando para ello el signo igual. Por ejemplo, si escribe 13 + 5 en el plato izquierdo y

10 + 8 en el derecho, aparece en la tabla la igualdad 13 + 5 =10 + 8.

Mediante este applet puede favorecerse, no sélo la comprension del signo igual, sino
también el desarrollo de pensamiento relacional, la comprension de propiedades de las
operaciones aritméticas y en general el desarrollo del sentido numérico, considerandose
actividades como las sugeridas en el apartado 3. Por su parte el NCTM propone
actividades basicas que permiten dotar de significado a expresiones aritméticas de la
formaaxb=cé c=axb. Porejemplo, se propone tomar un nimero o0 una expresion en

uno de los lados de la balanza y buscar expresiones que permitan equilibrar la balanza.

Gracias a que el programa va registrando las igualdades detectadas, posteriormente se
pueden compartir y discutir las igualdades encontradas por cada alumno asi como las

propiedades o relaciones que aparecen implicitas.

Aunque el programa no aborda la expresion de las relaciones “mayor que” o “menor
que”, consideramos que aporta un interesante contexto en el que tratar el uso de los

simbolos >, <.

4. 3 Balanza de expresiones algebraicas en una variable (Expression Pan Balance)

Este applet permite introducir a los alumnos a la resolucion | =E=== = &
de ecuaciones algebraicas de una variable (x) mediante el
uso de una balanza virtual y la consideracion de la e

representacion gréfica de las funciones involucradas en la W

ecuacién. Para su uso es imprescindible que los alumnos comprendan el significado
relacional del signo igual, y es recomendable que hayan trabajado previamente con la
Balanza numérica. Nivel para el que se recomienda: Primaria, a partir de tercero o cuarto,

y Secundaria.

Por una parte, la balanza permite comparar el valor de dos expresiones algebraicas para
valores concretos (de hasta dos decimales) de la variable (x). Para ello se escriben las
expresiones algebraicas en ambos platos de la balanza empleando para las potencias de x
de grado n la notacion x*n o escribiendo dicha expresion como producto. Observando la

variacion de la balanza se puede encontrar o aproximar la solucién o soluciones de la



ecuacion. Ademas, el programa facilita la estimacion de las soluciones de la ecuacion
permitiendo representar graficamente ambas expresiones algebraicas (funciones). Para la

representacion grafica debe indicarse el rango de variacion de la “x” y de la “y”.

Este applet facilita la comparacion de expresiones algebraicas permitiendo, no sélo
abordar la resolucion de ecuaciones algebraicas de una sola variable, sino también la
resolucion de inecuaciones. La utilizacion simultanea de la balanza y la representacion
grafica hace que la comprension de los conceptos puestos de manifiesto sea mas
compleja que en los applets anteriormente comentados, pero tiene un gran potencial para
favorecer la compresion de la resolucion de ecuaciones y su relacion con la

representacion grafica de ambas expresiones algebraicas.
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