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Resumen

En la investigacion conducente a una tesis doctoral, estudiamos como reflexionan sobre su
ensefianza, profesores de matematicas, mientras participan en un curso de formacién. La reflexion
comienza seleccionando un problema profesional. Una de las pargjas de profesores se planted
profundizar en las dificultades gque tienen los alumnos para traducir enunciados a expresiones
algebraicas (que los profesores llaman modelizacion). Para poder interpretar la reflexion hemos
realizado un andlisis didactico de la ensefianza del algebra en €l inicio de secundaria. En esta
comunicacion presentamos algunas apreciaciones sobre el papel de la modelizacion en dlgebra y
su relacion con los diferentes “ roles de las letras en algebra” , que nos serviran para interpretar
los planteamientos y reflexiones de |os profesores.
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Abstract

In the investigation conducive to a doctoral thesis, we study how they reflect about his teaching,
teachers of mathematics, while they take part in a training course. The reflection starts by selecting
a professional problem. One of the pairs of teachers considered to penetrate in the difficulties that
the pupils have to trandlate terms of reference into algebraic expressions (that the teachers are
called a modeling). To be able to interpret the reflection we have realized a didactic analysis of the
education of the algebra in the beginning of secondary. In this communication we present some
appraisals on the paper of the modeling in algebra and his relation with different "roles of the
lettersin algebra ™, that will serve usto interpret the ideas and reflections of the teachers.

Keywor ds: teaching algebra, modelling, role of letters.
INTRODUCCION

Estudiar los procesos ligados a la formacion de profesores es una linea de investigacion
ampliamente desarrollada dentro de la didactica de la matemética. Dentro de los trabajos que
atienden a desarrollo profesional, una linea importante se ocupa de la reflexion del docente como
un proceso que le ayuda a fundamentar su autonomia, ala vez que le permite relacionar su proceso
de formacion con su desempefio profesional en aula.

En un estudio doctoral nos hemos propuesto como objetivo principal analizar la reflexion sobre la
préactica referente a un problema del dlgebra, en un programa de formacién continua, consistente en
un curso impartido en Chile e afio 2012.

En dicho estudio se utiliza el andlisis didactico, para profundizar en la problematica profesional que
el grupo andizado ha seleccionado, relativa a la ensefianza del algebra. El propdsito de esta
comunicacion es presentar algunos resultados de este andlisis, centrandonos particularmente en el
andlisis de contenido.

Ramos-Rodriguez, E., Flores, P., y Ponte, J. P. (2014). Andlisis didéctico para estudiar la reflexion de profesores sobre
modelizacién en dgebra. En J. L. Gonzédlez, J. A. Ferndndez-Plaza, E. Castro-Rodriguez, M. T. Sanchez-Compafia, C.
Fernandez, J. L. Lupiafiez y L. Puig (Eds.), Investigaciones en Pensamiento Numérico y Algebraico e Historia de las
Matematicas y Educacion Matemética - 2014 (pp. 135-143). Malaga: Departamento de Didactica de las Matematicas,
delas Ciencias Sociales y de las Ciencias Experimentalesy SEIEM.
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A continuacion mostramos algunos aspectos del andlisis didactico como herramienta de apoyo al
investigador, que g emplificamos examinando €l papel de laletraen el dlgebray la modelizacion.

ANALISISDIDACTICO

Para facilitar tanto nuestra actuacién durante el curso, como €l andlisis de las producciones de los
docentes sobre |la ensefianza del dgebra, desarrollamos parte del proceso de andlisis didactico que
se lleva a cabo en el grupo Pensamiento Numérico y Algebraico (PNA) de la Universidad de
Granada. El andlisis didéctico (Rico, 1997), aunque tiene un origen tedrico, su objetivo es
eminentemente préactico, al facilitar a profesor €l proceso sistematico de disefio de unidades
didacticas (Rico, 1997). Gomez (2007), sefiala que “d analisis didactico es un procedimiento que
permite explorar, profundizar y trabgar diferentes y muditiples significados del contenido
mateméatico escolar, para efectos de disefiar, llevar ala practicay evaluar actividades de ensefianza
y aprendizgje” (p.18-19). Por tanto, permite al profesor organizar €l saber desde dos ambitos, desde
las matematicas y desde |la ensefianza.

Este andlisis se compone de cuatro subandlisis. de contenido, cognitivo, de instruccion y de
actuacion. Parainterpretar las intervenciones de los profesores hemos profundizado en el andlisis de
contenido sobre € dgebra escolar, a partir de dos el ementos. lamodelizaciony €l uso delaletra

M odelizacion

El proceso de modelizacién en educacion matemética es un tema de interés que tiene espacio en
reuniones cientificas como la International Conference on the Teaching of Mathematical Modelling
and Applications (ICTMA) (Matos, Blum, Houston y Carreira, 2001; Niss, Blum y Huntley, 1991),
la International Conference in Mathematics Education (ICME) (Gomez y Waits, 2000), en €
International Group for the Psychology of Mathematics Education (PME), en la Asian Technology
Conference in Mathematics y en la Reunion Latinoamericana de Matematica Educativa (RELME),
entre muchas otras. Diversos investigadores han mostrado interés en conceptualizar este proceso
con miras a su comprension, como Blum (1991), Castro y Castro (1997), Cross y Moscardini
(1985), Galbraith y Haines (1997), Ponte (2004); Rios (1995), Swets y Hartzler (1991), Stewart y
Pountney (1995), entre otros. En la revision realizada observamos que e término modelizacion
tiene diversas acepciones.

Considerando los aportes de investigadores (Aroray Rogerson, 1991; Castro y Castro, 1997; Rios,
1995; Swets y Hartzler, 1991) denominaremos modelizacion matematica “...al proceso de concebir
e modelo matemético” (Swetz y Hartzler, 1991, p.1), proceso que contribuye a realizar una
aproximacion a problemas del mundo real mediante las matematicas (Rios, 1995); forma parte de la
resolucion de problemas (Swets y Hartzler, 1991). La modelizacion matematica es "...dl arte y
gjercicio de construir y trabagjar con modelos mateméticos.” (Aroray Rogerson (1991, p.12). Por
tanto es fundamentalmente una forma de resolucién de problemas de la vidareal (Ponte, 2004), que
conlleva la consideracion del problema como un todo, como lo veremos mas adelantes al examinar
las etapas del proceso de modelizacion.

Con € fin de examinar la modelizacion como proceso, varios autores han considerado ciertos
esguemas que permiten estudiarla de manera més precisa (Castro y Castro, 1997; Blum, 1991, Blum
y Niss, 1991; De Lange, 1997; Swets y Hartzler, 1991, entre otros). A partir de estos autores
asumiremos €l proceso de modelacion como un proceso que conlleva cuatro fases principales,
ilustradas en lafigura 2.
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Figura 2. Proceso de modelizacion matemética

Estas fases se describen como:

Identificacion del modelo real. A partir de situaciones del mundo real se identifica una
situacion susceptible de ser tratada con herramientas mateméticas. En este primer momento
se perciben cuestiones e interrogantes procedentes de un mundo de fendmenos, que dan
lugar a problemas para cuya respuesta es necesario un proceso de abstraccion y
simplificacién. Se constituye laimagen de alguna parte objetiva existente en la realidad. Se
hace necesario entender la estructura, idedlizar y precisar € sentido de la situacion o
problema real, enmarcado sobre la base del contexto en el cual se construira el modelo real.
Aqui seincluye la posible tomade datos y su organizacion para analisis posterior;

Construccion del modelo matemético. Momento de abstraccidn, en el que el sujeto focaliza
la atencion sobre propiedades especificas de la situacion y considera esas propiedades
aisladas de la situacion original (Harel y Tall, 1991). Al modelizar se establecen los datos,
conceptos, relaciones, condicionesy premisas que seran traducidos a lenguaje matemético;

Eleccion de los contenidos y utilizacién de métodos matematicos apropiados. En este
momento se acude a los conceptos y técnicas mateméticas;

La interpretacion y validacion de las conclusiones. Se contrastan directamente con la
situacion del mundo real que esta siendo estudiada, 0 a través del modelo real configurado
en la modelizacion realizada. Las conclusiones matematicas obtenidas serén traducidas del
lenguaje del modelo matemético a lengugje de la situacion real. Cuando los resultados de
esa comparacion realidad-modelo son favorables termina el proceso de modelizacion. En
caso contrario se reinicia € proceso para refinar el modelo existente o para buscar otro
diferente, siempre teniendo como norte encontrar un modelo aceptable.

En lafigura 2, sereflgja e carécter ciclico del proceso de modelizacion que promulgan los autores
mencionados, lo cual le confiere una estructura dinamica y flexible que permite su permanente
enriquecimiento e incorporacion de nuevas interrogantes, cada vez que se desea modelizar una
situacion dada.

Laletraen algebra

El tratamiento de expresiones, la solucién de problemas y la modelacion de situaciones reales
mediante el uso del algebra requieren de una comprension globa y flexible del concepto de
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variable. No seria exagerado decir que, a nivel elemental, € algebra gira en torno a estaidea. Sin
embargo, a pesar de su papel protagdnico, este concepto es muy dificil de definir, ya que la variable
en el dlgebra se presenta con caracterizaciones que varian segin € problema en €l que ésta esta
involucrada (Trigueros, 1999). Considerando ademas que la solucién competente de |os problemas
algebraicos requiere un manejo flexible de los tres usos de la variable y de los aspectos que
caracterizan a cada uno de ellos (Ursini y Trigueros, 2006), hemos incluido el tema como parte de
los contenidos a tratar con los docentes dentro del curso formativo, constituyendo y un apartado
especial dentro del andlisis de contenido sobre € dgebra escolar.

L as profesoras protagonistas de nuestro estudio seleccionaron para su estudio un problema ligado a
la ensefianza y aprendizaje del algebra, en especifico a la traduccion del lenguaje verbal a
algebraico. Nuestra elaboracion de un andlisis de contenido sobre € algebra escolar nos lleva a
apreciar que las profesoras estudiadas enfatizan la representaciéon simbdlica formal de las
expresiones algebraicas, para lo cual utilizan letras que adquieren un significado especifico. Con
objeto de comprender mejor € significado que le atribuyen alas letras, hemos estudiado €l papel de
la letra en e dgebra escolar, partiendo del papel que adquiere con mayor generalidad, € de
variable.

La funcion que le asignamos a las letras y simbolos varia de acuerdo a contexto y a contenido
matemético en donde se desenvuelven. Filloy (1999) hace hincapié en la fuerza gue tienen los
simbolos:

“los simbolos matematicos no tienen interpretacion Unicay, por o tanto, una lectura correcta de los
mismos requiere de una reconceptualizacion de los objetos mateméticos que dichos simbolos
representan, cuando se pasa de un contexto a otro (del aritmético al algebraico)” (Filloy, 1999, p.
50).

Esto nos hace notar |a diferencia entre variable y letra. En primer lugar la variable es un objeto
matemético que indica variabilidad y que se simboliza generalmente con una letra. El uso que se le
asigna a la letra repercute en € significado de la variable, por 1o tanto la comprension de los
distintos usos de las letras es fundamental parallegar a delavariable.

K tchemann (1980) identifico seis maneras de interpretar 1os simbolos literales o letras, a saber:
* letraevaluada, alaletrase le asigna un valor numérico;

* |etra no utilizada, la letra es ignorada o su existencia es reconocida pero no se le atribuye
ningun significado;

* letra como objeto, se considera la letra como una abreviacion del nombre de un objeto o
como a un objeto en si;

* letra como incognita especifica, representando un nimero particular pero desconocido y los
alumnos son capaces de operar directamente sobre ella.

* Jletra como numero generalizado, por lo que representa 0 es capaz de asumir distintos
valores;

* letra como relaciéon entre cantidades, en cuyo caso representa un rango de valores no
especificados, mediante una relacién sistematica entre dos conjuntos de valores de este tipo.

El papel de laletra para un objeto matematico puede ser variable. Asi por ggemplo, en el caso de las
expresiones algebraicas laletratoma e papel de niUmero generalizado. En el caso de las ecuaciones
(igualdad de expresiones) puede ser considerado (segun € contexto) como incégnita o como
relacion funcional. Cuando hablamos de representaciones algebraicas no estamos particularizando a
ecuaciones, ni a expresiones ni a funciones, etc., por tanto, en este caso, e uso de la letra (y por
ende el significado de la variable) depende del contexto.
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Considerando €l trabgjo de Kicheman (1980), Ursini y Trigueros (Trigueros, 1999; Ursini y
Trigueros, 2006), identifican tres formas principales en las que se manifiestan las variables en €l
algebra escolar:

e La variable como incdgnita, es decir, como un nimero desconocido. Aparece desde los
primeros afos escolares cuando los alumnos empiezan a trabgjar con problemas, aungue la
incognita no se representa mediante una letra sino mediante otros signos, como una raya, un
cuadrito, un espacio vacio, etc. Este signo se sustituye por laletra al iniciarse la ensefianza
del algebra propiamente tal.

* Lavariable como nimero generalizado, se refiere alavariable como una herramienta que se
usa en mateméticas para expresar propiedades derivadas de una generalizacion. Cuando se
quiere expresar un patron, una regularidad o un método general en mateméticas, se usan
variables para indicar la generalidad de los nimeros involucrados. Por ejemplo, para
expresar propiedades de los nimeros reales, o bien € término general de sucesiones de

nimeros reales, como por gemplo, la sucesion 1+§, 2+%, 6+f', 24+g,.... se puede

. . AL
generalizar con la expresion algebraica n+1,

* La variable en una relacion entre cantidades, es decir, las variables que expresan una
relacion entre dos cantidades que cambian. Cuando se usa asi, |as caracteristicas principales
de la variable son su variacion en un rango de valores y € hecho de que el cambio en una de
las variables produce un cambio en €l valor de la otra. Esta caracteristica se enfatiza cuando
la relacion funcional se concibe como la expresion del cambio (Trigueros, 1999). Bajo esta
concepcion, una variable es un argumento (es decir, un valor del dominio de una funcion) o
un parametro (es decir, representa un valor del cua dependen otros valores). Solo en esta
concepcion toman sentido las nociones de variable independiente y dependiente.

De esta forma letras y variables estén relacionadas, pero se debe tener en cuenta que no toda
simbolizacion literal representa una variable, solo tres de las seis clasificaciones de las letras tiene
gue ver con € significado de la variable, como seilustraen lafigura 3.

[ Objeto ] [ Incégnita ]

No evaluada lEreno

generalizado

Uso de la letra

Evaluada

Significados de la variable
(segun su uso)

Figura3. Laletray los significados de lavariable
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La modelizacion en algebra

En esta seccion estudiamos € papel especifico que desempefia la modelizacion en e dgebra,
examinando su relacion con el papel que juegalaletra.

Sabiendo que el andlisis de contenido de un concepto matemético arranca identificando su
significado en la terna Definicidn-Representacion-Fenémeno, podemos identificar y ubicar
elementos implicados en probleméticas educativas referentes a la ensefianza y aprendizaje del

algebra, como loilustralafigura4.
conceptual )
N\

Modelizacion

Uso
de la u Algebra
letra

Figura4. Dimensiones del signifcado del concepto matemético y su relacion con el algebra, la modelizacion
y €l uso de laletra

A través de este esguema, focalizamos nuestra atencion sobre dos aspectos que se destacan en €l
tratamiento del dlgebra, el papel de lamodelizaciony el uso de laletra. La modelizacion se ubicaen
la relacion entre la estructura conceptual y la fenomenologia de los conceptos algebraicos. El
sistema de representacion literal adquiere una gran importancia en dgebra escolar, por medio del
lengugje algebraico, en cuyo desarrollo juegan un papel importante los distintos papeles de la letra
en e agebra. La articulacion de estos dos elementos (modelizacién y usos de la letra) que llevamos

a cabo en e andlisis de contenido, suministra referentes importantes con los que estudiar la
problematica del grupo.

En € caso de la modelizacién matemética (figura 2), considerando €l simbolismo algebraico como

modelo matemético, es posible apreciar la presencia de la letra en € proceso, como seilustra en la
figurab.
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Figura5. El uso de laletra en lamodelizacion matemética en el caso del simbolismo algebraico como
modelo matematico

Desde esta perspectiva, en la segunda etapa de la modelizacion aparece la letra como simbolismo
algebraico para representar elementos del fendmeno o modelo real. Llevando este andlisis a plano
de la matematizacion (Rico, 2007), la matematizacion horizontal involucra diversas actividades de
las que destacamos:. representar € problema de modo diferente, comprender la relacion entre los
lenguajes natural, simbdlico y formal, encontrar regularidades, relaciones y patrones en la situacion
gue se considera, traducir €l problema a un modelo matematico, utilizar herramientas y recursos
adecuados. Todas estas actividades sugieren usos de la letra en distintas formas y niveles. Asi por
gjemplo, comprender larelacion entre el lenguaje natural y e simbdlico, exige un manejo de ambos
sistemas de representacion y, en el caso del simbdlico, el manegjo de la letra en € papel adecuado a
la situacion.

En latercera etapa del proceso de modelizacién, la letra se emplea pararesolver € problema, 1o que
conlleva una serie de actividades por parte del estudiante desde € punto de vista de la
matematizacion. En concreto: usar €l lenguagje simbdlico, formal y técnico y sus operaciones,
refinar y gjustar |os model os mateméticos, combinar e integrar model os, argumentar, generalizar.

Por ultimo en la etapafinal, 1aletra es interpretada de acuerdo a fendmeno estudiado.
Este andlisislo ilustramos a partir del esquemade lafigura 6.
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Figura 6. Laletra, lamodelizacién y la matematizacion

Este esquema nos permite mirar con mayor profundidad |as tareas que plantean los profesores para
favorecer que los alumnos lleven a cabo la modelizacion (contemplada como matematizacion). Por
giemplo, una propuesta de tarea matemética escolar que lleve a representar la situacion real de
diferentes modos, como por gemplo, empleando esquemas, diagramas, tablas, etc., puede
mostrarnos que el docente hatomado en cuenta el uso de laletra en forma mas concretay explicita,
antes de afrontar la simbolizacion y € uso de la letra como incégnita. En el caso de las profesoras
estudiadas, éstas consideran el uso de diagramas en €l disefio de las tareas, otorgandoles en una
primera instancia un rol verificador del modelo matemético que los alumnos construyen. Més
adelante, en € proceso reflexivo las docentes le dan un rol mediador para la construccion del
modelo matematico, evidenciando unamayor profundizacién en su problematica.

CONCLUSIONES

En este trabajo hemos presentado algunos el ementos del andlisis de contenido dentro delo que es el
andlisis didactico referido a la ensefianza del dgebra. Esta profundizacién nos ha obligado a
examinar como se entiende la modelizacion en agebra y cdmo se relaciona con € papel de las
letras. De esta forma hemos contado con elementos més precisos para andlizar la reflexion de las
profesoras estudiadas, apreciando qué protagonismo conceden al papel de las letras y caracterizar
gué entienden por modelizacion en dgebra. Asi hemos podido interpretar las diversas
reformulaciones en |as tareas de ensefianza propuestas por las profesoras investigadas, examinando
manifestaciones de la reflexion que realizan sobre su practica. Con ello ampliamos la vision del
andlisis didactico como herramienta para apreciar €l conocimiento profesional del profesor de
mateméticas (Rojas, Flores y Ramos, 2013), incluyendo otras funciones como las consideradas en
este escrito.
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