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RESUMEN

Uno de los objetivos de la investigacion en el contexto de la Matematica educativa es
promover metodologias que fortalezcan sus procesos de enseflanza-aprendizaje. Si se
pretende que los alumnos manejen criterios que le permitan optimizar un proyecto desde
su concepcidn para obtener los mejores resultados, debe transformarse la clase en una
instancia fuertemente interactiva, de modo que los conocimientos aprendidos queden
grabados en la mente de esos futuros profesionales.

Este trabajo muestra el uso de un Modelo de Crecimiento Econémico como motiva-
cion para la ensefianza de Ecuaciones Diferenciales en carreras de Economia. Al res-
pecto, introduciendo problemas vinculados con la especialidad se posibilita la interac-
cion entre la matematica y otras ciencias, como por ejemplo la economia.

1. INTRODUCCION

En la ensefianza de la Matematica, en particular en la ensefianza de ecuaciones dife-
renciales en carreras en las cuales la matematica cumple un rol instrumental, debe darse
prioridad a la comprension de los conceptos y las aplicaciones del conocimiento tratan-
do de minimizar el tiempo que se dedica a calculos rutinarios y operatoria estéril. Para
lograr la comprension de conceptos es sensato tratar de motivar al alumno mediante la
proposicion y analisis de problemas afines con su especialidad. Asi, las presentaciones
deberian efectuarse en forma geométrica, numérica y algebraica, teniendo en cuenta que
las representaciones visuales, la experimentacion numérica y grafica han producido
cambios en la forma de ensefiar el razonamiento conceptual. Si ello es adecuadamente
complementado con calculadoras y/o computadoras, seguramente se lograra una mejor
calidad de la ensefianza pues el uso de software permite inmediatas verificaciones de
propiedades, representaciones graficas, asi como resolucion de problemas en situaciones
reales, constituyendo una ayuda importante para la exploracion inductiva del conoci-
miento por la inmediatez de la respuesta del procesador.

Esta modalidad de ensefianza planteada es posible unicamente si la metodologia de
trabajo en las clases se basa en la activa participacion de los alumnos. El presente traba-
jo se plantea, entonces, respondiendo a tal metodologia.

2. ORGANIZACION DE LOS CONTENIDOS
* Presentacion de un Problema Motivador.

* Consideraciones finales y conclusiones.
 Referencias bibliograficas.
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3. PROBLEMA MOTIVADOR

Investigaciones efectuadas por un equipo de analistas permiten admitir que la fun-
cion de produccion O de una economia esta dada por:

0= x34r 1/4’
donde K es la acumulacion de capital y L la fuerza de trabajo. La tasa de crecimiento

de la fuerza laboral es n = 0,05 ; la propensién al ahorro s=0,2 ; vy la depreciacion
del capital d=0,03. Inicialmente la acumulacion de capital per cépitaes ko = 25.

Utilizando el modelo de crecimiento de Solow, se pretende hallar la trayectoria tem-
poral de la acumulacion de capital per capita k&, y su valor de equilibrio a largo plazo.

4. MODELQO: MODELO DE CRECIMIENTO ECONOMICO DE SOLOW

El modelo de crecimiento econdmico de Solow intenta prever la tendencia del pro-
ducto potencial en el largo plazo, analizdndolo mediante la relacidén entre la acumula-
cion de capital, el ahorro, la fuerza de trabajo y el crecimiento.

Para su mejor comprension, se definen las variables con las cuales se trabajara:

Tiempo (variable continua): t Fuerza de trabajo: L
Producto total: 0 Producto per cépita: g=Q/L
Acumulacién de capital: K Capital per cépita: k=K/L
Inversion: 1 Ahorro: S

Propensiéon marginal al ahorro: s

Todas las variables definidas son funciones del tiempo ¢ , aunque ello serd omitido en
la notacidn, por razones de simplicidad.

SUPUESTOS BASICOS Y DESARROLLO DEL MODELO:

El modelo de Solow basico, apela a varias hipotesis simplificadoras. Supone:
* La existencia de un equilibrio dindmico, o sea no existe desequilibrio y ni desempleo.
* El punto de partida es la funcion de produccion Q definida por
0=F(K,L), (1)
en la cual K y L son las variables antes definidas. Se trabajard con las variables in-
volucradas en términos per capita.
» La poblacion y la fuerza de trabajo son iguales, con variacion exponencial dada por
L=L(t)y=Lge"?, (2)
en la que » es una constante. Néotese que L '(¢) = nL(t), porloque n=L"/L
representa la tasa de crecimiento referida a la fuerza de trabajo (relaciéon constante en-
tre tasa de crecimiento y fuerza de trabajo). Se la supone independiente de otras va-
riables del modelo, y determinada por factores bioldgicos y otros factores exdgenos.
La funcion de produccion Q tiene rendimientos constantes a escala. Esto significa
que la funcién de produccion global es homogénea de grado uno, es decir:
OQ=F(K,L)=LF(K/L,1)=Lf(k).

Asi resultara q=f(k), (3)
donde la funcion f debera ser una funcion creciente de la variable & pero su creci-
miento "menos que proporcional a k ". Mas precisamente, valores crecientes de &
deben producir valores crecientes de ¢, pero a una tasa decreciente.

» La economia es cerrada al comercio con otros paises, y no existe sector publico. Asi,
en condiciones de equilibrio, la inversion interna / sera igual al ahorro nacional S :

I=S5. (4)
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* La tasa de cambio del stock de capital es igual a la inversion neta de la depreciacion.
Con un stock de capital K, supone que la depreciacion es una proporcion fija de K,
iguala d K, siendo d el coeficiente de proporcionalidad de esa depreciacion.

K'=1-dK. (5)
* El ahorro es una proporcion fija del producto nacional, estoes /=S=s Q, por lo
cual
K'=sQ -dK. (6)
De (6) se obtiene la relacion entre las variables en términos per capita:
K'/L=sq —dk. (7)

 El avance tecnoldgico esta dado a una tasa de crecimiento A, definida como la tasa
de variacion de la productividad del trabajo. Si E(t)=L(t)e At , resultara en-
tonces E(t)=Lge (n+A)e, Asi, conocido el valor inicial L (, E(¢) depende-
ra del ritmo de crecimiento biologico #, y del ritmo de crecimiento de la productivi-
dad del trabajo 4.
* Se hara la suposicion simplificadora de que no hay progreso tecnologico, o sea A=0.
Con las suposiciones efectuadas, realizando las operaciones adecuadas, se obtiene:

k'=sf(k) - (n+d)k. (8)

ferencial de primer orden en la incognita k, con dos parametros (s, 7 ), cuya funcién
solucion k=k (¢) describe la trayectoria temporal del capital per capita (o razon capi-
tal / trabajo). El tipo de ecuacién que finalmente resulte dependera de la funcidon de
produccién global que se utilice.

La ecuacion muestra que la acumulacion de capital per capita crecera con una rapi-
dez dada por la tasa de ahorro per capita, a la que se sustrae el término (7 +d)k.

Este ultimo término se interpreta de la siguiente manera: La fuerza laboral crece a
una tasa n, por lo que una parte del ahorro per capita debe ser usado para equipar a los
nuevos trabajadores de la fuerza laboral. Al mismo tiempo, otra parte del ahorro dk se
destina a reponer el capital depreciado. De tal modo, ( # + d ) k es la parte del ahorro
per capita que debe usarse tan solo para mantener invariable el coeficiente capital / tra-
bajo en el nivel k. Si el ahorro supera al monto (#n+d )k, resulta k'(¢) >0, repre-
sentando esto un aumento en el coeficiente capital / trabajo.

La parte del ahorro per capita utilizado para equipar a los nuevos trabajadores que
ingresan a la fuerza laboral se denomina ampliacion del capital. El ahorro neto per
capita se llama profundizacion del capital. De tal modo en la ecuacion fundamental es

Profundizacién del capital = Ahorro — Ampliacion del capital — Depreciacion.
tuacion de equilibrio en el largo plazo de la economia, el capital per cépita alcanza un
valor de equilibrio y permanece invariable en ese nivel. Como consecuencia, el produc-
to per capita también alcanza un estado estacionario (considerando el progreso tecnolo-
gico nulo). Asi, en estado estacionario tanto £ como ¢ alcanzan un nivel permanente.
Para alcanzar el estado estacionario, el ahorro per capita debe ser exactamente igual a la
ampliacién del capital, es decir que el crecimiento de capital per capita es nulo. Eso
significaque k'(¢)=0, y para ello debera ocurrir:

sf(k)=(n+d)k. (9)
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Aun cuando el estado estacionario significa un valor invariable para ¢ y k, esto no
significa que el crecimiento sea nulo, sino que hay un crecimiento positivo del producto
alatasa n. En efecto, si la fuerza laboral esta creciendo a la tasa n, como el coeficien-
te capital / trabajo es constante, la tasa de crecimiento del capital (AK /K ') resulta igual
a la tasa de crecimiento de la fuerza laboral (AL /L ). Asi, tanto L como K crecen a la
tasa n, y el producto crece a la misma tasa 7.

Las graficas de Figura 1 permiten interpretar esos conceptos. En la primera se repre-
sentan la funcién ¢ (produccion per capita), la funcidon s g (ahorro per cépita), y la fun-
cion lineal (7 + d )k, suma de la ampliacion de capital y la depreciacion, del segundo

miembro de ( 9 ). La segunda grafica o curva de fase, representa la relacién entre k' y
k.

FiGura 1
Yy
g=f(k)
y=(n+d)k
g A
y=sq
sq / B
(n+d)k A
| k ke k=K/L
kl
ke k:K/L
k'=sf(k)—(n+d)hk

Siendo el ahorro per capita s ¢ proporcional a ¢, donde el factor constante s esta
entre 0 y 1, la grafica de s ¢ tiene la misma forma que la grafica de ¢ y se encuentra
por debajo de ésta. El punto E de interseccion de la misma con la recta, corresponde al
valor de equilibrio & ¢, que serd el determinado por la condicion ( 9 ). Esto caracteriza
al estado estacionario, es decir con el capital per capita k ¢ y el producto per capita ¢ ¢,
el ahorro per capita compensa exactamente la ampliacion del capital y la depreciacion.

Cuando la economia esta operando a la izquierda del punto £, la acumulacion de ca-
pital per capita crece, o sea k'> 0. A la derecha del punto E ocurre lo contrario, ya
que el ahorro per capita no es suficiente para producir una ampliacién del capital, £'> 0
, y en consecuencia k decrece.

Este analisis del modelo lleva a la conclusion de que cada vez que la economia se
aparta del estado estacionario, hay fuerzas que la empujan hacia el equilibrio del estado
estacionario. Esta particularidad del modelo de Solow es sumamente importante y
muestra no solo que el estado estacionario es un punto en el cual ¢ y &k son invariables,
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sino también que la economia naturalmente tiende hacia el punto de equilibrio. En re-
sumen, segun sea la relacion entre los valores k(0) y k, se presentaran tres casos:
1. k(0)=ke: La trayectoria temporal de la acumulacion de capital per capita
resultara constante en su nivel de equilibrio.
2. k(0)>ke: La acumulacién de capital per capita &k ( #) sera decreciente, y su
trayectoria temporal tendera a su nivel de equilibrio &, decreciendo.
3. k(0)<ke: La acumulacion de capital per capita k ( ¢) sera creciente, y su
trayectoria temporal tenderd a su nivel de equilibrio &, creciendo.
Las tres situaciones anteriores son representadas graficamente en la Figura 2.
NoOTA: Un sistema dinamico en el cual las variables tienden por naturaleza hacia un

estado de equilibrio se conoce como un sistema estable, por lo que el modelo de
crecimiento de Solow describe un proceso dinamico estable.

FIGURA 2 k(t)

k(0)
\\\\~_C%ok(0)>ke

ke
//””nggk(0)<ke
k(0)

0 ¢

5. RESOLUCION DEL PROBLEMA MOTIVADOR

Utilizando el modelo de crecimiento de Solow, se pretende hallar la trayectoria tem-
poral de la acumulacion de capital per capita &, y su valor de equilibrio a largo plazo.

La ecuacion fundamental de la acumulacion de capital en el modelo de Solow esta-
blece que:

k'=sf(k)—-(n+d)k.
En este caso el producto per capita es

Sustituyendo esta expresion de f( k) y los valores numéricos de n, s y d en la
ecuacion se obtiene:

k'+0,08k =02k
La solucidén de esta ecuacion diferencial del tipo de Bernoulli esta dada por:

[ ku)z(—ogme—oﬁzhaj)4]

Confirmando lo deducido analiticamente, la expresion hallada pone en evidencia el
comportamiento asintdtico de la variable capital per capita & tendiendo a su valor de
equilibrio k, = 2,5 4_ 39,0625 en forma creciente debido a que el valor inicial £ ()
es menor que el valor de equilibrio.
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6. RESOLUCION DEL PROBLEMA CON SOFTWARE

En esta etapa los alumnos, en grupos de dos o tres, proceden a resolver el problema
ria su inclusién detallada, la secuencia de instrucciones para resolver el problema es
omitida en este trabajo.

La gran ventaja del uso de software para resolver ecuaciones diferenciales consiste
en la posibilidad de obtener las soluciones de una misma ecuacion, asi como visualizar
sus graficas muy rapidamente, cuando se plantean distintas condiciones iniciales.

FIGURA 3

20 40 60 80 100 120 140 t

En el caso del problema motivador, al variar las condiciones iniciales, se logran fa-
cilmente graficas simultaneas de las distintas soluciones (Ver Figura 3). La experiencia
indica que esta facilidad para representarlas, provoca entusiasmo en los alumnos, permi-

familia de "curvas solucion") con la teoria macroecondémica.

7. CONSIDERACIONES FINALES Y CONCLUSIONES

El presente trabajo propone una alternativa a los métodos tradicionales de ensefianza
de la matematica, especialmente apropiado para carreras que utilizan la matematica co-
mo herramienta instrumental. Si bien se ha realizado el mismo pensando en los alum-
nos de las distintas profesiones de las Ciencias Econdémicas (Economistas, Administra-
dores de Empresas, Contadores, etc.), tiene plena validez para ser aplicado en otras dis-
ciplinas puesto que tanto el tema matematico (Ecuaciones Diferenciales de Primer Or-
den), como el problema planteado (y su consecuente modelo econémico), son sélo
ejemplos que permiten desarrollar la metodologia de trabajo en clases planteada.

La experiencia en el aula permite concluir que los alumnos que han participado acti-
vamente en el proceso de aprendizaje, relacionando los conceptos matematicos con los
econdmicos y utilizando un software que permita desviar la atencion de la resolucion
hacia el analisis del problema, han presentado un mayor interés en los temas matemati-
cos y han profundizado los mismos con la finalidad de resolver problemas econémicos
mas complejos relacionados con el problema motivador propuesto inicialmente.
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