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Resumen

Lo aqui presentado es parte de los resultados de una linea de investigacion que busca elaborar explicaciones de
los procesos sociales de generacion de conocimiento matematico. En particular estamos interesados en el estudio
de los procesos presentes en la articulacion de los sistemas conceptuales matematicos a los que hemos llamado
procesos de convencion matemdtica (Farfan & Martinez, 2001, 2002; Martinez-Sierra, 2002; Martinez-Sierra,
2003, 2005, 2006). De manera mas especifica lo aqui presentado tiene por objetivo presentar los avances en la
busqueda por identificar los procesos de convencion matemdtica presentes en la inclusion de las funciones
trigonométricas en el contexto del analisis euleriano.

Introduccion

De manera general, la presente investigacion encuentra su marco de referencia en dos lineas
de investigacion: Aquella denominada desarrollo del pensamiento y lenguaje variacional
(Cantoral y Farfan, 1998) y aquella que estudia los procesos de convencion matematica como
generadores de conocimiento (Martinez-Sierra, 2005). La primera linea busca determinar los
procesos de construccion social del conocimiento relacionado con la matematica de la
variacion y el cambio y ha prestado parte de su atencion al estudio de la construccion de la
nocion de funcion (Farfan, 1997; Farfan et al., 2000). Dentro de la primera linea es de sefalar
que algunas de estas investigaciones elaboran explicaciones que dotan de particularidades a
las funciones trascendentes, como lo son las funciones logaritmicas (Ferrari, 2001),
exponenciales (Lezama, 2003; Martinez-Sierra, 2003) y trigonométricas (Buendia y Cordero,
2005; Montiel, 2005). Como es de notarse en las investigaciones anteriores se han analizado
especificamente los diferentes tipos de funciones trascendentes; como la exponencial,
logaritmo y las funciones trigonométricas. Tales investigaciones han dado muestra que cada
tipo de funcidon naturaleza y significados especificos y por ende producen fendémenos
didacticos también especificos. La segunda linea de investigacion tiene por objetivo estudiar
los procesos presentes en la articulacion de los sistemas conceptuales matematicos a los que
hemos llamado procesos de convencion matematica. En términos generales la linea de
investigacion descansa en dos hipotesis:

e HI1: La naturaleza y significados de algunos contenidos matematicos, presentes en
diversos corpus de conocimiento pueden ser explicados a través del proceso de
convencion matematica.

e H2: El manejo escolar de tales contenidos provoca la existencia de fendmenos
didacticos explicables, precisamente, en términos del proceso de convencion
matematica.

° Este trabajo es financiado por el Fondo Sectorial de Investigacion para la educacion SEP-CONACYT, Clave:
SEP-2004-C01-46917 y por el Fondo Mixto CONACYT-Gobierno del Estado de Guerrero, Clave: GUE-2002-
C0-7626.

602



Consideracion de aspectos socioepistemologicos en el andlisis y el rediserio del discurso matematico escolar

En particular en este trabajo tiene por objetivo presentar los avances en la busqueda por
identificar los procesos de articulacion y convencion matematica presentes en la construccion
de las funciones trigonométricas en el contexto de la obra de Euler.

Aproximacion socioepistemologica en Matematica Educativa

Dentro de la perspectiva socioepistemoldgica en Matematica Educativa se considera que al
menos cuatro grandes circunstancias condicionan/determinan la construcciéon del
conocimiento matematico en las personas: las cognitivas, las didacticas, las sociales y las
epistemoldgicas. Las didéacticas son aquellas propias de la conformacion de los diferentes
sistemas didacticos, las cognitivas son propias del funcionamiento mental, las epistemologicas
son propias de la naturaleza y significados del conocimiento matematico y las sociales.
Nuestro interés es el estudio sistémico de todas las circunstancias. La consideracion anterior
plantea al programa socioepistemoldgico problemas teodricos y empiricos para explicar la
construccion del conocimiento. El principal problema consiste en llevar a la practica la
postura sistémica para analizar las interacciones entre la epistemologia del conocimiento, su
dimension sociocultural, los procesos cognitivos que le son asociados y sus mecanismos de su
institucionalizacion via la ensefianza.

La nocion de convencion matematica

Un proceso de convencion matematica puede ser entendido como un proceso de busqueda de
consensos al seno de la comunidad que trabaja en dar unidad y coherencia a un conjunto de
conocimientos. La produccion de consensos es posible debido a que en esta comunidad existe
la practica de integracion sistémica de los conocimientos; es decir existe una normativa de la
actividad para relacionar diversos conocimientos y articularlos en un todo coherente e
interrelacionado. Por su naturaleza esta practica se encuentra en el plano de la teorizacion
matematica, entendiendo por esto a la elaboracion de conceptos interrelacionados que intentan
describir, explicar un objeto de estudio, el cudl es, en este caso el sistema de conocimientos
aceptados. Este proceso de sintesis conlleva al surgimiento de propiedades emergentes no
previstas por los conocimientos anteriores. Las convenciones matematicas serian una parte de
las propiedades emergentes (Martinez-Sierra, 2003).

Esencialmente, la busqueda de integracion puede resolverse optando por alguna de las
siguientes vertientes: 1) La ruptura ocasionada por dejar a un lado un significado por otro que
eventualmente es construido para la tarea de integracion; es decir cambiar la centracion de
significado y 2) La continuidad al conservar un significado en la tarea de integracion. Asi
vista la convencién matematica, en tanto producto, puede ser interpretada como una
propiedad emergente para establecer una relacion de continuidad o de ruptura de significados.

Veamos el siguiente ejemplo ilustrativo. Partamos del supuesto que queremos asignarle un
significado al simbolo 2" La multiplicacion reiterada no puede ser utilizada para ello, por lo
que buscamos otro camino. ;Qué significado tomar? Si retomamos la operatividad de las
potencias de la misma base podemos postular que seria conveniente que 2'/22"*=2'=2=(2""%)?
por lo que tenemos que “convenir” que 2"?=\2. Lo anterior también muestra que la igualdad

12 . .
2'2=\2 no se puede demostrar sino se debe convenir.
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La inclusion de las cantidades trigonométricas al analisis euleriano

De acuerdo con Bos (1975) dentro de la matematica de fines del siglo XVII el principal objeto
de estudio era la curva. Una curva en un sistema de referencia (independientemente de las
concepciones de ésta: como dibujo de una regla de construccién, como punto en movimiento,
o como poligonal de lados infinitamente pequefios, etc.) involucra las relaciones entre
distintas cantidades geométricas variables definidas con respecto a un punto variable sobre la
curva. Tales cantidades geométricas variables son, por ejemplo, (ver figura 1): ordenada,
abscisa, longitud de arco, radio, arco polar, subtangente, normal, tangente, area entre curva y
eje, rectangulo circunscrito, sélido de revolucion, etc.

"La relacion entre variables [ordenada, abscisa, radio, subtangente, entre otras] eran expresadas,
cuando era posible por medio de ecuaciones. Esto no era siempre posible, ya que justo antes del
final del siglo XVII no existian formulas para las relaciones trascendentes y éstas eran
expresadas por medio de prosas explicativas que basicamente expresaban el método geométrico
para la construccion de la curva" (Bos, 1975).

x: abscisa, y: ordenada, s: longitud de arco, r: radio, a: arco polar, c: subtangente, T:
tangente, v: normal, OPR: 4rea entre la curva y la abscisa
Figura 1. Cantidades geométricas variables definidas con respecto a un punto variable sobre la
curva

La busqueda de las relaciones entre cantidades geométricas propicio la busqueda de diversos
métodos para lograr tal objetivo. Esto produjo, entre otros aspectos, diferentes series infinitas
que establecian las relaciones entre las cantidades. Por ejemplo Gregory, (Malet, 1994-1994)
establece, hacia el afio 1670, que, en el cicloide MOPA (Figura 2) que es generado por el
punto A y llamando DA=ry D=b, la ordenada PQ de cualquier punto sobre el cicloide puede

ser expresado en términos de la abscisa a = OQ por
5
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Figura 2. Cantidades geometricas presentes en una
Cicloide segiin Gregory (Malet, 1994-1994)

En el mismo sentido Babini (1978, p. 121), afirma que entre las series remitidas a Collins por
Gregory, en correspondencia fechada en el afio 1671, figuran las siguientes ecuaciones para
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encontrar el arco, dada la tangente, y la tangente, dado el arco (en donde r el radio de un
circulo, a el arco y ¢ la tangente):
A L
PO L S
3k 5 Tr° 9r
a 2a 174" 624’
t=a+_ 5+ + -+ 5
3r- 15r Sr 2835r

—elc.

+ eftc.

Por la misma época Newton (1669), a través de su método de fluxiones, encontrd las
relaciones entre un arco (z) y su seno correspondiente (x) en un circulo de radio 1 (Figura 3).

X

3 4 6 8 10
z z z z z

x=z—-"—+ -

+ - +...
6 24 720 40320 3628800

X 3x° 5x
Z=xX+—+—+—-
6 40 112
Figura 3. Series que relacionan un arco (z) y su seno
correspondiente (z) (Newton, 1669)

Montiel (2005) menciona que quiza fueron los nuevos usos de las cantidades trigonométricas
lo que las despojo de su caracter geométrico, descrito con anterioridad, pues pasaron de ser
consideradas lineas de circulo a cantidades que describian ciertos fenémenos, particularmente
movimientos periodicos. Tan pronto como se acometid el estudio del movimiento y se
empez6 a disponer de los instrumentos matematicos adecuados, y en cuanto sus leyes
comenzaron a introducirse como fundamento de la fisica, resultd que, al estudiar la
naturaleza, no era posible seguir considerando el niimero determinado o sus equivalentes
geométricos (punto, recta, circulo, etc.) como objeto unico de las investigaciones (Loi, 1999;
citado en Montiel, 2005). Es decir, el ente matematico dejé de ser el numero: la ley de
variacion, la funcion, se convirtido en el centro en torno al cual se organizo la ciencia. De
acuerdo con Katz (1987):

“...ningun libro de texto antes de 1748 trata con el calculo de de tales

funciones. Esto es, en ninguno de una docena de libros de texto escrito en

Inglaterra o en el continente durante la primera mitad del siglo 18 se encuentra

un tratamiento de la derivada y la integral del seno el coseno o alguna discusion

de la periodicidad o de las propiedades de adicion de tales funciones. Esto

contrasta ampliamente con el caso de las funciones exponencial y logaritmo.

Aqui intentaremos explicar porque las FT no entraron al andlisis hasta 1739. En

ese ano Euler invento este calculo. El tuvo conducido para esta invencion
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porque necesitaba las FT como soluciones de ecuaciones diferenciales lineales.
En adicion, su descubrimiento de un método par resolver ecuaciones
diferenciales lineales con coeficientes constantes fue influenciado por su
conocimiento que de esas funciones debe proveer parte de esta solucion” (Katz,
1987, p. 311)

De esta manera Euler proporciona en su libro de Introductio in analysin infinitorum (Euler,
1738/1845) un tratamiento de lo que podemos llamar el precalculo de las funciones
trigonométricas. Las define numéricamente, discute varias de sus propiedades incluyendo
formulas de adicion y el desarrollo de sus series de potencias, con lo que les dio el status de
funcion™"". Del primer Tomo, en el Capitulo VIII, Des Quantités transcendantes qui
naissent du cercle (Figura 4), define las funciones trigonométricas como cantidades
trascendentes que nacen del circulo y sefiala que @ es la semicircunferencia de un circulo (de
radio 1) y en consecuencia es la longitud del arco de 180° y entonces, establece sen Ot =0, cos
Onr=1, sen2n =0y cos 2m = 1.

123, Soity wn arc quelconque de cercle dont je fuppofe
toujours le rayon &= 1 ; on 2 coutume de confidérer plus
particuliérement les finus & cofinus de cet arc 1. Pour
repréfeater dans la fuite le finus d'un arc 1, j'ecrirai fin. A,
ou fimplement fin. 3. Et pour reprefenter le cofinus jécrirai
cof- A 7, ou feulement ¢of 1, Ainfi comme » exprime un
arc de 180", fin.ow=0; ol 0s=1;fntr=1; cofi L#
==o;_[m. r=0y00 =1 is=—1c0f Le=0}

Figura 4. Cantidades trascendentes que nacen del circulo (Euler,
1738/1845)

Lo que llama fuertemente nuestra atencion es notar que Euler no menciona por que, por
ejemplo, cos 7 = —1. La informacion que tenemos hasta ahora so6lo nos permite conjeturar que
quizd&  Euler utilizo la féormula del seno de la suma dos arcos:
sin(4+ B) =sin Acos B+cos Asin B & cos(A+ B) =cos Acos B—sin Asin B para construir

la convencion cos 7 = —1. Un posible razonamiento es el siguiente:

Partamos del supuesto que queremos asignarle un significado al simbolo cos 7z .;Qué
significado tomara? Si tomamos a la formula
cos(A+ B) =cos Acos B —sin Asin B

como conocimiento base, que deseamos preservar, deberia cumplirse que
T T V4 T . T . T
COS7 =c0S| —+— |=cos—xcos——sin—xsin—=0—-1=-1
2 2 2 2

por lo que debemos convenir que cosz = —1.

stk

Recordemos que para Euler “Una funcion de una cantidad variable es una expresion analitica formada arbitrariamente
con esta variable y con nimeros o cantidades constantes” Euler (1738/1845, p. 3) y que cuando establece: “...expresion
analitica formada arbitrariamente...” esta aceptando el uso de las operaciones usuales del algebra como sumas, productos,
diferencias, cocientes y operaciones trascendentes como exponenciales, logaritmicas y trigonométricas. Admite también la
extension de éstas al infinito y la solucion de ecuaciones algebraicas -incluso de grado infinito- en donde las constantes
pueden incluso ser niimeros complejos.
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La conjetura anterior encuentra apoyo al notar que en articulo siguiente Euler hace una serie
de célculos basados en las formulas del seno y coseno de la suma dos arcos (Figura 5) o en la
manera en que en su Institutiones Calculi Differentialis (Euler, 1755) calcula la diferencial del
seno (Figura 6).

Ti8. Un Talt auMr gu erant donnés les deux arcs y & g,
fin (y+73) =ﬁf:.y.w‘£'f{+co_ﬁy._/m-',& cof (y %)=

cof.y. cof §{ — fin.y. fing; de méme fin.{y —y) = fin, y.
o 3 — cof y. fing; & cofl (y—1) = cofly. cof.q -Jﬁ’-
ﬁzz.py. ﬁn(i

ar conféquent, en fubftitnant 3 yles arcs 17, =5 25, &e.
nous obtiendrons

fin(fa=b3) = = cifS g ﬁn.({v-—-:r):-{-;q{:{
cof (trt+g)=—fin. gy | etfi(3a—3) =+ fin. g
fin. (= =4 1) = — fin. 1 ﬁn.‘(w—{)=+ﬁn.{
of(z-+g)=—cf 3 | cof(»—3)=—cof g
fritaty)=—cof § | finlin—3) = — cofl g
of (tnd 3’7) = —+ fon. z cofi{dammg) = — Ji
fintsnez) = o fin. g | fn (iw—7) = — fin. g
cfilastgl = bl | cof (17—7) =+ cofl g

Figura 5. Uso de formulas del seno y coseno de la suma dos arcos (Euler, 1738/1845)
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8 finx denotet eius finum , cuius differentiale inveftigemus, Pa.
namus y = finw, ac pofito x4 dx loco x, quia yabitin p+dy
et y4-dy = finlet-de) R Jo — Lafe oL Jdab — ﬁnx.r
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Inie gt SRS Laided

erit reieftis terminis evanclentibus cofde=r & lin de
=dx, unde fir fin (v 4 dx) =fin x+dx coi's. Quare,, pofi-
0 y=finx, erit dy=/dx cols, Differentiale ergo finus ar-
et cmtgf'ui'sln:gmmr difieventiali aveus per coftman muleipli-
cato. 51 igime feezic o fusllio quaccunque ipfius #, erit fi-

mili moda @, lin p=db cals.

Figura 6. Uso de la formulas del seno de la s:ma dos arcos para el calculo de la diferencial se seno
(Euler, 1755. p. 140)
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