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Esta comunicacion describe una investigacion centrada en el estudio del desarrollo del
pensamiento relacional y la comprension de igualdades numéricas, por parte de un grupo de
26 alumnos de tercero de Primaria. Las igualdades estan compuestas por numeros naturales
v las operaciones elementales de la estructura aditiva, involucrando relaciones o propiedades
aritméticas basicas tales como la propiedad conmutativa de la suma, la complementariedad
de la suma y la resta o la compensacion. Se pretende estudiar la comprension de las
igualdades que manifiestan los alumnos, las estrategias que utilizan en su resolucion, las
dificultades que encuentran, asi como el uso y desarrollo de pensamiento relacional en este
contexto.

This paper describes a study about the development of relational thinking and understanding
of number sentences by a group of 26 third-graders. The number sentences used are
composed of natural numbers and the elementary operations of the additive structure,
involving arithmetic relations and properties such as the commutative property of addition,
the complementary relation of addition and subtraction and compensation. We aim to study
the student’s understanding of number sentences, students’ strategies when solving the
sentences, the difficulties they find as well as the use and development of relational thinking
in this context.

Algebra y Early-Algebra

En los ultimos afios se ha investigado con intensidad la ensefianza y aprendizaje del algebra,
planteandose diferentes propuestas para la mejora de la ensefianza de esta materia. Se han
sugerido enfoques centrados en la resolucion de problemas, otros que potencian y fortalecen
las habilidades aritméticas y procesos de ensefianza focalizados en el uso de tecnologia
(Freiman y Lee, 2004).

Una de las propuestas mas ambiciosas, conocida como Early-Algebra, consiste en un cambio
curricular: la introduccion del algebra desde los primeros afios escolares, no como una
asignatura, sino como una manera de pensar y actuar en objetos, relaciones, estructuras y
situaciones matematicas, como guia hacia una ensefianza con compresion de las matematicas.
Se considera que los diferentes modos de pensamiento involucrados en la actividad algebraica
son habitos mentales importantes que los alumnos deben de adquirir y que tienen el potencial
de enriquecer la actividad matematica escolar y, muy especialmente, el aprendizaje de la
aritmética. Esta propuesta va acompanada de una amplia concepcion del algebra que engloba
el estudio de relaciones funcionales, el estudio y generalizacion de patrones y relaciones (lo
que incluye la aritmética generalizada), el estudio de estructuras abstraidas de calculos y
relaciones, y el desarrollo y la manipulacion del simbolismo (Kaput, 2000).

En relacion con la aritmética se propone un enfoque estructural que rompa con el énfasis
computacional predominante en los primeros cursos escolares. Dicho énfasis se sefiala como
causa de la falta de conciencia de los alumnos sobre la estructura que subyacen a las



operaciones matemdticas y sus propiedades, lo que obstaculiza la comprensién del algebra
(Kieran, 1992). En esta linea, nuestro trabajo se centra en dos aspectos algebraicos a
desarrollar en el contexto de la aritmética: la comprension del signo igual y el pensamiento
relacional.

Pensamiento Relacional

Definimos el término pensamiento relacional, entendido como pensamiento sobre relaciones,
a partir de la definicion del pensamiento como la actividad intelectual (interna) mediante la
cual el hombre entiende, comprende, y dota de significado a lo que le rodea; consistente en
formar, examinar, reflexionar y relacionar ideas o conceptos, tomar decisiones y emitir juicios
de eficacia.

El pensamiento relacional es la actividad o accion intelectual de examinar y buscar
relaciones entre objetos matemadticos, reflexionar y utilizar dichas relaciones con una
intencionalidad, como puede ser resolver un problema, tomar una decisiéon o aprender mas
sobre la situacién o los conceptos involucrados.

Entendemos que cuando una persona piensa relacionalmente o, equivalentemente, usa
pensamiento relacional, no solo observa o detecta las relaciones existentes entre los objetos
matematicos en cuestion, sino que €stas pasan a ser consideradas objeto de pensamiento con
la intencion del logro de un objetivo. Las relaciones son los conceptos e ideas en los que se
basa la resolucion del problema.

Centrados en el contexto de la aritmética, y mas concretamente en la resolucion de igualdades
numéricas, los objetos matematicos en los que se centra dicha actividad son los numeros y las
operaciones. En particular, este tipo de pensamiento puede tener lugar en situaciones de
calculo y en otras en las que se relacionan expresiones aritméticas.

El uso de pensamiento relacional en el célculo conlleva el uso de estrategias flexibles, no
usuales o informales, muy relacionadas con el calculo mental y con el uso del sentido
numérico. Por ejemplo, diremos que una persona usa pensamiento relacional para realizar el
calculo 14 + 9 cuando, tras examinar la expresion, busca relaciones entre uno de los términos
y alglin otro nlimero, que le faciliten dicho célculo. En este caso puede buscar un nimero que
sumado a 14 de 20. Tras encontrar el valor desconocido en la igualdad 14 + n = 20, se
necesita, para poder completar el calculo, buscar la relacion que existe entre 6 y 9.

De este modo el pensamiento relacional puede ser utilizado para producir respuestas o
resultados que no se conocen o no se recuerdan en un determinado momento, a partir de otros
que se conocen, o para resolver una secuencia de operaciones de forma mas sencilla
transforméandola mediante la aplicacion de propiedades aritméticas fundamentales.

Por otra parte, se puede usar pensamiento relacional en situaciones en las que se relacionan
expresiones aritméticas mediante relaciones de igualdad, desigualdad o de orden. En este
contexto, el uso de pensamiento relacional implica la obtencion de la respuesta a partir del
examen de los numeros o expresiones involucradas y el establecimiento de relaciones entre
ellos; no siendo necesario realizar explicitamente las operaciones expresadas. Por ejemplo,
para resolver la igualdad numérica abierta 8 + 4 = 00 + 5, se pueden comparar las expresiones
que la componen, “8 + 4” y “[0 + 5”, y reconocer que ambas contienen una suma y que una
contiene un 4 y otra un 5. Usando sentido numérico se sabe que 4 es una unidad menor que 5,
y, mediante el conocimiento de la relacion de compensacion, puede deducirse que la respuesta
es una unidad menos que 8.




El trabajo centrado en pensamiento relacional implica mantener la atencion en relaciones
relativas a las operaciones y los nimeros involucrados, manteniendo el célculo de las
operaciones en un segundo plano.

Significados del Signo Igual

Como todo simbolo matematico, el signo igual es la representacion de un concepto o idea
matematica. Sin embargo dicho significado no es univoco, estando ligado al contexto en el
que se considere. La consulta de variados documentos que abordan distintos significados del
signo igual (Ej. Vergnaud, Cortes y Favre-Artigue, 1987; Freudenthal, 1994; Anglada, 2000;
Molina y Castro, 2005) nos ha permitido distinguir un total de nueve significados de este
signo:

1. Propuesta de actividad. Este significado se refiere al uso del signo igual en expresiones
incompletas que contienen una cadena de nimeros y/o simbolos encadenados con simbolos
operacionales, seguida del signo igual (Ej. 16 =3 = ; x(x + 1) — 3x(x + 5)= ). Este tipo de
expresiones se utilizan en actividades de calculo de operaciones o simplificacion de
expresiones para proponer al alumno una actividad a realizar, o mds concretamente un
calculo, que no necesariamente ha de abordarse en el formato de una igualdad.

2. Operador. Este significado hace referencia al uso del signo igual como un simbolo que
separa una cadena o secuencia de operaciones, que se sitian a la izquierda del signo igual, y
su resultado, que se dispone a la derecha (Ej. 12 + 12 =24; x(x-2) + 3x°= 4x’ + 2x).

3. Expresion de una accion. Significado del signo igual como simbolo que separa una cadena
o secuencia de operaciones y su resultado, pudiéndose disponer ambos tanto a izquierda como
a derecha del signo igual (Ej. 24 = 12 + [2). En este caso, a diferencia del significado
operador, se reconoce la propiedad simétrica de la igualdad.

4. Expresion de una equivalencia condicional (ecuacion). Este significado lo encontramos en
el contexto del algebra, en situaciones en las que el signo igual expresa una equivalencia solo
cierta para alg(in o algunos valores de la/s variable/s, pudiendo no existir ninguno (Ej. x° + 3x
=x + 1; sen (3x)=0)

5. Expresion de una equivalencia. Cuando el signo igual indica que las expresiones que se
disponen a ambos lados se refieren al mismo objeto matematico. Este significado se
particulariza en tres acepciones diferentes segun el tipo de expresiones que compongan ambos
miembros:

5.1 Equivalencia numérica. Cuando las expresiones en ambos miembros tienen un mismo
valor numérico, es decir, representan a un mismo numero (Ej. 4 + 5 = 3 + 6;

2N3=\12; sen ([]/2)=1).

5.2 Equivalencia simbdlica. Cuando las expresiones algebraicas de ambos miembros
tienen el mismo valor numérico para cualquier valor que tomen la/s variable/s. Un
caso particular tiene lugar cuando la igualdad expresa una propiedad matematica (Ej.
atb=>b+a).

5.3 Identidad estricta. Significado restringido a expresiones donde los dos miembros

representan el mismo objeto matematico usando el mismo representante (Ej. 3 =3; a +
b=a+Db). Este caso estad incluido dentro de las acepciones anteriores.

6. Definicion de un objeto matematico. En este caso el signo igual se utiliza para definir o
asignar un nombre a un objeto matematico (Ej. f(x) = 3x + 2; sen (I1) = cateto
opuesto/hipotenusa).



7. Expresion de una relacion funcional o de dependencia. Este significado del signo igual se
refiere al uso de este simbolo para indicar cierta relacion de dependencia entre variables o
parametros. Por ejemplo en formulas del 4rea de figuras geométricas (Ej. A = []r?).

8. Indicador de cierta conexion o correspondencia. Este significado, algo impreciso, del signo
igual hace referencia a su uso entre objetos de distinta naturaleza o &mbito, como por ejemplo
entre imagenes o figuras y nimeros, o entre expresiones matematicas y expresiones no
matematicas (Ej. Pedro = 12 anos).

9. Aproximacion. Este significado se refiere al uso del signo igual para relacionar una
expresion aritmética y una aproximacion de su valor numérico (Ej. 1/3 = 0.33). En estos casos
el signo igual puede ser reemplazado por el simbolo ~.

Relaciones aritméticas

Centrandonos en las operaciones de la estructura aditiva y en el conjunto de los nimeros
naturales, se han identificado nueve relaciones que pueden trabajarse desde la resolucion de
igualdades numéricas con soluciones en el conjunto de los numeros naturales. Dichas
relaciones, que se enumeran en la Tabla 1, delimitan el foco de atencién en nuestra
intervencion en el aula al ser empleadas en el disefio de las igualdades que componen las
actividades.

Tabla 1: Relaciones aritméticas en el contexto de las igualdades numéricas.

Relacion Ejemplos de igualdades V/F
o abiertas

Propiedad conmutativa de la suma 12+11=11+12
12+7=7+7?

No conmutatividad de la resta 24 -15=15-24

Cero elemento neutro 24+ 0=25

at0=a 9-7=0

O+ta=a

a—0=a

A-a=0 100-100=1
50-7=0

Compensacion 51+51=50+52
18-8=17-7?

Relacién complementaria de la suma y laresta | 27 +48 —48 =7

Relaciones de composicion y descomposicion 24-15=24-10-5
7+7+6=14+6

Magnitud ' 75— 14 =340
7+15=8+15

Propiedad reflexiva de la igualdad 3=3
12+12=12+12

Antecedentes

Los primeros trabajos que abordan el estudio de la resolucion de igualdades numéricas se
centran en igualdades abiertas de tres términos de suma y resta (Ej. Weaver, 1971; Lindvall e
Ibarra, 1980). Estos estudios aportan informacién sobre las dificultades que encuentran los
alumnos en la resolucion de este tipo de igualdades y los métodos de resolucion empleados y
su frecuencia, analizando la influencia de la operacion, la posicion de la operacion y de la
incognita, y de la existencia o no de solucion en el conjunto de los nimeros naturales.

" La relacion magnitud se refiere a relaciones aritméticas basadas en la magnitud de los niimeros involucrados y
el efecto de las operaciones suma y resta.



En el contexto de la resolucion de igualdades, otros estudios analizan la comprension del
signo igual de alumnos de Educacion Primaria y Secundaria documentando la frecuente
interpretacion operacional del signo igual asi como la tendencia de los alumnos a proceder de
izquierda a derecha en la construccion y consideracion de igualdades y a centrarse
inmediatamente en el calculo de las operaciones implicadas (Molina y Castro, 2005).

En relacion con el uso y desarrollo de pensamiento relacional diversos autores documentan la
falta de conocimientos de los alumnos de Educacion Primaria y Secundaria sobre la estructura
que subyace a las expresiones aritméticas y sus propiedades (Ej. Liebenberg, Sasman y
Olivier, 1999), la bondad de las estrategias de pensamiento y célculo flexible para favorecer
el aprendizaje, la retencion y la transferencia de conocimiento sobre el calculo (Ej. Thorton,
1978; Gomez, 2005), y la capacidad de los alumnos de los primeros cursos de educacién
primaria para pensar sobre relaciones sofisticadas y expresarlas incluso de forma simbolica
(Ej. Carpenter et al., 2003; Koehler 2004).

Objetivos de la Investigacion

En esta investigacion se pretende indagar en un proceso de ensefianza/aprendizaje y tratar de
analizar qué ocurre y como ocurre. Dicho proceso consiste en el trabajo con igualdades
numéricas basadas en relaciones aritméticas basicas, mediante una metodologia de trabajo en
el aula centrada en la discusion de las respuestas y estrategias de los alumnos. Nuestro interés
se centra en el estudio del desarrollo y manifestacion del pensamiento relacional, de los
significados del signo igual que los alumnos hacen manifiestos en el tipo de tareas propuestas,
y de las dificultades que encuentran en estas actividades.

Metodologia

La metodologia de investigacion aplicada en este estudio se ubica dentro de las metodologias
propias de las investigaciones de disefio, un paradigma emergente que actualmente estd
siendo activamente aplicado y desarrollado dentro de la investigacion educativa. Los estudios
de disefio son un tipo de experimentos de ensefianza cuyo objetivo es producir teoria, que
ayude a guiar la practica educativa en el aula y a identificar practicas de ensenanza-
aprendizaje eficaces, permitiendo adaptar las condiciones de la ensefianza para afectar la
probabilidad de ciertos resultados o sucesos. Constituyen extensas investigaciones de
practicas educativas provocadas por el uso de un conjunto de tareas curriculares noveles,
cuidadosamente secuenciadas, que estudian como algiin campo conceptual o conjunto de
habilidades e ideas son aprendidas mediante la interaccion de los alumnos bajo la guia del
profesor (Confrey, 2005).

Concretamente el disefio de investigacion aplicado se denomina “disefio de investigacion
dirigido por una conjetura” (Confrey y Lachance, 2000). El punto de partida de este disefio
es “‘una inferencia basada en pruebas incompletas o no concluyentes” (pp. 234-235). No
existen hipotesis a ser probadas sino que la conjetura es la guia en el proceso de investigacion,
siendo revisada y reelaborada a lo largo de dicho proceso.

En nuestro caso, la conjetura que guia el proceso de investigacion es que los alumnos de
tercero de Primaria son capaces de utilizar estrategias basadas en el uso de pensamiento
relacional para resolver igualdades numéricas. Estas estrategias permiten ademas hacer
explicito su conocimiento aritmético. Por otra parte, segun la literatura los alumnos de
Educacion Primaria, y concretamente de tercero de Primaria, encuentran dificultades en la
resolucion de igualdades numéricas mostrando cierta tendencia computacional. Conjeturamos
que mediante la consideracion y discusion de igualdades de variadas formas los alumnos
pueden desarrollar su comprension de las igualdades numéricas, y en especial del signo igual,
llegando a entenderlas como expresiones de una relacion, y pueden desarrollar pensamiento
relacional como estrategia para su resolucion.



Recogida de datos

Los sujetos participantes en este estudio son una clase de 26 alumnos de tercero de Primaria,
12 nifios y 14 nifias. La recogida de datos en el aula ha tenido lugar durante un total de seis
sesiones realizadas en dias diferentes y durante el horario escolar. La primera sesion tuvo
lugar dos meses antes de la segunda. Las sesiones segunda, tercera, cuarta y quinta se
realizaron con una separacion entre ellas de una a dos semanas. La tltima sesion se realizé en
el siguiente curso académico, ocho meses y medio después de la quinta sesion (ver Tabla 2).

Tabla 2: Organizacion y distribucion de las sesiones

Sesion 12 22 32 42 52 6*
N° alumnos
en clase 26 21 22 25 (13) 25
Duracion 30° 1h 1h 1h 1h 50’ 1h
Actividades | - actividad - actividad escrita | - discusion - actividad | - entrevistas | - actividad
realizadas escrita - discusion escrita escrita
-entrevista a 4 | - actividad escrita
alumnos - discusion
- discusion
Igualdades | abiertas abiertas y v/f v/t \4 Vit v/t
numéricas
empleadas

Actividades. Como se observa en la tabla 2 se llevaron a cabo discusiones, actividades escritas
individuales y se realizaron entrevistas a varios alumnos; todo ello en el contexto de la
resolucion de igualdades, usandose lapiz y papel. En las discusiones pedimos que los alumnos
explicaran distintas formas en las que habian resuelto las igualdades. De este modo se
favorecio la participacién de un mayor niimero de alumnos y se hizo explicita la existencia de
diversas formas de resolver una misma igualdad y nuestro interés en que los alumnos
exploraran y explicaran todas las formas que se les ocurrieran. A partir de la tercera
intervencion les cuestionamos directamente por formas de resolver las igualdades sin realizar
todas las operaciones expresadas.

Igualdades numeéricas utilizadas. En cada una de las intervenciones en el aula se emplearon
una determinada coleccion de igualdades, abiertas o verdaderas y falsas, elaboradas en
funcién de los resultados de la sesion anterior, de los objetivos de la sesion en cuestion, de las
recomendaciones de Carpenter et al. (2003) y de nuestra experiencia previa (ver Molina y
Castro, 2005). Ademas se tuvo en cuenta el tamafio de los nimeros involucrados, la
proporcion de igualdades verdaderas y falsas, la posicion de la incognita en las igualdades
abiertas y las relaciones aritméticas anteriormente mencionadas.

Como es propio de la metodologia utilizada la recogida de datos ha sido exhaustiva, para
capturar con detalle las interacciones ocurridas en el aula, llevandose a cabo evaluaciones
individuales para poder conocer el aprendizaje y evolucion de cada alumno. Se han realizado
grabaciones en video de las tres primeras sesiones, grabaciones en audio de las entrevistas, se
han tomado notas de lo ocurrido en el aula y se han recogido las hojas de trabajo de los
alumnos. Ademas, a lo largo del proceso de investigacion se han recogido las reflexiones y
decisiones tomadas a partir de cada intervenciéon en el aula, para poder describir con
precision, a posteriori, la evoluciéon de la conjetura de investigacion. Todos los datos
recogidos son de tipo cualitativo.

Analisis de los datos y primeros resultados

El analisis de los datos recogidos en el transcurso de esta investigacion comprende dos etapas:



un andlisis continuo tras cada intervencion en el aula y un andlisis final. El primero de ellos se
refiere al andlisis de los datos de cada intervencion con la intencion de tomar decisiones con
respecto a futuras intervenciones y revisar y desarrollar la conjetura de investigacion. El
analisis final es el analisis de todo el proceso de investigacion y todos los datos recogidos, el
cual conduce a la construccion de una historia coherente de la evolucion de la conjetura y de
la evolucion de los alumnos.

Los primeros resultados obtenidos dan muestras de la capacidad de los alumnos de tercero de
Educacion Primaria de desarrollar y utilizar pensamiento relacional como estrategia para la
resolucion de igualdades, confirmando en este sentido los resultados de nuestro estudio previo
Molina y Castro (2005). Inicialmente, la mayoria de los alumnos muestra la tendencia de
realizar el calculo de las operaciones involucradas en la igualdad aunque algunos alumnos dan
muestras puntuales del uso de pensamiento relacional. A partir de la tercera sesion las
estrategias basadas en pensamiento relacional son mas frecuentes distinguiéndose diez tipos
de los que se aportan ejemplos en la Tabla 3.

Tabla 3: Estrategias basadas en pensamiento relacional utilizadas por los alumnos para la resolucion de
igualdades abiertas y verdaderas y falsas.

Estrategias Ejemplos

Conmutatividad [75 + 23 = 23 + 75] Verdadera porque en la suma no
importa cambiar el orden

Restriccion en el dominio de la | [18 — 7 =7 — 18] Falsa porque 18 — 7 son 11 y a 7 no le
operacion puedes quitar 18

Composicion-descomposicion [257 — 34 =257 — 30 — 4] Verdadera porque a 30 le sumas
4 te da 34 y son los mismos numeros

Compensacion [53 + 41 = 54 + 40] Verdadera porque el 1 del 54 se lo
ponemos al 40 te da lo mismo

Complementariedad de la suma | [16 + 14 — 14 = 36] Falsa porque 16 + 14 — 14 son 16
y la resta porque le quitamos y le ponemos a los numeros

Mismidad [53 + 41 =54 + 40] Falsa porque 53 no es igual a 54 y 41
no da lo mismo que 40

[10—7 = 10— 4] Falsa porque yo me he fijado en 10— 7 y
me he fijado en 10 — 4 y no son los mismos numeros.

Similitud de estructura [Explicacion de la respuesta 7 en 17 - O = 18 — 8] Como
18 luego hay un ocho pues me ha salido

Magnitud [37 + 22 = 300] Porque treinta y siete mds veintidos no te
dan trescientos porque trescientos es un numero mds
mayor

Cero como elemento neutro [23 + 0 = 23] Porque veintitrés mas cero igual a
veintitrés, porque si a veintitrés no le sumamos nada es
veintitrés

a—a=0 [123- 125 = 13] Falsa, porque a ciento veinticinco le

quitas ciento veinticinco son cero, no trecef...] Porque
aqui son los mismos numeros y si le quitas los mismos
numeros son cero, aqui no te puede dar trece

Con respecto a la comprension del signo igual se detectan los significados del signo igual:
operador, expresion de una accion, equivalencia numérica, y similitud numérica (simbolo
que relaciona expresiones entre las que existe cierta similitud de términos o de estructura,
obviando en ocasiones el efecto de las operaciones involucradas). Los tres primeros




significados fueron detectados en nuestro estudio previo, sin embargo este ultimo no ha sido
identificado previamente. Este significado parece haber sido desarrollado por algunos
alumnos de manera previa al desarrollo de una comprension relacional del signo igual a partir
del trabajo con igualdades basadas en relaciones aritméticas. En particular este significado
conduce a afirmar, por ejemplo, que la igualdad 2 + 11 = 11 — 2 es verdadera, por involucrar
en ambos miembros los mismos niimeros.

La mayoria de los alumnos muestran el significado equivalencia numérica manifestando un
significado operacional del signo igual cuando encuentran dificultad en alguna de las
igualdades. El uso del significado operacional del signo igual lleva a los alumnos a ignorar
alguno de los términos o, en ocasiones, a alterar el orden de los términos dentro de uno de los
miembros o en la totalidad de la igualdad. Se observa que algunos de los alumnos no dan
importancia al orden de los términos dentro de cada miembro considerando que igualdades
tales como 8 — 18 =7 — 17 son verdaderas por serlo 18 — 8 = 17 — 7, y aplicando en ocasiones
una supuesta (e implicita) conmutatividad de la resta para dar respuesta a restas en las que el
minuendo es menor que el substraendo (Ej. 5 — 10 =5).
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