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Resumen

En adlgebra las variables juegan diferentes papeles, uno de ellos es el de pardametro.
Nuestro interés en los parametros surge de la gran utilidad que tienen en problemas
practicos que se pueden resolver con modelos matematicos. En esta pldtica
presentaremos una actividad que se llevo a cabo en una escuela particular de la
Ciudad de México con alumnos que estaban cursando el ultimo ario de bachillerato. El
objetivo de esta tarea de modelizacion matematica fue que los alumnos evaluaran y
mejoraran la funcionalidad de un modelo dado que describe el movimiento de un
montacargas. Los resultados de este experimento exploratorio dan evidencia de que
hace falta insistir en el andlisis cualitativo de la situacion que se esta modelando.
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Abstract

In algebra the variables play different roles, one of them is the role of parameter. Our
interest in parameters arises from the great value they have in practical problems that
can be solved with mathematical models. In this talk we present an activity that took
place in a private school in Mexico City with students who were attending the last year
of high school. The objective of this task of mathematical modeling with functions was
that students assess and improve the functionality of a given model describing the
motion of an elevator. The results of this exploratory experiment give evidence that it is
necessary to insist on a qualitative analysis of the situation being modeled.

Keywords: Parameters, modeling, functional thinking.

En Algebra las variables juegan diferentes papeles, uno de ellos es el de parametro.
Nuestro interés en los parametros surge de la gran utilidad que tienen en problemas
practicos que se pueden resolver con modelos matematicos. Entre los obstaculos que
hubo que superar, durante el desarrollo historico del concepto de parametro, Drijvers
(2003) cita las siguientes:

1) sus diferentes significados;
2) la distincidn de las variables ordinarias y las que juegan el papel de parametros; y
3) la percepcion de expresiones como objetos que representan soluciones generales.

A estos mismos problemas se enfrentan los alumnos en el salon de clases. Nos intereso
la actividad que presentaremos porque permite diferentes acercamientos y soluciones
como veremos mas adelante e involucra la manipulacion de pardmetros para mejorar un
modelo dado.

Montacargas

En la actividad participaron seis alumnos entre 16 y 19 afios de edad que estaban
cursando el nivel superior de matematicas a nivel bachillerato. El objetivo del trabajo
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fue que los alumnos evaluaran y mejoraran la funcionalidad de un modelo dado que
tiene dos pardmetros y describe el movimiento de un montacargas. El bachillerato
internacional es un curso de dos afios durante los cuales los alumnos hacen otras
investigaciones que se analizan y discuten en el salon de clase. Al final del curso hacen
un trabajo final individual que deben completar en, a lo mas, cinco horas.
Analizaremos el trabajo final de dos alumnos: Carmen y Sebastian. A los alumnos se
les dieron las siguientes especificaciones:

Actividad Montacargas’

En esta actividad, primero vas a explorar un posible modelo para un
montacargas que se usa para transporte de equipo y ascenso de
minerales. Vas a evaluar las fortalezas y debilidades del modelo y
finalmente, vas a crear las especificaciones para desarrollar tu propio
modelo.

Andlisis del modelo dado.

La férmula y =2.5¢> —15¢* representa la posiciény de un elevador

medida en metros (Y =0 representa el nivel del suelo) dondet

representa el tiempo medido en minutos (t =0 es el tiempo de inicio).

Sabemos que el viaje de ida y vuelta, sin tomar en cuenta el tiempo

que esta abajo, es aproximadamente de seis minutos y que la

profundidad del pozo vertical es aproximadamente de 100 metros.

Grafica el desplazamiento, la velocidad y la aceleracion y usa estas

funciones para:

a) Explicar el significado de los valores negativos, positivos y cero
de la grafica de la velocidad.

b) Explicar las relaciones entre velocidad y aceleracion en los
intervalos en los que el montacargas aumenta la velocidad,
disminuye la velocidad o esta en reposo.

¢) Evaluar la utilidad e identificar los problemas del modelo dado.

Crea tu propio modelo.
1. Haz una lista de especificaciones para rediseriar el modelo del
montacargas.
2. Crea tu propio modelo. Puedes usar una sola funcion o puedes
definir una funcion por pedazos.
3. Explica por qué tu modelo satisface las especificaciones del
problema y mejora el modelo dado.

Aplica tu modelo.
Explica qué tipo de modificaciones se le pueden hacer a tu modelo
para usarse en otras situaciones.

! International Baccalaureate, 2008.
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Figura 1: Montacargas.

Observemos que el modelo propuesto se puede escribir en la forma
15
f(t) = 2.5t — 15t% = 2.5¢> (t - ﬁ) = 2.5t%(t — 6)

y que, por lo tanto, es un elemento de la siguiente familia de funciones
fa(t) = at?(t — 6)

En la siguiente grafica mostramos elementos de esta familia:

40 -

20

—40

—60

—80

a = 3.125

—100

—120 -

Figura 2: f,(¢t) = at?(t — 6)

Para todos los elementos de esta familia, que dependen del pardmetro a, se cumple
que fo(0) =0, fo(6) =0, f,(0) =0y fo(4) = 0.
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Sin embargo, estas funciones presentan varios defectos: no son simétricas, el descenso
es mas lento que el ascenso. El montacargas no se detiene al regresar ya que la derivada
en t =6 no es cero. Con el valor propuesto a = 2.5, no se alcanza la profundidad del
pozo que es de 100 metros. Para encontrar el valor de a con el que se alcanza esta
profundidad (ver figura 2), debemos resolver la ecuacioén

—~100 = a(4?)(4 — 6),

de donde obtenemosa = 3.125. Fijando a con este valor, se alcanza la profundidad del
pozo, pero no se corrigen los otros defectos ya sefialados. En consecuencia, podemos
suponer que en esta actividad se espera, por parte de los alumnos, una propuesta
alternativa para corregir los problemas mencionados.

Resultados

Para hacer su propio modelo, Carmen consider6 que el montacargas:
1. Deberia llegar al fondo del pozo.
2. Se debia detener totalmente cuando llegara al nivel del suelo.

Su estrategia para redisenar el modelo fue la siguiente: Por ensayo y error y utilizando
un software dindmico, fue modificando los pardmetros a y b de la funcionf(t) = at® +
bt? para ajustar la grafica de tal forma que el minimo se acercara a —100 metros.
Finalmente eligi6 el valor 2.3 para el parametro a y —15.2 para b. En la siguiente figura
se puede apreciar que el modelo es muy sensible a la variacion de los parametros:
y = 2.5t3 — 15¢2
80 y = 2.4t3 — 15.1¢2
=2.3t3 — 15.2¢2

60 Y

y = 2.2t3 — 15.3t2
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Figura 3: Variacion de los parametros en f(t) = at® + bt?

Con este método de prueba y error obtuvo la funcion: f,(t) = 2.3t3 — 15.2t? (recordemos
que el modelo dado es y = 2.5¢3 — 15¢t2).

Consigue su primer meta ya que el valor minimo de f£,(t) es —98.35 que se alcanza a los
4.4 minutos. Sin embargo, todavia tiene el problema de que el montacargas no se
detiene cuando sube. Para resolverlo, Carmen decide reflejar el pedazo de la grafica de
f1(¢) entre t =0 y ¢t = 4.4 usando como eje de reflexion la recta t = 4.4. De esta forma
conserva el minimo; y como la grafica es simétrica, la velocidad al inicio y al final del
recorrido es cero.
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Graph 4: Planning of the new model f,(t).
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Figura 4: Planeando el nuevo modelo

Con esta estrategia, obtiene una grafica que puede funcionar como modelo. Para obtener
una funcion que se ajustara a su grafica hizo un acercamiento discreto, tabul6 f,(t) para
seis valores de t; y luego, completd la tabla con valores simétricos. A continuacion
recreamos su idea en la siguiente tabla:

valores simétricos:

t fi(t) fi(t) t
0 0 0 8.8
1 —12.9 —12.9 7.8
2 —42.4 —42.4 6.8
3 —74.7 —74.7 5.8
4 —96 -96 4.8
4.4 —98.35 | «— punto minimo

Su técnica ahora fue usar Excel para ajustar un polinomio a sus datos. La funcion que
obtiene es la siguiente:

f,(t) = 0.0085t° — 0.2234t% + 1.9027t* — 4.6561t3 — 4.218t? — 5.869t + 0.0191

Lo que Carmen no verificoé en su modelo fue que el montacargas se detuviera al nivel
del suelo, es decir, que la velocidad al principio y al final fuera cero; si hubiera
graficado la funcion y su derivada, quiza podria haberse percatado de esta falla. En la
siguiente figura presentamos las graficas de £,(t) y £, (t), donde puede apreciarse que el
elevador solo se detiene en el fondo, cuando t = 4.4, pues f,(4.4) = 0; pero, aunque
£,(0) = £,(8.8) = 0, se puede verificar que la derivada no es cero, y por lo tanto la
velocidad en ¢t =0 yen t = 8.8 es diferente de cero.
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Cabe observar que seria dificil modificar el modelo que propone Carmen para usarlo en
otros pozos.

Su procedimiento es adecuado, sin embargo, de acuerdo a su estrategia, hubiera sido
suficiente agregar algunos puntos en la tabla, como por ejemplo A(0.5714,3.5185)

B(0.5357,-2.5926)  (C(8.2286,-2.5926) y D(9.3357,-3.5185) antes de hacer el ajuste,

de tal forma que se forzara un punto critico al principio y otro al final, que aseguraran
que la derivada ahi fuese cero. Sea G(x) la funcidén que resulta del ajuste hecho de esta
manera. En la siguiente grafica podemos apreciar como quedan G (x)y su derivada:
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Por su parte, Sebastian hace la siguiente observacion. Si la posicion estd dada por
s(t) = 2.5t — 15t metros,
entonces
v(1)=5() =75t =30t m/min

a(f) =s"(t) =15t - 30 m/min?

80



Como en el modelo dado la aceleracion tiene la forma a(t) = mt + ¢, decidié que en su
modelo también debia ser asi. Por lo tanto, debia calcular los parametros m y c.

Ademas decidid que el montacargas bajaria en 3 minutos y subiria en 3 minutos, en
lugar de bajar en 4 y subir en 2; y que la profundidad maxima a la que llegaria seria
80m. Defini6 una funcion en dos partes, una para el descenso de0 < ¢ < 3 (los primeros
tres minutos), y otra para el ascenso (de 3 <t <6). Para la primera parte supuso que la
aceleracion estaba dada por

a(ty=mt+c paral0=<t=<3 (1)
de donde

v(f) = j; a (x)ds = j; (m x+¢)dx = %tz vet ()

5,.(1) = J; v (x)dx = j: (%x2 +o.x)dx = %ﬁ + %zz (3)

Supone que a la mitad del tiempo de descenso, el montacargas alcanza su maxima
velocidad, de donde concluye que si ¢ = %, entonces ¢,(t) =0. Sustituye estos datos en
(1) y obtiene la ecuacion

3

Eml +c,=0 4

Ademas establece la condicion de que a los tres minutos el montacargas alcanzard una
profundidad de 80 metros, es decir,

5,(3)=-80

y a partir de la ecuacion (3) obtiene una segunda ecuacion:

3’ 3 27 9
—m+—c=—m+—c =-80
6 2 6 2
De esta forma, con esta ecuacion y la (4), obtiene un sistema de dos ecuaciones con dos

incognitas

5 m,+c, =0
27 9
?ml + ECI =-80
de donde obtiene los valores para los parametros:
. 160 320
= —_—— m, =——
1 3 y 1 9
Sustituyendo en las ecuaciones (1), (2) y (3) obtuvo
a,(t) = %got _160 m/min’
160 160 .
v (8) = — ¢’ ———¢ m/min
9 3
160 , 80 ,
t)=—1 t
S0="71 73
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Ahora bien, para definir el segundo pedazo de las funciones (de 3 < 7 < 6), basandose en
la grafica de q,, decide reflejar verticalmente con respecto a la recta t=3;
analiticamente hace primero lo siguiente

a,()=aB-(t-3)=a6-1

Aplica el mismo razonamiento para encontrar vz(t) y sz(t), y posteriormente presenta
las tres funciones

a,(t)=a,(6-1)
v,(t) =v,(t - 6)<—aqui tiene un error
8,() =5,(6-1)
Y sus gréficas:
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El procedimiento que sigue lo lleva a conseguir un buen candidato para s(¢), aunque
parte de la premisa incorrecta de suponer que las tres funciones son simétricas con
respecto a la recta vertical x = 3. Bastaba con definir s(#) a partir de s, y s, tal y como
lo hace ¢l, y luego simplemente derivar para calcularv(z) y a(z). En la siguiente grafica
mostramos el modelo propuesto por Sebastian con la version correcta de la derivada:
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Es un buen modelo en el que facilmente se puede cambiar la profundidad y el tiempo
total del ascenso y descenso: basta establecer el tiempo de descenso y la profundidad
deseada en la ecuacion (5), es decir

s(t,) =P
donde los parametros?, y P son el tiempo que tarda el montacargas en descender y la
profundidad deseada, respectivamente.

Podemos ver que Carmen y Sebastian se aproximaron con estrategias y técnicas muy
distintas entre si. En la siguiente figura mostramos las graficas de los dos modelos, la de
Carmen en linea punteada y la de Sebastian en linea continua.

20 —

—20
Sebastian

—40

—60

—-80

I

—100

Conclusiones

Los resultados de este experimento exploratorio dan evidencia de que hace falta insistir
en el andlisis cualitativo de la situacion que se estd modelando. Asi disefiada, la
actividad definitivamente invité a los alumnos a usar polinomios, toda vez que el
modelo original propuesto pertenece a dicha familia de funciones. Nos cabe ahora la
inquietud de pensar, con mas ambicion, en la posibilidad de que los alumnos cuenten
con una variedad mas amplia de familias de funciones, aunque por supuesto esto
requeriria del correspondiente entrenamiento previo para los alumnos.

Monz6 y Puig (en prensa) sefialan la importancia del conocimiento de diversos tipos de
funciones, ya que este tipo de conocimiento desempefia un papel importante al
momento de decidir qué tipo de funcidén serd la que se use como modelo. Sefialan
también la importancia del conocimiento de las formas candnicas, por el significado de
sus parametros y los efectos que se producen al introducir variaciones en sus valores, lo
cual resulta muy apropiado para sustentar las intenciones de nuestro trabajo.

Para nuestra actividad del montacargas, se podrian considerar, por ejemplo, la familia
de las trigonométricas. Las funciones seno y coseno tienen la forma basica que se esta
buscando para el montacargas. Por ejemplo, podriamos proponer el modelo original
definido por

f(t)=50 sen (Zt + 72[) - 50; 0 andlogamente, f(¢) =50 cos (Zr) -50.

Y a través de un correcto manejo de los parametros —que, dicho sea de paso, es el
objetivo de nuestra investigacion— podemos transformar la amplitud y el periodo, en

este caso de la funcion f(¢) = a sen(bt —c) + d [andlogamente, f(f) = a cos(bt —c)+d]
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para conseguir las mejoras requeridas al modelo. De esta manera, incrementariamos las
opciones para elegir un modelo mas eficiente.
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