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Resumen. La ensefianza y el aprendizaje formalizado de los nimeros irracionales en la formacion inicial de profesores de
secundaria son problematicos. Un anélisis histdrico y epistemoldgico de la nocion de niimero irracional, sirve de base para
enmarcar un estudio empirico, con estudiantes para profesor, que indaga el proceso de construccién de la nocion de
cardinalidad del conjunto de los niimeros irracionales y la densidad de ™, [J en I, El estudio se realiza por medio de

algunos elementos tedricos del enfoque ontosemidtico del conocimiento de y de la instruccion matematicos. La
identificacién, por parte del estudiante, de la cardinalidad de conjuntos infinitos, hace posible la emergencia de fenémenos
relativos a los cardinales transfinitos, determindndose diferentes tipos de errores y conflictos cognitivos.

Palabras clave: irracionales, cardinalidad, densidad, conflictos semidticos

Abstract. The process of formally teaching and learning irrational numbers to future secondary school teachers is
problematic. A historical and epistemological analysis of the notion of irrational number is basic for framing an empirical
study with prospective teachers, to explore the process of construction of the notion of cardinality of the set of irrational
numbers and density of IR % {0l en E. The study was performed using some theoretical elements of the ontosemiotic

approach to mathematical knowledge and instruction. Cardinality of infinite sets is identified by students, providing
phenomena related to transfinite cardinals and determining several types of errors and cognitive conflicts.
Key words: irrational, cardinality, density, semiotic conflicts

Motivacion inicial y complejidad cognitiva

El proceso de construccion de la nocidn de cardinalidad del conjunto de los nimeros irracionales
y la nocién de densidad son problematicos (Vamvakoussi y Vosniadou, 2004). Asimismo, la nocion
de densidad se relaciona fuertemente con la de continuidad funcional, donde emergen nuevas
dificultades para la apropiacién por los estudiantes. (Merenluoto, 2004).

Por otro lado, Reina, Wilhelmi y Lasa (2012) realizan un analisis histérico de la evolucion de la
nocion de numero irracional, determinando diferentes significados parciales asociados a dicha
nocion. Estas configuraciones permiten a los autores describir el funcionamiento del nimero
irracional en distintos libros de texto de secundaria y la planificacion de procesos de estudio
relativos a la nocion.

Otro aspecto clave es la identificacion, por parte del estudiante, de la cardinalidad de conjuntos
infinitos, donde se han identificado diversos fenémenos didacticos, tales como los de

aplastamiento y dependencia (Arrigo y D’Amore, 1999; 2002; 2004).
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Aqui, el objetivo es la determinacion de diferentes tipos de errores (Wilhelmi, 2009) y de
conflictos semidticos por los estudiantes de profesorado en los resultados del cuestionario
empleado en la experimentacion.

Un conflicto semidtico es cualquier disparidad o discordancia entre los significados
atribuidos a una expresion por dos sujetos (personas o instituciones). Si la disparidad se
produce entre significados institucionales hablamos de conflictos semidticos de tipo
epistémico, mientras que si la disparidad se produce entre practicas que forman el
significado personal de un mismo sujeto los designamos como conflictos semiéticos de tipo
cognitivo (Godino, Bencomo, Font y Wilhelmi, 2007, p.228).

Para abordar este objetivo se propone la resolucién de un cuestionario a futuros profesores de
matematica del sur de Mendoza, Argentina, y se discuten los resultados (seccion 4). Antes, en la
seccion 2, se hace una breve aproximacion histérica y epistemologica de las nociones
matematicas involucradas. En la seccion 3 se describen las restricciones epistemologicas,
cognitivas y de ensefianza en procesos de estudio relativos al nimero irracional. El trabajo

termina con una breve sintesis e implicaciones para la ensefianza.
Problematicas epistemoloégicas e histéricas asociadas a conjuntos infinitos

El cardinal de un conjunto es la caracteristica que determina el nimero de elementos que éste
tiene. Por ello, en Teoria de Conjuntos se define el nimero tres, por ejemplo, como la
caracteristica comun de todos los conjuntos con tres elementos. De esta forma, al menos
formalmente, para determinar si dos conjuntos con un nimero finito de elementos tienen el
mismo cardinal es suficiente contar sus elementos. Sin embargo, si el conjunto es infinito, esta
estrategia carece de sentido, puesto que no es posible “contar”, en el sentido clasico y escolar del

término, el nimero de elementos de un conjunto infinito.

Dos conjuntos A y B son coordinables, o equipotentes, y se escribe A~B si, y sélo si, existe

una funcién uno a uno F cuyo dominio es el conjunto A y cuyo recorrido es el conjunto B

(Apostol, 1996, p.46).

Esta nocion de coordinabilidad permite observar, por ejemplo, que el conjunto P de los nimeros
enteros pares y el conjunto £ de los nimeros enteros tienen el mismo cardinal. Esto resulta
paraddjico en el contexto de los conjuntos finitos, puesto que desde los Elementos de Euclides se
sabe que: “El todo es mayor que la parte”. De hecho, la diferencia principal entre los conjuntos
finitos e infinitos “es que un conjunto infinito puede ser semejante a alguno de sus subconjuntos
propios, mientras que un conjunto finito nunca podra ser semejante a uno de sus subconjuntos

propios” (Apostol, 1996, p.47).
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Ademas, desde Cantor sabemos que existen distintos “cardinales transfinitos”. El cardinal de los
conjuntos numerables (coordinables con M) se denota mediante el simbolo: Xo. Puede
demostrarse que el conjunto de los nimeros racionales @} es numerable, pero que el conjunto de

los nimeros irracionales B\ no lo es. Asi:
Card(Z¥) = Card(Z) = Card(P) = Card(@) = Xo

Cantor estudi6 si los conjuntos M, de los nimeros naturales, y &, de los nimeros reales, son
coordinables. La respuesta implicé la nocidon de completitud de IE. Se demuestra que los

conjuntos B\I} y IR tienen el mismo cardinal. Se dice que el cardinal de IR es la potencia del

continuo, se denota c o X . Asi:
Card(B\Q) = Card(R) = c =¥,

Con otras palabras, IR no es numerable debido a la existencia de los numeros irracionales. Ain
mads, se demuestra que cualquier intervalo (a, b) en IE, a < b, tiene por cardinal la potencia del
continuo (Card((a, b)) = ¥1). Esto se debe a que el conjunto de los nimeros irracionales es denso

en & (laffei, 2008).

Estos aspectos condicionan los procesos de ensehanza y aprendizaje asociados. Estamos aqui

interesados en determinar los errores y su tipologia (figura I).

Recurrente — Obstaculo
Reproducible

Error No anecdético . No recurrente
No reproducible
Anecdético
Fracaso

Figura 1: Tipologia de errores (Wilhelmi, 2009, p.8
Restricciones epistemologicas, cognitivas y de ensefanza

En esta seccion se concretan algunas de las nociones didacticas introducidas en la seccion anterior
a procesos de ensefianza y aprendizaje de los nimeros irracionales. Asi, los objetos primarios

involucrados son:

% Lengugje. Simbolos tipo-letra correspondientes a los conjuntos numéricos, inclusion,

flechas indicando una aplicacion biyectiva, diagramas de Venn.

% Situaciones. Comparacion de infinitos.

7

« Definiciones. Conjunto; cardinal de un conjunto finito, infinito; nimero natural, entero,

racional, irracional (trascendente o algebraico); densidad de la recta real; probabilidad.
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7

¢ Proposiciones. Proposiciones relativas al calculo de probabilidades en conjuntos continuos

(la probabilidad de obtener un valor determinado de un conjunto continuo es cero, etc.).

7

¢ Procedimientos. Coordinacion de conjuntos infinitos; calculo de probabilidades en conjuntos

continuos. Media aritmética entre dos nimeros a y b con a<b.

7

¢ Argumentos. Justificar la igualdad de cardinal de los naturales, enteros, racionales e
irracionales algebraicos; refutar la igualdad de cardinal de los irracionales algebraicos y
trascendentes; justificar la igualdad de cardinal de los intervalos reales. Demostrar la

densidad del conjunto B, .

Es normal que los estudiantes sientan contradicha su intuicion. El aprendizaje del universo finito,
con sus relaciones y funcionamiento, se ha logrado a lo largo de muchos anos y no sin dificultad.
Asi, antes de la aparicién del infinito matematico, los procedimientos aritméticos, algebraicos y
geométricos han mostrado su utilidad y eficacia en la resolucion de una amplia gama de

problemas.

Lo que hemos tratado en este apartado refleja la complejidad asociada a la construccion de la
nocion de nimero irracional en donde el infinito matematico aparece como un objeto que incide
fuertemente en otras nociones asociadas a dicho conjunto, a saber, numerabilidad, cardinalidad y

densidad de R*Y [ en IR junto a las nociones de continuidad numérica, geométrica y funcional

(figura 2)

Infinito Actual

Figura 2: Interrelacion entre el infinito matemético y la nocion de nimero irracional

Los nimeros irracionales se presentan entonces no sélo como un “paso obligado” para la
apropiacion de otras nociones como la de limite funcional sino como un objeto de gran

complejidad para su ensefianza y aprendizaje aln en niveles superiores
Experimentacion

En la busqueda de posibles conflictos epistémicos y cognitivos, se plantea a estudiantes un
cuestionario individual de diez preguntas: comparacion de conjuntos numéricos (naturales, pares,
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enteros, racionales e irracionales; 4 items), comparaciéon de conjuntos numéricos e intervalos
(intervalo [0,1], 3 items), y cuestiones tedricas referentes a definiciones (niUmeros algebraicos y

trascendentes, densidad y definicién de cardinal; 3 items).

Se realizé primero un estudio piloto con cuestiones de comparacion de cardinales de conjuntos e
intervalos (grupo A). A continuacion, se complementé el cuestionario con las cuestiones tedricas

sobre definiciones (grupos B-D) (Tabla I).

A 16

2

2 9
3 6
4 6

Tabla 1: Descripcién de la muestra
Algunos resultados en la comparacion de cardinales

El anadlisis de las respuestas incorrectas permite identificar algunos obstaculos identificados por
Arrigo y D’Amore (2004), como la dependencia de los cardinales infinitos o el aplastamiento. En la
figura 3 el estudiante utiliza una imagen visual en la argumentacion, marcando una cuestion de

tamanos (“los dobla en cantidad a los de los naturales”).

2. (Entre el conjunto de los nimeros naturales y el conjunto de los nimeros
enteros,;cudl tiene mayor cantidad de elementos?,;, por qué?.
€l conyto o los p®enteres por € a0/mal E o5 Scleda &
. )\, Bada los e (o patualie;

Figura 3: Dependencia de los cardinales infinitos

El mismo estudiante no distingue el infinito numerable del continuo (“@ y [0,1] tienen igual
numero de elementos”). La asimetria de cardinales infinitos por inclusién, es decir, la nocién
conjuntista de inclusion utilizada para determinar si un conjunto tiene mayor cantidad de
elementos que otro, se erige en obstdculo para la adquisicion de la nocion de numerabilidad de un

conjunto o la de coordinabilidad con el conjunto M (figura 4).

‘2. ;Entre el conjunto de los nimeros naturales-y el conjunto de los numeros
enteros,;cudl tiene mayor cantidad de elementos?,;, por qué?.

el C.oner\\'o de los numerm enterce. N e Z

Figura 4: Asimetria de cardinales infinitos por inclusion

En la tabla 2 se presentan los fenomenos observados en el item 2 (ver figura 4) por grupos. En el

grupo D, es visible el fenédmeno de asimetria de cardinales infinitos por inclusion.
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S e e
Fenomeno de aplastamiento 0

Fenémeno de dependencia 2 2 0 0
Fenémeno de asimetria de cardinales por inclusion 8 7 0 5

Tabla 2: Aparicion de fendmenos en el item 2, por grupos

En las respuestas 3-6, se manifiesta de forma variable la alternancia de los fendmenos descritos
anteriormente. Al comparar el conjunto de los niimeros irracionales con el intervalo [0,1], un
estudiante afirma que “aunque en el intervalo haya infinitos (nUmeros) no supera al gran conjunto
(en referencia al conjunto de los nimeros irracionales)”. El item 10 muestra el grado de
conocimiento de la definiciéon de conjunto infinito entre los estudiantes de los grupos C y D. El

conocimiento no es estable en el grupo (tabla 3).

T euec | awen

Tabla 3: Conocimiento de la definicion de conjunto infinito
Algunos resultados de las cuestiones teéricas

Las respuestas sobre la densidad de R4{J en R son incorrectas en su prictica totalidad, a

excepcion de un uUnico estudiante del grupo D (tabla 4).

Bt ros nimaros ana recaral e o son ol
CPoesnmowondo :
C Sedmoprwe

Tabla 4: Respuestas al item 9, grupos B, Cy D

Estas respuestas muestran una conceptualizacion inestable de la nocién de densidad de R )

en &, junto con serios conflictos epistémicos en los cuales una correcta intuicion se argumenta a

través de una nocién improcedente (figura 5).

[e)}
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9. {Es denso el conjunto de los nimeros irracionales? ;Por qué? ;Podria dar un
argumento matematico?

(Grupo B) “Si, porque es infinito. Porque no existe intervalo natural inicial con el cual se
pueda dar una funcion inyectiva, o sea, finito.”

(Gr. B) “Si, porque no se pueden convertir nunca en fraccion”.

(Gr. C) “No es denso, porque el conjunto de los nimeros irracionales no es cerrado”.
(Gr. D) “Entre un intervalo [1,2] hay infinitos.”

(Gr. D) “No es denso, ya que existen niimeros en la recta que no son irracionales.”

(Gr. D) “No, porque para que un conjunto sea denso debe haber entre dos nimeros
infinitos numeros.”

Figura 5: Respuestas al item 9

Asi, algunas de las respuestas dadas por los estudiantes, representativas del significado personal
atribuido por éstos a los objetos matematicos involucrados en las tareas propuestas, son las
siguientes:

7

¢ Densidad e infinito matemdtico. La cardinalidad del conjunto infinito es equiparable a las

nociones de densidad e infinito matematico: “conjunto infinito equivale a conjunto denso”.
% Densidad y definicion de racional. La densidad como una propiedad de los nimeros no
racionales (“es denso porque no se pueden convertir nunca en fraccion”).

*

% Densidad y completitud. La completitud de R y la manipulacién del modelo grafico lineal es

problematica: “no es denso porque existen nimeros en la recta que no son irracionales”.
R/

% Densidad y conjunto cerrado. Las nociones de conjunto acotado y conjunto cerrado

interfieren en la nocion de densidad: “no es denso porque no es cerrado”, “hay infinitos

en [1,2]".
Sintesis e implicaciones para la ensefianza

Los futuros profesores necesitan conocer con profundidad las propiedades del numero irracional
para poder ensefar su construccion viable y eficaz. La emergencia de errores reproducibles y en
muchos casos recurrentes, plantea la necesidad de un tratamiento a largo plazo. En el estudio, se
observa, ademas de los fendmenos de aplanamiento y dependencia, el de “asimetria de cardinales

infinitos por inclusion”.
La fundamentacion teérica y el contraste experimental permite concluir que:

% Los significados personales de los estudiantes sobre el concepto de cardinalidad de un
conjunto infinito se presenta inestable o no se presentan; en general, tales significados se

hallan ligados a la problematica del infinito actual.
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‘0

% La nocidn de cardinalidad es la que mayores dificultades presenta. La manifestacion de
conflictos epistémicos y cognitivos, en las respuestas de los estudiantes, introduce una

gama de errores que atraviesa las respuestas de los estudiantes.

¢ Los futuros profesores no lograron un conocimiento que les permitiera zanjar el problema
de la distincién entre las cardinalidades de los conjuntos infinitos, sefa de esto ultimo es
la manifestacion de fenomenos de tipo didactico como los de dependencia, aplastamiento

y asimetria de cardinales infinitos por inclusion.

% La nocion de infinito potencial parece actuar en forma resistente ya que no permite
emerger la nocién de infinito actual presente en la cardinalidad del conjunto de los

numeros irracionales.

¢ La nocion de densidad se presenta también inestable o no es parte de la significacion
personal de los alumnos, siendo un problema para la construccién de la nocidon de numero

irracional.
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