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Resumo

Com a corrente da Matematica “Moderna”, tanto a Geometria como a Teoria dos
Numeros ficaram relegadas a segundo plano nos curriculos da Matematica no Brasil,
nos ultimos anos a Geometria voltou a recuperar sua forca e importancia, porém nao
ocorreu o mesmo com a Teoria dos Numeros, talvez por ndo ter se encontrado um meio
termo para sua apresentacdo como simples receitudrio ou, porque, seu ensino mais
profundo apresenta muitas dificuldades de compreensao, tanto para os professores como
para os alunos. O trabalho aqui proposto objetiva analisar o processo de ensino e
aprendizagem dos conceitos elementares da Teoria dos Numeros.
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Introduciao

Assim como houve um enorme desenvolvimento da Matematica nas ultimas
décadas, também cresceram as dificuldades em ensinar Matematica. Um dos problemas
apresentados pelos alunos esta em aplicar os conceitos de aritmética, principalmente os
tdpicos de divisibilidade, méximo divisor comum e congruéncia com niimeros inteiros.

Entre os obstaculos encontrados pelos professores de Matematica na
transposicdo didatica dos conceitos citados, ¢ que s3o importantes para o
desenvolvimento do pensamento aritmético, podemos destacar a falta de modelos, pois
cada problema se resolve de um modo, além disso, ¢ muito raro encontrar atividades
didaticas aplicaveis no Ensino Basico.

Para Lins e Gimenez (1997) a aritmética escolar ndo muda porque o curriculo
tradicional indica o que se deve ensinar na escola e os professores sdo submetidos a uma
enorme pressdo dessa tradi¢do. Afirmam também, os autores, que a aritmética propde
um sentido integrador que permite resolver problemas diversos, assim as técnicas e
regras deveriam servir para solucionar problemas.

Mobilizados ¢ motivados por essa necessidade, investigamos ¢ elaboramos
atividades didaticas referentes a Teoria dos Numeros, area da Matematica que estuda a
relagcdo entre os Numeros Inteiros. Essas relagdes podem ser desenvolvidas de forma a
estimular nos alunos o interesse pela Matematica, aprimorando o raciocinio logico e
ampliando a compreensdo dos conceitos basicos para o refinamento do pensamento
aritmético, fazendo com que os mesmos desenvolvam a capacidade de manipular
conceitos e propriedades de forma clara e objetiva.

Porém, para que a Teoria dos Numeros ganhe espago nos curriculos escolares
torna-se de fundamental importancia que haja um espaco de discuss@o e reflexdo nos
cursos de Licenciatura de Matematica, possibilitando que os futuros professores
desenvolvam a capacidade de realizar a transposi¢io didatica necessaria de tais
conceitos para o Ensino Bésico.
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Teoria dos Numeros

A aritmética ¢ uma ciéncia de todos os tempos, provém do vocabulo
ARITHMOS, que significa nimero. E a ciéncia na qual se estudam as propriedades e
relagdes entre os numeros. O objetivo central dessa teoria ¢ o estudo das propriedades
dos numeros inteiros. Essa Teoria aparece como ferramenta em diversas areas da
Matematica, como: Probabilidade, Algebra, Sistemas Dinamicos, etc., servindo de
alicerce para resultados significativos.

Muitos resultados dentro dos campos, da Matematica, citados acima, que eram
bastante complexos, obtiveram caminhos abreviados com a utilizagdo dos principais
conceitos da Teoria dos Numeros. Sdo trés os principais ramos em que se divide a
Teoria dos Numeros: Teoria Elementar, Teoria Analitica e Teoria Algébrica.

Um pouco da histéria da Teoria dos Nimeros

E na Grécia que primeiro identificamos a Teoria dos Numeros tal como a entendemos
hoje em dia. Foram os pitagoricos que estudaram as relagdes entre nimeros do ponto de
vista que hoje chamamos Teoria dos Numeros, a aritmética era o estudo das
propriedades fundamentais dos Numeros Inteiros, dominio dos comerciantes ¢
profissionais da época ¢ a logistica ¢ o que chamamos de aritmética nos dias de hoje.
Entre os problemas da Teoria dos Numeros abordados pelos gregos antigos
estao:
e calculo do maximo divisor comum entre dois nimeros;
e a determinagdo dos nimeros primos menores que um inteiro dado;
e a demonstragdo de que hd uma infinidade de numeros primos.
Entre os principais estudiosos dessa teoria podemos citar Euclides de Alexandria
(330 -275 a.C), gedometra grego, professor de Matematica a convite do entdo imperador
da parte egipcia da Grécia Antiga: Ptolomeu I. Organizou a obra monumental “Os
Elementos”, composta de 13 livros. Os livros VII, VIII e IX estdo dedicados a Teoria
dos Numeros. Os conceitos numéricos estdo expressos em uma linguagem geométrica,

Euclides se refere a um niimero como um segmento 4B, utilizando expressdes do tipo
“mede A” ou “esta medido por” no lugar de é “divisor de” ou é “multiplo de”.

Varios outros matematicos gregos estudaram problemas da Teoria dos Numeros.
Destes o mais importante foi sem duvida Diofanto. Sua Aritmética, escrita por volta de
250 d.C., trata principalmente da solucdo de equacdes indeterminadas com coeficientes
inteiros.

Embora a Matematica tenha sido intensamente estudada por outros autores
gregos, € posteriormente arabes, indianos e europeus; a Teoria dos Numeros caiu em
esquecimento até o século XVII.

Bachet, em 1612, publicou o texto original em grego da Aritmética de Diofanto,
juntamente com uma traducéo latina, que era a lingua usada pelos eruditos europeus da
época.

Entre 1621 e 1636 o francés Pierre de Fermat, magistrado da corte de Toulouse,
adquiriu uma copia deste livro. Fermat leu o texto de Diofanto, anotando na margem as
idéias que lhe ocorriam. Isto marcou o inicio do interesse de Fermat em Teoria dos
Numeros, que posteriormente se expressou em uma torrente de resultados importantes.

Fermat nasceu em 1601, e era um magistrado por profissdo e ndo matematico.
Na verdade poucas pessoas viviam de Matematica naquela época. A comunicacio entre
0s matematicos também era precaria, ndo haviam revistas especializadas. A primeira
revista dedicada a Matematica so foi criada em 1794. A comunicac¢do era conduzida
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principalmente através de cartas, com algumas pessoas servindo de centros difusores
dos novos resultados.

O mais famoso divulgador dos resultados obtidos na Matematica foi o frade
francés Marin Mersenne. Muito amigo de alguns dos maiores matematicos da época,
como Descartes, Pascal ¢ o proprio Fermat, Mersenne logo comunicava a toda a
“Republica de Letras” as novidades matematicas que chegavam ao seu conhecimento.

Foi na forma de cartas enviadas a Mersenne e a outros matematicos
contemporaneos que boa parte da obra de Fermat ficou conhecida. Depois da morte de
Fermat em 1665, coube a Samuel Fermat, filho de Fermat, coletar e publicar a obra de
seu pai, dispersa em cartas e anotagdes. Ele comegou com a publicacdo da Aritmética de
Diofanto, incluindo todas as anotagdes feitas por Fermat a margem da sua copia. Destas
anota¢des a mais famosa é o chamado Ultimo Teorema de Fermat: Nio existe solugdo

ndo nula, para a equagdo x" +y" =z", onde n >3 e x, y e z nimeros inteiros. Este

resultado so foi provado em 1995, pelo inglés Andrew Wiles, mais de 300 anos depois
de ser anunciado por Fermat.

O sucessor de Fermat foi o suico Leonhard Euler, que nasceu em 1707, quarenta
e dois anos depois da morte de Fermat. Euler publicou uma obra matematica imensa,
tendo contribuido para quase todas as areas da Matematica pura e aplicada existentes no
século XVIII. Euler ndo foi professor de nenhuma universidade, mas esteve ligado a
academias cientificas na Alemanha e na Russia. Essas academias eram, na verdade,
instituicdes de pesquisa, cujas atas publicavam primordialmente as contribuigdes
cientificas de seus membros.

O interesse de Euler em Teoria dos Numeros teve inicio em sua correspondéncia
com Christian Goldbach, foi através dele que Euler chegou a obra de Fermat. Em sua
primeira carta a Euler em 1729, Goldbach acrescenta o seguinte PS: Vocé conhece a

observagdo de Fermat de que todos os nimeros 2% +1 séo primos? Ele disse que ndo
sabia prova-la; nem ninguém conseguiu fazé-lo, que eu tenha conhecimento.

Euler reage com ceticismo e ndo demonstra muito interesse, mas Goldbach nao
desiste e volta ao assunto. Em 1730, Euler comeca finalmente a ler a obra de Fermat.
Nos anos seguintes ele provaria e estenderia grande parte dos resultados enunciados por
Fermat, resolvendo inclusive a questao proposta por Goldbach.

Através de seus trabalhos Euler popularizou a Teoria dos Nimeros como Fermat
ndo havia conseguido.

Podemos destacar dos estudos de Goldbach a famosa conjectura que afirma:
“Todo niimero par maior que 2 pode ser decomposto na soma de dois niimeros primos”.
Este resultado ndo foi provado até os dias de hoje.

Porém o desenvolvimento sistematico da Teoria dos Niimeros so6 teve inicio com
a obra Disquisitiones arithmeticae do alemao C. F. Gauss, publicada em 1801.

Objetivos

Os objetivos deste trabalho foram: investigar atividades didaticas com os
conceitos iniciais da Teoria dos Numeros; analisar o processo de ensino e aprendizagem
desses conceitos, investigando como realizar a transposi¢do didatica para o Ensino
Basico.

Exemplos de atividades para o Ensino Basico

Com o objetivo de que a Teoria dos Numeros ganhe espago nos curriculos
escolares, apresentamos exemplos da utilizagdo dessa teoria no processo de ensino e
aprendizagem da Matematica.
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1 Adivinhando o algarismo suprimido
Pede-se para alguém pensar em um nimero de varios algarismos ¢ somar esses
algarismos. Em seguida pede-se que a pessoa subtraia a soma do numero pensado. A
pessoa deve entdo ocultar um algarismo desse ultimo resultado obtido e informar o
valor da soma dos algarismos restantes. Com isso o proponente da brincadeira
“adivinha” o algarismo que foi ocultado.
Exemplo: Numero pensado, 4 = 5436789
A—S=5436789 — (5+4+3+6+7+8+9) = 5436789 — 42 = 5436747
A pessoa oculta, por exemplo, o algarismo 7 e fornece a soma dos outros que ¢
5+4+3+6+7+4 =29. Como a soma de todos os algarismos deve ser um multiplo de 9,
“adivinha-se”’que o algarismo ocultado ¢ 7, uma vez que 29 + 7 = 36.
Justificamos o fato acima através da seguinte proposigéo:
Proposi¢do: Seja A um numero natural formado pelos algarismos
a,a,...a,entdo A— S ¢ um multiplo de 9, onde S = a; +a, +...+a,.
Demonstracdo: A prova utiliza a representacdo decimal do nimero A:
A=10""a; +10"%ay +..+10a,,, +a, , logo,
A-S= IOn'lal +10™2 ay +..+10a, +a, -(a; +ay +..+a, +a,),

A-S = (10"'1 -l)al +(10”'2 -1)02 +..4+9a,_, que é um multiplo de 9.

2 Escrevendo o niimero 20

Solicita-se ao aluno que escreva o numero vinte, usando as quatro operagdes € 0s
algarismos, um de cada vez. Por exemplo: 4 + 4+ 4 + 4 + 4 = 20.

No primeiro momento o aluno deve buscar alternativas de resposta sozinho ou
com seu colega, depois o professor deve solicitar que busque uma generalizag@o para a
atividade. O que se percebe é que:
Utilizando o nimero 1 temos: (11+11-1-1):1=20
Utilizando o nimero 2 temos: (22 +22-2-2):2=20
Utilizando o niimero 3 temos: (33 +33-3-3):3=20
Utilizando o nimero 4 temos: (44 +44 —4-4):4=20
Utilizando o numero 5 temos: (55 +55-5-5):5=20
Utilizando o ntimero 6 temos: (66 + 66 —6-6) : 6 =20
Utilizando o numero 7 temos: (77 +77—-7-7):7=20
Utilizando o niimero 8 temos: (88 + 88 —8-8):8=20
Utilizando o numero 9 temos: (99 +99-9-9):9=20

Verifica-se que ¢ possivel escrever a seguinte generalizacdo: dado o algarismo
“a” temos: (aa+aa—a—a):a=20.

3 Numeros de Fibonacci

A seqiiéncia de Fibonacci ¢ definida pela formula de recorréncia f= f, =1,
f& = fi2 + fra paratodo k>2, formando a seqiiéncia 1,1,2,3,5,8,13,21,34,...

fi=fr=1
f3=A11
fa=/rt /3
Ss =131/
M

Jr = Jra T Sk >2
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Os termos da seqiiéncia de Fibonacci chamam-se numeros de Fibonacci. Os
numeros de Fibonacci possuem muitas propriedades importantes e aqui vamos
apresentar duas delas.

3.1 A soma dos »n primeiros nimeros de Fibonacci ¢ igual a f,,, -1, ou seja,
N+t K+fuat Sy = oz -1

Temos

N =13-12

Jo =713

M

ot = Jor1 =S
o = Jova - Fon1-

Somando as n igualdades temos:

N LK+t fn=f-fat fa- 3K+ fpa -t fuva - fosts

NH AR A+ T = a2 - 12

N+ LKA+ S = 2 -1

Aplicacdo Geométrica

Uma possivel interpretagdo geométrica para essa identidade é a decomposicao
de um retangulo de lados f, e f,;; em n quadrados de lados £, /5, f3,..., f,, - Conforme
figura 1.

82 8

12112

32

13

Figura 1
3.2 A soma dos quadrados dos n primeiros nimeros da seqiiéncia de Fibonacci ¢

igual a fnfnﬂs ou Sejas f12 +f22 +f32 +'-'+fn2 l—i_fn2 =fnfnJrl'

Como  f=/f,=1, temos f2=f/f,, € para k>1, temos:
Sefin - Fifva = fe Fen -fk-1)=fk2 , fazendo k=23,..n.

Considerando:

fo=r1-/

f3=T4-72

Ja=Js-13;

M

Sk =Skt = Jia

Temos, /i =/ifi =/ilfiat ~fit) =SSt ~ it

Podemos considerar
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1= fifas
13 =hls-fhs
13 =fafa-fafa

J3 = fafs-fafs
M

fn2—1 :fn—lfn 'fn—lfn—Z;
Fin = Fudwet =S

Somando ordenadamente as n igualdades e simplesmente, temos:

RS+t [+ L= Fafan:
Aplicacio Geométrica

Considerando f2+ £ +...+ £ = £, f,+1 - Multiplicando ambos os membros por

n obtemos: nf;> +afF +..+ 2 = 1S, frrg -
O lado esquerdo representa a soma das areas de n circulos de raios

flﬂfZ’f?w'“fn'

O lado direito é a area de uma elipse de semi-eixos f, € f,-

Conforme a figura 2.
R=3 RS
-1 R=l R=2 =3
XYY X }
Figura 2
Conclusio

Concordamos com Lins e Gimenez (1997) que afirmam que um bom trabalho
aritmético, para a pratica do professor é: reconhecer a necessidade de uma mudanca
curricular que sirva para desenvolver um sentido numérico; integrar diversos tipos de
raciocinios na producdo de conjecturas; assumir o papel dos distintos calculos, que ndo
se reduzam a obtengdo de resultados, e contribuam para aprimorar processos como
planificar, desenvolver estratégias diferentes, selecionar as mais adequadas; fomentar
uma avaliacdo que contemple a regulagdo e o controle constante do processo de ensino
proposto.

Logo, os cursos de Licenciatura em Matematica devem primar por desenvolver
um espago para a discussdo, reflexdo e estudo dos conceitos aritméticos que privilegiem
o desenvolvimento de estratégias para a pratica docente.
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