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Resumen

En el presente escrito presentamos una propuesta para el tratamiento didactico de elemen-
tos tedricos de la geometria euclidiana relacionados con propiedades de los angulos, en un
curso de universitario de geometria plana. Incluimos los enunciados de cinco problemas que
usualmente formulamos a nuestros estudiantes, uno a uno, en el orden en que se exponen
aqui, anadimos informaciéon que ayuda a comprender la intencionalidad de la propuesta y
explicamos como usar las so-luciones dadas por ellos, que se basan en los conocimientos pre-
vios o en ideas intuitivas que poseen, para generar sistemas axiomdticos locales que entran
a formar parte de una organizacién deductiva mas amplia, en construccién.

Contextualizacion de la propuesta didactica

La propuesta se cifie a los fundamentos tedricos que han guiado las investigaciones en torno
a probleméticas relacionadas con la actividad demostrativa (Perry, Camargo, Samper y Rojas,
2006; Camargo, Samper y Perry, 2006) y el uso de la geometria dindmica, como herramienta de
mediacién para el aprendizaje de la demostracién (Camargo, Samper y Perry, 2007), desarro-
lladas por el grupo de investigacién & -G L.

Desde nuestro punto de vista, a través de la actividad matematica desarrollada en torno a tareas
que se proponen relacionadas con un determinado objeto geométrico —los dngulos, en el caso que

'El grupo de investigacién & -G, Aprendizaje y Ensenanza de la Geometria, de la Universidad Pedagégica
Nacional, estd conformado en la actualidad por Carmen Samper, Leonor Camargo, Patricia Perry, Armando
Echeverry y Oscar Molina.
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nos ocupa— los estudiantes logran una apropiacién de lo que significa una organizacién deductiva
de la geometria relacionada con dicho Esas tareas, en las que aprovechamos la mediacién de la
geometria dindmica, impulsan a acciones como: (i) la exploracién de propiedades geométricas,
busqueda de regularidades y solucién de problemas, (ii) la formulacién de conjeturas, (iii) la
practica de la justificacién colectiva de hechos geométricos, y (iv) la organizacién de las justifi-
caciones en demostraciones. Este tipo de acercamiento permite que los estudiantes establezcan
conexiones entre las formas empirica y tedrica de trabajar en geometria y puedan participar
activamente en la construccion y desarrollo del contenido del curso (de Villiers, 2004), confor-
mando una comunidad de practica (Wenger, 2001) cuyo objetivo es aprender a demostrar. Esto
es posible porque desde el comienzo del curso, el profesor explicita y vela por el cumplimiento de
normas sociales relacionadas con la participacion de los estudiantes en la actividad matematica
desarrollada en el curso (i.e., es necesario escuchar a los comparieros; se debe respetar el uso de
la palabra; toda contribucion es importante; la participacion es esencial para generar ideas utiles,
aunque sean erréneas, no apropiadas para el problema en cuestion o apropiada) y de normas
sociomatematicas relacionadas con la validacién del conocimiento matematico que circula en
la clase (i.e., dar el por qué de toda afirmacion que se haga o usar en las demostraciones sélo
aquellas afirmaciones que se han validado dentro del sistema). Vale la pena aclarar la tltima
norma social por su importancia en la dinamica desarrollada. En el primer caso, aun cuando
sean erréneas las ideas sirven para hacer las aclaraciones necesarias, en el segundo, si no son
apropiadas, actiian como catalizadoras de otras ideas que se acercardn mas a las necesitadas, y
en el tercer caso, son precisamente aquellas que permiten resolver la tarea. En un contexto de
tal naturaleza, tanto el profesor como los estudiantes contribuyen a la constitucion interactiva
de situaciones que invitan a demostrar y se enfrentan a ellas como eventos de caracter social e
individual (Goos, 2004; Graven, 2004; Martin y Mc Crone, 2005; Mariotti, 2000).

Admitimos como presupuesto tedrico que la mediacién instrumental tiene efecto sobre el apren-
dizaje. En particular, reconocemos la influencia de los programas de geometria dindmica en
el aprendizaje de la demostracién en geometria. Admitimos, como lo senalan diversos estudios
(Hadas, Hershkowitz, y Schwarz, 2000; Jones, 2000; Laborde, 2000; Mariotti, 2000; Marrades y
Gutiérrez, 2000; Healy y Hoyles, 2001; Arzarello, Olivero, Paolo y Robutti, 2002) que el uso de
programas como Cabri, asociado a tareas que buscan favorecer actividades matemédticas tales
como la produccién de conjeturas, el razonamiento argumentativo y la vinculacién de éste con
la produccién de demostraciones matematicas, puede apoyar la participacién real de los estu-
diantes en la actividad demostrativa. En una dindmica interactiva entre tareas de construccion
geométrica y la practica de la justificacion, se favorece la constitucién de comunidades de préacti-
ca en las que la argumentacion marcada por las reglas de interaccién cotidiana y el razonamiento
deductivo se “gerencian”en forma dialéctica a medida que evolucionan las practicas de la co-
munidad (Duval, 1992 citado en Mariotti, 2000, p. 50). La propuesta se realiza en espacios de
participacion, que podemos describir brevemente de la siguiente manera:

Espacios de resolucidon de problemas. En tales espacios, en forma individual o en grupos pequenos
y apoyados en el uso de la geometria dindmica, los estudiantes trabajan en la solucién de situa-
ciones problema de indole geométrica. Este trabajo incluye no sélo la construccién de figuras,
la exploracion de éstas y la formulacion de conjeturas, sino también el esbozo de unas primeras
ideas para la justificacion de dichas conjeturas, ideas que posteriormente se revisan y desarrollan
colectivamente para lograr la correspondiente demostracién en el marco del sistema axiomatico.

32



GEOMETRIA DINAMICA

Espacios de “conversacion instruccional”® entre el profesor y los estudiantes. En dichos espa-

cios, el profesor como miembro experto de la comunidad guia el desarrollo de la teoria —lo que
usualmente seria objeto de ensenanza directa — hablando con uno o varios estudiantes, a partir
de las propuestas que hacen ellos como solucién de los problemas. Asi se construyen y negocian
significados compartidos.

Espacios de discusion matemdtica entre estudiantes o como comunidad en donde el profesor
es un miembro mds (Mariotti, 2000). Estos espacios de interaccién tienen lugar después del
trabajo individual o en grupos pequenos y su finalidad es crear una porcién organizada del
sistema axiomatico correspondiente a una teméatica completa, a partir de los resultados que
han obtenido los estudiantes al trabajar los problemas abiertos. La discusién matematica se
diferencia de la conversacién instruccional en que la responsabilidad por culminar exitosamente
la tarea recae sobre la comunidad en general; el profesor es apenas un miembro mas y no
tiene papel protagénico alguno. En la conversacién instruccional el profesor tiene una meta, no
siempre explicita para los alumnos, y las preguntas o comentarios que hace son instrumento para
encausar los sucesos hacia esa meta.

La propuesta didactica

A continuacién, para cada problema precisamos qué intencion especifica nos mueve a plantearlo.
Ademas, mostramos, a través de un esquema, una posible estructura del sistema axiomadtico
local comprometido en su solucién, es decir, presentamos de manera interrelacionada tanto
los elementos del sistema que se requieren para abordar el problema como los que surgen como
necesidades tedricas en el curso de la actividad y que se deben introducir para poder solucionarlo.

Problema 1: Dados ZABC y ZACB. Describa: ZABC N LACB.

Con este problema se pretende motivar una conversacion instruccional sobre qué es un angulo,
conversacién que debe concluir con el establecimiento, dentro del sistema axiomatico que se
estd construyendo, de la definicién de tal objeto geométrico.

Consideramos que el problema planteado pone en juego la nocién que los estudiantes tienen de
angulo, la cual no necesariamente coincide con la que nosotros usualmente adoptamos en el curso
de Geometria Plana, que corresponde a la que dio Hilbert, en el ano 1899: la union de dos rayos
con el mismo extremo, que pertenecen a dos rectas diferentes. Suponemos que en las soluciones
de algunos estudiantes, la nocién de dngulo puesta en juego estd relacionada con la definicién
que al respecto dio Arnauld, alrededor del ano 1667: parte de un plano comprendida entre dos
semirrectas que tiemen origen comun. Sea que la respuesta de algin estudiante corresponda o
no con la nocién de angulo de Hilbert, con la de Arnuald o con la de Euclides, siglo IV a.C.:
la inclinacion de una recta sobre la otra, en la conversacién se hacen explicitas las diferentes
definiciones que en el transcurso de la historia se han manejado, poniendo de manifiesto cuan
disimiles son los respectivos objetos a los que hacen referencia: inclinacion refiere a un ntmero,
parte de un plano refiere a una regién, y unién de dos rayos refiere a una figura geométrica. Para
promover la conversacion sobre dngulo preferimos un problema que ponga en juego la nocién en

2Tharp y Gallimore (1988, citados en Forman, 1996) usan el término conversacidn instruccional para referirse a
los discursos de la clase que permiten la construccién conjunta de significado por parte de profesores y estudiantes.
En este tipo de interaccién se percibe un modelo de conversacion realizada en lengua natural en la cual los miembros
mas experimentados de una cultura, instruyen a los menos experimentados, a través del didlogo.
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vez de pedir directamente que se dé una definicién pues seria posible que un estudiante, o bien,
recitara de memoria un enunciado correcto sin la suficiente comprension, o bien, pudiera no tener
el respectivo vocabulario para comunicar su idea aunque tuviera una comprension adecuada.
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requisre de
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Esquema 1: elementos del sistema axiomatico generado al abordar el Problema 1

Una vez logrado un acuerdo sobre la definiciéon de dngulo se entra en un proceso de ir hacia atras
(de remontarse al origen), para revisar significados y precisar definiciones y propiedades de los
objetos geométricos sobre los que se basa, directa e indirectamente, la definicién adoptada de
angulo. Por tal razon, en esta actividad hemos llamado nicleo del sistema azxiomdtico local al
objeto dngulo. Asi, puesto que angulo es la unién de dos rayos que cumplen dos condiciones,
se hace necesario definir rayo?; a su vez, para definir rayo se hace necesario definir segmento y
para definir segmento es necesario definir la relacién de interestancia entre tres puntos. Como
elementos para la conversacién instruccional que se realiza en torno a este problema, se plantean
preguntas con la intencién de hacer aflorar las imagenes conceptuales y de cuestionarlas o de
reforzarlas, y, desde la teoria, hacer validas dichas imagenes. Especificamente las preguntas que
frecuentemente proponemos son: squé quiere decir que un punto estd entre otros dos puntos?;
stiene un segmento mds de dos puntos?, ses un rayo diferente a un segmento? A partir de
la conversacion, se introducen el Segundo y Tercer teoremas de interestancia, que pueden de-
mostrarse gracias al Primer teorema de interestancia y el Postulado de correspondencia puntos
en recta-ntimeros.* Es asf como se genera la primera porcién de un sistema axiomético local
cuya construccién se hace a partir de la nocién de dngulo y que estda conformado por cuatro
definiciones, tres teoremas de interestancia y el Postulado de correspondencia puntos en recta-

3La lista de postulados, definiciones y teoremas que se mencionan se encuentra en el Anexo.
4E] sistema axiomético en que se fundamenta esta propuesta es una modificacién del conjunto de postulados
propuesto por George Birkhoff (1884-1944).
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ntumeros. En el Esquema 1, se explicitan los elementos del sistema axioméatico local y se destacan
las relaciones de dependencia entre ellos.

Problema 2: Dado un éngulo A en Cabri® construya un dngulo congruente al dado, usando
solo herramientas que han sido validadas a partir de la teoria. ;Qué le permite garantizar que
son congruentes?

Para comenzar, hacemos dos aclaraciones con respecto al uso de la geometria dinamica. Por una
parte, la norma aqui impuesta de usar sélo herramientas que hayan sido validadas a partir de la
teoria —norma que debe regular las producciones de los estudiantes no sélo para este problema
sino para todos los problemas que se asignan en el curso— tiene que ver con la naturaleza
axiomatica-deductiva del sistema tedrico que se estd construyendo. Con tal regla se pretende
favorecer el enfoque metodolégico de ir introduciendo nuevas definiciones y teoremas como res-
puesta a las necesidades tedricas que surgen. Atendiendo a esta norma, las inicas herramientas
que se pueden usar de manera licita en la soluciéon del Problema 2 son: punto, segmento, recta,
rayo y medida de dngulos. Por otra parte, el uso de la geometria dindmica para apoyar la solucién
de diferentes tipos de problemas suele jugar papeles diferentes. Es asi como reconocemos que
para el caso de los Problemas 2 y 3, la geometria dindmica no tiene un papel imprescindible, es
decir, bien podria lograrse desde el punto de vista didactico resultados similares si se trabajara
con papel y lapiz. Aun asi, decidimos exigir el uso de la geometria dindmica en la solucién de tales
problemas porque vemos en ello una oportunidad para contribuir al desarrollo en los estudiantes
de su habilidad para usar de manera eficiente el programa, condicién sin la cual el potencial del
uso de la geometria dindmica para solucionar otro tipo de problemas tendria restricciones. El
uso eficiente del programa de geometria dindmica incluye saber manejar el programa, conocer
las distintas herramientas y funciones que ofrece, saber cudando hacer una construcciéon blanda o
una robusta (Healy, 2000) y aprender a interpretar los resultados que obtienen dindmicamente
para reportarlos como un resultado de la geometria euclidiana estatica.

Con el Problema 2, se pretende justificar la necesidad de extender el sistema axiomético local
ya conformado; es decir, a partir de las propuestas que los estudiantes hagan como solucién al
problema se introducen nuevos postulados, definiciones y teoremas que se conectan con uno o
mas elementos del sistema axiomético cuyo nucleo es el objeto angulo. El nicleo del sistema
axiomdtico local en este caso es el objeto angulos congruentes. Generalmente se presentan dos
caminos para la solucién. En uno, es usual que los estudiantes propongan la construccién de
angulos opuestos por el vértice, de angulos rectos, y de dangulos alternos internos o correspon-
dientes generados por dos rectas paralelas cortadas por una transversal. Aunque de las tres
propuestas no es aceptable sino la primera, pues las otras dos requieren usar herramientas atn
no validadas a partir de la teoria, tal propuesta es suficientemente rica para la intencién de
extender el sistema. La construccion de angulos opuestos por el vértice nos permite abordar el
significado de cuatro objetos geométricos: angulos congruentes, rayos opuestos, angulos que for-
man par lineal, y dngulos suplementarios. En otro, los estudiantes proponen medir el angulo A
y construir un angulo con la misma medida. Esto conduce a la introduccién del Postulado de la
construccién de angulos, que ingresa al sistema axiomatico para sustentar la construcciéon de un
angulo congruente a uno dado. Cémo Cabri no tiene una herramienta especifica para construir

5En nuestros cursos de geometria privilegiamos el uso del programa Cabri instalado en calculadoras graficadoras
pues la posibilidad de proyectar las imégenes de las producciones individuales en la pared favorece la socializacién
y la discusién de ideas.
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Esquema 2: elementos del sistema axiomatico generado al abordar el Problema 2

angulos con una medida dada, nosotros hemos adaptado la herramienta “Rotaciéon”para esta
funcion, aprovechando que el postulado ofrece el sustento tedrico para ello. En el Esquema 2,
presentamos los elementos del sistema axioméatico generado al abordar el Problema 2.

Problema 3: Construya dos dngulos adyacentes congruentes.

Con este problema se pretende motivar la introduccién de otras cuatro definiciones al sistema
axiomatico local en construccién: angulos adyacentes, angulo recto, rectas perpendiculares y
bisectriz de angulo, asi como el Postulado de adiciéon de angulos y algunos teoremas relacionados
con angulos rectos, rectas perpendiculares y bisectriz de un dangulo. En este caso, el nicleo del
sistema axiomdtico local es el objeto dngulos adyacentes congruentes. La necesidad de precisar
la definiciéon de angulos adyacentes surge tan pronto como se involucra el estudiante en la
interpretacion del enunciado del problema. Como solucién del problema son frecuentes cuatro
propuestas. La primera se basa en el Postulado de construccién de angulos y utiliza la rotacién
para construir un angulo recto con vértice en un punto de una recta, dando lugar a dos angulos
rectos adyacentes (Figura 1).

A partir de esta propuesta surge la oportunidad de revisar los significados y precisar las defini-
ciones de angulo recto y de rectas perpendiculares. La segunda consiste en construir un angulo y
su bisectriz utilizando las herramientas “Medida de angulo”y “Calculadora”para hallar la mitad
de la medida obtenida, y “Rotacién”para la construcciéon. La tercera consiste en construir un
angulo, llamémoslo A, y luego construir otro dngulo, de igual medida al dngulo A, con un lado
comun; es decir, un lado del dngulo A resulta ser la bisectriz de un angulo conformado por los
lados no comunes de los dos dangulos (Figura 2).
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Figura 1

375 375 °
A —
Figura 2

Como es de suponerse, las propuestas dos y tres, que involucran la bisectriz de un angulo,
generan una oportunidad de precisar la definicién de bisectriz de angulo. La cuarta consiste
en construir un dngulo, llamémoslo A, usar la herramienta “Medida de angulo” para obtener
su medida, calcular el doble de ese valor y construir un nuevo angulo, usando como punto de
partida para la rotacién uno de los lados del angulo A, con la precauciéon de hacer el giro en el
mismo semiplano donde se encuentra el otro lado del dngulo (Figura 3). Esta tltima propuesta
se puede aprovechar para introducir el Postulado de adicién de angulos. El Esquema 3 presenta
los elementos del sistema axiomético local generado al abordar el Problema 3.

#

/

£
e
)’:;az',;-""

Figura 3

Problema 4: Sean AB y AC rayos opuestos y AD otro rayo. jEs posible determinar un punto
E, en el mismo semiplano en el cual estd D, para que el ZBAD sea complementario con el
LCAE?

Este problema también presenta una oportunidad para revisar el significado y establecer las
definiciones de los objetos geométricos involucrados en la situacion tales como rayo, rayos opues-
tos, semiplano, angulos complementarios, angulo agudo, y, por tanto, su solucién juega un papel
importante en la ampliacién del sistema axiomatico que es la unién de los dos sistemas locales
antes descritos. El nicleo del sistema axiomdtico local en este caso es el objeto angulos com-
plementarios. Sin embargo, la intencién que tenemos al proponer el problema va mas alld de
eso: queremos propiciar que los estudiantes se involucren en una actividad demostrativa que
vaya desde la exploracién de la situacién problema, pase por la formulacién de una conjetura
y concluya con la demostracién del hecho geométrico que subyace en la situacién problema; la
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Esquema 3: elementos del sistema axiomatico generado al abordar el Problema 3

geometria dindmica juega un papel protagonico, pues permite a los estudiantes identificar el lu-
gar geométrico que es solucion al problema. Al investigar la situacion, los estudiantes descubren
la restriccion que tiene el punto D para que exista el complemento de ZBAD : ZBAD debe
ser agudo, término cuya definicién al igual que la de angulo obtuso se establece en ese momen-
to. Usando las herramientas “Medida de angulo”, “Calculadora”, y el arrastre para obtener una
construccion blanda que satisfaga aproximadamente la condicién exigida, los estudiantes pueden
visualizar, en la figura, uno de los puntos F que buscan. En el caso de que el problema anterior
no hubiera suscitado la necesidad de establecer la existencia de rectas perpendiculares, la solu-
cién al Problema 4 hace surgir necesariamente una discusion al respecto ya que al arrastrar un
punto FE libre, descubren que se debe construir un rayo perpendicular al AD en el punto A para
obtener el dngulo complementario pedido (Figura 4).

=]

e e
Figura 4

La respuesta al problema exige un andlisis detallado pues el estudiante debe darse cuenta de
que cualquier punto de la semirrecta AE construida es un punto solucién.

— —_— — —_—
Problema 5: Sean BA y BE rayos opuestos y BK otro rayo. Sean BG y las bisectrices del
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Esquema 4: elementos del sistema axiomatico generado al abordar el Problema 4

/ABK y /KBE, respectivamente. ;Cudl debe ser la posicién del BK para que la medida del
/G BD sea maxima? Justifique su respuesta.

Este problema motiva al uso de todo el potencial dindmico que ofrece un programa de geometria
dindmica que induce a la actividad demostrativa en toda su dimensiéon. En primer lugar, el
enunciado invita a una anticipacién de la respuesta, previa a la exploracion inicial; usualmente
los estudiantes piensan que el BEK debe ser perpendicular a los rayos BA y BE. En segundo lugar,
la construccion induce a la exploraciéon, siendo el arrastre lo que permite estudiar la variacion;
los estudiantes mueven el BE buscando la posicién en la que la medida del d&ngulo sea méxima.
En tercer lugar, el estudio de la variacién conduce a visualizar matematicamente la figura para
percibir la propiedad invariante bajo el arrastre: el ZG BD es recto en cualquier posicion del BK.
En cuarto lugar los estudiantes son invitados a formular una conjetura, tal como se encontraria
el enunciado en un texto de geometria, desprovista de toda alusién a la variacién, lo que exige
captar la esencia del hecho geométrico: el angulo formado por las bisectrices de angulos que
son par lineal es recto. En quinto lugar, el resultado obtenido, que es bastante inesperado y
sorprendente para la mayoria de los estudiantes, los motiva a buscar una justificacion; en busca
de una explicacion, suelen, estudiar casos extremos de la posicion del BK, formando un ZBAK
muy agudo o muy obtuso, o haciendo que éste sea recto (Figura 5). Estos experimentos los llevan
a identificar dos pares de dngulos congruentes cuya suma de sus medidas es 180, identificando la
via para hacer la demostracién con los elementos tedricos disponibles en el sistema axiomatico.
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Con este problema, se cierra el proceso de construccién del sistema axiomaético relacionado con
la geometria de angulos, logrando asi una organizacion deductiva para los conceptos, postulados
y teoremas correspondientes, muy similar a la que se encuentra en un texto de geometria para
este nivel. Faltaria por establecer otro teorema asociado a rectas perpendiculares: la existencia
de una recta perpendicular a otra desde un punto externo a ella. No se incluye en esta propuesta
porque el problema que hemos disenado para introducir este hecho requiere el uso de otro
objeto geométrico: el tridngulo. Ello da lugar a otra propuesta didactica con otros ntucleos para
el sistema axiomatico.

Una consideracion final

La propuesta que hemos presentado es el producto de varios semestres de experimentacion en
nuestros cursos de Geometria Plana. En cada implementacién surgen variantes a las soluciones
de los problemas que generan algunos cambios no sustanciales en la organizacién deductiva, por
lo que los esquemas que aqui presentamos no son rigidos ni estamos pretendiendo que aquellos
profesores que se animen a llevarla a cabo la sigan al pie de la letra. Vemos nuestra propuesta
mas como un ejemplo del tipo de ambiente que se puede favorecer en donde la resolucién de
problemas va de la mano con el desarrollo formal de un contenido matematico. A diferencia de
un enfoque metodoldégico centrado en la presentacién, por parte del profesor, de una porcién de
un sistema axiomatico para la geometria plana, que es la forma corriente como se lleva a cabo
la ensenanza de la demostracién en los primeros semestres universitarios, nuestra propuesta
procura implementar un enfoque participativo en donde los estudiantes producen las ideas que
se discuten y colaboran en la construccién de conocimiento. A partir de problemas en un contexto
matematico y del uso de la geometria dindmica, logramos involucrar a los estudiantes, de manera
genuina, en el proceso de construir, como comunidad, un sistema axiomatico local con elementos
tedricos de la geometria plana relacionados con angulos. Las ideas para la organizaciéon deductiva
surgen de manera natural durante el transcurso del desarrollo de los problemas y la socializacién
de los resultados.

Llevar a cabo propuestas como la que presentamos exigen del profesor un gran esfuerzo por
escuchar a sus estudiantes, confiar en que sus ideas son provechosas, atender sus inquietudes,
extractar de sus propuestas aquellos elementos ttiles para la produccién de enunciados y ajustar
la organizacion del sistema axiomético a los resultados obtenidos. Es posible que en ocasiones
haya que sacrificar rigor y formalismo, en aras de una construccién colectiva, pero este sacrificio
vale la pena si logramos una participacién genuina de los estudiantes en la construccién de
conocimiento.
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Anexo

A continuacion se presenta una lista de los elementos teéricos del sistema axiomatico local
construido a través de la propuesta que aqui se reporta.

Postulados

Puntos en la recta-
numeros reales

Se puede establecer una correspondencia entre los puntos de una
recta y los ntimeros reales de manera que:

i) a cada punto de la recta le corresponde exactamente un nimero
real;

ii) a cada nuimero real le corresponde exactamente un punto en la
recta.

Medida de angulos

A cada ZBAC le corresponde un ntmero real entre 0 y 180.

Construccion de | Sea AB un rayo de la arista de alguno de los semiplanos H en un

angulos plano G . Para cada ntimero r entre 0 y 180, hay exactamente un
AP con P en H, tal que mZPAB =r.

Par lineal Si dos dngulos forman par lineal, entonces la suma de sus medidas

es 180.

Adicion de medida

Si D estd en el interior del angulo ZBAC, entonces m/BAC =

de angulos mZ{BAD + m/ZDAC, y de alli que mZCAD = m/CAB —
m/DAB.

Definiciones

Interestancia Bestaentre Ay Csi A, By C son puntos distintos de una misma
rectay AB + BC = AC.

Segmento Dados dos puntos A y B del plano, el segmento AB es el conjunto
de los puntos A, B y todos los puntos entre A y B.

Rayo Dados dos puntos A y B (E} plano, el rayo AB es el conjunto de
puntos que es la union de AB y el conjunto de puntos C, para los
cuales B esta entre Ay C.

Angulo Angulo es la unién de dos rayos que tienen el mismo origen y que

no estan en la misma recta.

Medida de un dngulo

El ntimero dado por el postulado de la medida de adngulos es la
medida del angulo.

Angulos congruentes

Dos angulos son congruentes si tienen la misma medida.

Rayos opuestos (1)

Si A esta entre B y C' entonces AB y AC son rayos opuestos.

Rayos opuestos (2)

El rayo opuesto a AB es el conjunto conformado por la unién
—
de {A} con el conjunto de todos los puntos de la AB que no
—
pertenecen a AB.
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Angulos opuestos
por el vértice

Dos angulos son opuestos por el vértice si sus lados determinan
dos pares de rayos opuestos.

Par lineal Si AB y AD son rayos opuestos y AC es otro rayo cualquiera,
entonces Z/BAC v ZCAD forman un par lineal.

Angulos suplemen- | Si la suma de las medidas de dos dngulos es 180, los dngulos son

tarios suplementarios.

Angulos adyacentes

Dos angulos son adyacentes si son coplanares, comparten el
vértice, tienen un lado comun y no tienen puntos interiores en
comun.

Bisectriz de un angu-
lo

Si D estd en el interio_r)del /BAC,y Z/BAD/DAC, entonces AD
biseca al ZBAC, y AD se llama bisectriz del ZBAC.

Angulo recto

Un angulo recto es aquel cuya medida es de 90.

Rectas perpendicu-

lares

Dos rectas son perpendiculares si determinan un dngulo recto.

Angulos agudo y ob-
tuso

Un angulo es agudo u obtuso si su medida es menor o mayor de
90, respectivamente.

Angulos complemen-
tarios

Si la suma de las medidas de dos dngulos es de 90°, se llaman
complementarios.

Teoremas

Primer teorema de
interestancia

Sean A, B y C tres puntos de una recta, con coordenadas x, y y
z, respectivamente. Si & < y < z entonces B estd entre Ay C.

Segundo teorema de
interestancia

Dados dos puntos de una recta, existe un punto entre ellos.

Tercer teorema de in-

Dados dos puntos A y B en una recta, existe un punto C' tal que

terestancia B estd entre Ay C.

Angulos opuestos | Los angulos opuestos por el vértice son congruentes.

por el vértice

Angulos suplemen- | Los suplementos de dngulos congruentes, son congruentes
tarios

Existencia de la bi-
sectriz

Todo angulo tiene exactamente una bisectriz.

Primer teorema de
angulos rectos

Todos los angulos rectos son congruentes.

Segundo teorema de
angulos rectos

un angulo es recto si existe otro angulo que forma par lineal con
el &ngulo dado y que es congruente a dicho angulo.

Tercer teorema de
angulos rectos

si dos rectas que se intersecan determinan un angulo recto, en-
tonces determinan cuatro angulos rectos.

Existencia de per-
pendicular por punto
en recta

Por un punto de una recta contenida en un plano, existe en dicho
plano, una y solo una recta perpendicular a la recta dada.
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