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Resumen

En éste articulo se presenta una propuesta para la ensenanza de los Teoremas Fundamen-
tales del Célculo por medio de la utilizacién del software Geogebra, éste software permite
la visualizacién de cada uno de los teoremas fundamentales del calculo, a través de la inter-
pretacién geométrica de la integral como funcién de drea y la interpretacién de la derivada
como funcién de pendientes, posteriormente se relacionan los procesos inversos de integracién
y derivacién.

Introduccion

Este trabajo se fundamenta en la historia de los Teoremas Fundamentales del Célculo, retomando
el caracter geométrico de los problemas de dreas y tangentes que permitié establecer la relacién
inversa entre la derivacién y la integracién; y en la teoria de las representaciones haciendo uso
de la tecnologia, aprovechando su caracter dindmico para dar significado a los teoremas y para
permitir la traduccién entre distintos sistemas de representacién.

El estudio historico de los Teoremas Fundamentales del Céalculo se enmarca en la evolucién de
los conceptos de integral y derivada. Aunque los origenes del calculo infinitesimal se encuentran
en los griegos (siglo V a.C. - siglo III a.C.), hasta los siglos XVII - XVIII, el cdlculo presenté un
desarrollo que permitié establecer por primera vez explicitamente la relaciéon inversa entre la
derivada y la integral.

Barrow demuestra con argumentos estrictamente geométricos el teorema, y luego Newton y Leib-
niz, trabajan esta relacion en forma independiente, basados en el concepto de integracién, uno
en términos de areas de rectangulos y el otro en términos de sumas de magnitudes infinitamente
pequenas.

En el siglo XIX se da la fundamentacion del cdlculo, gracias al desarrollo del dlgebra de desigual-
dades, la formulacion de conceptos basicos de analisis como el de funcién, limite, convergencia,
continuidad, derivadas, integrales y sus propiedades y se obtiene la formulacién y demostracion
rigurosa del Teorema Fundamental del Calculo dada por Cauchy, las cuales son las que se pre-
sentan actualmente en los libros de texto.

Funcion de area

Si f(z) > 0 para todo = € [a, b] se define la funcién de area F' para cada = € [a, b] como el drea
bajo la grafica de f entre a y x



MEMORIAS XVIII ENCUENTRO DE GEOMETRIA Y VI DE ARITMETICA

La funcién de area es una interpretacién de la integral de una funcién, permite construir una
funcién a partir de los valores del area acumulada bajo la curva f desde un punto a hasta un
punto x variable.

La aplicacion realizada permite

= Introducir una funcién f en su representacion algebraica

= visualizar el drea bajo la gréfica de la funcion f al desplazar un punto ¢ en un intervalo
cerrado [a, b]

= visualizar la construccion de la funcion de area F' a partir de los valores del drea acumulada
desde a hasta c.

» Visualizar el valor numérico de F'(c)

F: Funcitn de Area I

‘1><:+

' Wsp=0.2 ¥* Fio|=2.14533

F: Funcitn de Area

Wp=1/x  Fio)= 230481

Funcion de pendientes

Si F' es una funcién continua y derivable para todo x € [a, b] se define la funcién de pendientes
f para cada x € [a, b] como el valor de la pendiente de la recta tangente a f en x

La funcion de pendientes es una interpretacion de la derivada de una funcién, permite construir
una funcién a partir de los valores de las pendientes de las rectas tangentes a F' en el punto

(c, F(c)).

La aplicacion realizada permite
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= Introducir una funcién F' en su representacion algebraica
» visualizar la recta tangente a F' en (¢, F(¢c))
= visualizar la representacion algebraica de y el valor de su pendiente

= visualizar la construccion de funcion de pendientes f al desplazar un punto ¢ en un intervalo
cerrado [a, b], a partir de los valores de las pendientes de la rectas tangentes a F en (¢, F'(c)).

- recta fangonte o F en ol pundo o Ficl)
Fu L6 1.16874

Fij=s

f: fumicicn de pendveros

.

¥: recia fangente a F en ol pundo fo.
Fu O ARTITx + 718070
[ ———

Primer teorema fundamental del calculo

Sea la funcién f continua en el intervalo cerrado [a,b] y sea x cualquier nimero en [a,b]. Si F'
es la funcién definida por

Fz) = / "yt

entonces
Fl(z) = f(z)

El primer teorema fundamental del calculo permite construir una funcién F' a partir de la integral
[ f(t)dt. Para f(t) > 0 ésta integral corresponde a la funcién de drea definida anteriormente.
Ademsds F' es una antiderivada de f .

La aplicacion realizada permite

= Introducir una funcién f en su representacién algebraica
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» visualizar la funcién de drea F', al desplazar un punto c en el intervalo cerrado [a, b]

= Comprobar usando la funcién de pendientes, que la funcién F' es una antiderivada de f,
desplazando el punto A sobre la funcién F' (ya que al desplazar el punto A sobre la funcién
F deja el rastro sobre la funcién f original)

= Visualizar la representacién algebraica de la antiderivada F

flgia /8 -
) mizgia) - lepyl .1I'.|_I_|Ii|'

fige fix

Finj mizg(s) - logf1. 30803}

Segundo teorema fundamental del calculo

Si f es continua en el intervalo cerrado [a, b] y F' es cualquier antiderivada de f en [a, b], entonces
b
[, f(x)dx = F(b) — F(a)

El segundo teorema fundamental del calculo permite evaluar una integral definida por medio
de una antiderivada. La representacién geométrica del teorema permite establecer la relacién
entre el drea bajo la curva de f entre a y by la longitud del segmento con extremos (0, F'(a)) y
(0, F(b))-

Dada cualquier funcién f, Geogebra permite hallar algebraica y graficamente una antiderivada
F, por medio del comando integral (f). La construccién de otras antiderivadas se realiza por
medio del deslizador.

La aplicacion realizada permite

= Introducir una funcién f en su representacién algebraica
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Visualizar la funcién f en su representacién geométrica

Visualizar una funcion F' antiderivada de f, tanto en su representacién algebraica como
geométrica.

Visualizar los valores numéricos correspondientes a fab f(z)dx y F(b) — F(a) a partir de la
cual se comprueba la igualdad fabf(a:)d:r = F(b) — F(a)

Visualizar fab f(z)dx como el drea bajo la curva de la funcién f y F(b) — F(a) como la
longitud de un segmento con extremos (0, F'(a)) y (0, F(b))

Visualizar antiderivadas F(x) + k de la funcién f donde el valor de k cambia al accionar
un deslizador sobre la zona grafica

Fley=007T6 x*+0  Axp=03 <"
[]
fx|=10.13748  FIE)-Fia)=10.137.46

a

=4

Flej=007T6 x* +5.4 fxj=03 "
[]
fx|=10.13748  FIE)-Fia)=10.137.46

élﬁ I.:
Flojes0ofs .4 Eg=03y
B
Awj=i0.43%a8  Fibl-Fla=1013748

']

163



MEMORIAS XVIII ENCUENTRO DE GEOMETRIA Y VI DE ARITMETICA

Observamos como al mover el deslizador y obtener otra antiderivada, la longitud F(b) — F'(a)
no cambia.

Relacion entre los dos teoremas fundamentales del calculo
Del primer teorema al segundo

El paso del primer al segundo teorema fundamental implica evaluar la funcién F' en b, esto es,
dada la funcién de area F(z f T f(t)dt (la antiderivada de f que depende de a) hallar la
integral definida [ f(t)dt y comprobar que este valor es igual a F'(b) — F(a)

La aplicacion realizada permite

= Introducir una funcién f en su representacién algebraica

» Visualizar la funcién f y la funcién de érea F(z f ¥ f(t)dt en su representacién alge-
braica y geométrica

» Visualizar la funcién G antiderivada de f generada por geogebra (integral (f). donde la
constante es 0)

= Comparar la funcion de area F' con la antiderivada G para deducir que la funciéon de area
es una antiderivada donde la constante es —G(a) por medio del deslizador que permite
visualizar las antiderivadas.

(] .I.I'
— r e 0ix
Jflr Fie) =01 -0 -2TER)
Eaj=aE
a=L1TI5E, o
e
_'_'__'_'_,_,_,—'—"
e
B
Tu]demd BEETA
.
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T #
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Pl =04 5" - 04 =2 758
djaj=a g
a={ATREN. O)
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Del segundo teorema al primero

El paso del segundo al primer teorema fundamental implica construir la funcién de drea para
cada valor a, esto es, dada cualquier antiderivada G se tiene fab f(t)dt = G(b) — G(a) de donde
al variar b se obtiene [ f(t)dt = G(x) — G(a). Se observa que si G(a) = 0 se obtiene la funcién
de area

x
| st = @) = Fiw)
a
La aplicacion realizada permite

= Introducir una funcién f en su representacion algebraica

» Visualizar la funcién G antiderivada de f generada por geogebra (integral (f). donde la
constante es 0)

= Construir la funcién de area al desplazar b sobre el eje x

» Verificar que la funcién G corresponde a la funcién de drea cuando G(a = 0), por medio
del deslizador que permite trasladar a G

fix) = x
o

fxj=10.1778
]

Fizy= 0.8 x' -0.6 |1 3T

Gia) =18

=

b

x| = 10704
N

Finj =5 v - 0.5 1 575]
Glai=13
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