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Resumen

Se presenta el anillo de las series formales con coeficientes en D y con éste el anillo de
los polinomios donde se estudian sus unidades, donde resultan polinomios no constantes que
tienen inverso multiplicativo; asociados y divisibilidad; mostrando que se cumple el algoritmo
de la divisién, los teoremas del residuo y del factor, que existen polinomios con infinitas
rafces diferentes; luego se realiza una presentacién de los ideales en D[Z] y se finaliza con
afirmaciones que se muestran a nivel de conjetura, sobre polinomios irreducibles en D[Z].

1. El anillo de los nameros duales
1.1. Operaciones en los nimeros duales

Definicién 1.1. Sea D el plano cartesiano R?, con la adicién de (a,b) y (c, d) definida compo-
nente a componente,

(a,b)+ (¢,d) = (a+¢,b+d)

y la multiplicacion definida por
(a,b)(c,d) = (ac,ad + be).

Definicién 1.2. Dos elementos z = (a,b) y w = (¢,d) en D son iguales si y sélo si a = ¢y
b=d.

Teorema 1.1. Con las dos operaciones anteriores D es un anillo conmutativo, con elemento
idéntico (1,0). A esta estructura se le conoce como Nimeros Duales o Nimeros de Study?.

El conjunto de los niimeros duales con la adicién y la multiplicacién no forman un dominio de
integridad, debido a la existencia de elementos divisores de cero, es decir elementos diferentes
de (0, 0) tales que su producto es (0,0). En D los divisores de cero corresponden a elementos de
la forma (0, b) para cualquier nimero real b.

Teorema 1.2. La propiedad cancelativa se cumple en elementos de la forma z = (a,b) con
a # 0.

'La demostracién de los teoremas que aparecen en esta seccién puede ser consultada en: Jiménez, H., Luque,
C. (2007). El anillo de los nimeros duales. En: Memorias del XVII Encuentro de Geometria y V Encuentro de
Aritmética. Tomo I. Bogotd: Universidad Pedagdgica Nacional. p.p. 159 - 194.

2YAGLOM, 1. (1979). A simple non Euclidean geometry and its physical basis, Springer Verlag, New York, p.
265.
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Teorema 1.3. El anillo de los nimeros duales es de caracteristica 0.

Teorema 1.4. El conjunto de los niimeros duales de la forma (a, 0) es isomorfo con los nimeros
reales.

Teorema 1.5. D tiene estructura usual de espacio vectorial real de dimensién 2.

Sin = (0,1)ysenota z(1,0) = (x,0) con el ntimero real x, se escribe (x,y) = x+yn con n? = 0.
Teorema 1.6. D es un algebra asociativa.
Definicién 1.3. El conjugado de un nimero dual z = (a,b) es Z = (a, —b).
Teorema 1.7. El dlgebra asociativa D con la funcién definida por
:D—D
que a cada z = (a, b) le asigna su conjugado dual Z = (a, —b), es una *-Algebra®.

Teorema 1.8. Para todo z en D, se cumple que (Z) = 2.

Teorema 1.9. Para todo z,w en D, se tiene que (zw) =Z W .

Teorema 1.10. Para todo z,w en D y a en R, se tiene que m =az +w.
Teorema 1.11. z = Z si y sélo si z es un ntimero real.

Teorema 1.12. Para todo nimero natural m > 2 y todo nimero dual z, 2™ = (2)™.

Definicién 1.4. Un elemento (x,y) en D es una unidad o es invertible si existe un (w,t) en
D tal que (z,y)(w,t) = (1,0), éste elemento (w,t) es tnico y es el inverso de (x,y) denotado
también por (x,y) L.

Teorema 1.13. Las unidades en D son de la forma (a,b) con a # 0y
1
(av b)_l = _2(a7 _b) - (a_lv _ba_2)'
a
Teorema 1.14 (*4). El conjunto de las unidades U(D), es un grupo abeliano con la operacién
de multiplicacién de D.

Teorema 1.15. U(D) con la multiplicacién tiene estructura de cuasigrupo® .

Definicién 1.5. La divisién entre dos nimeros duales z = (a,b) y w = (¢, d) en U(D), es:

Z 2wt
w
y en términos de sus componentes:
1
—1 .
2w = (a, b)c_Q(C —d)
que se puede escribir como
Z’U)_l _ (av b) (Cv _d)
(Cv d) (Cv _d)

3D no es una C’*—Algebra porque su seminorma no es una norma.

4Este teorema se cumple en cualquier anillo conmutativo con identidad. De aqui en adelante este tipo de
teoremas estaran marcados con .

®La definicién de cuasigrupo se debe a B.A. HAUSMANN y O. ORE (HAUSMANN, B., ORE, O., Theory of
quasigroups, Amer. J. Math. 59 (1937), 983 - 1004.), basados en el estudio de las estructuras no asociativas de
R. MOUFANG (1905 - 1977) quién descubrié en 1937 la relacién entre los planos proyectivos no-desarguesianos
y esta estructura.
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2. El anillo de polinomios D[Z] con coeficientes en los niimeros
duales

2.1. El anillo de las series formales de potencias Suc(D)

Definicién 2.1. Sea Suc(D) el conjunto de todas las sucesiones infinitas que se pueden formar
con elementos de D, luego un elemento de Suc(D) es de la forma:

q = (al,al,ag,...,ak,...)
con ar en D.

Definicién 2.2. Dos elementos p = (ag, a1, az, ..., ag,...)y ¢ = (bo, b1, b, ..., bk, ...) de Suc(D)
son iguales si y sélo si a = by, para todo k > 0.

Definicién 2.3. En Suc(D) se definen dos operaciones, adicién y multiplicacién® , como:

p+q=(ag+bo,a1 +by,a2 + by, ..., ar + by, ...)
pq = (co,C1,C2y ..o\ Chy- . )

para todo k > 0, en el cual cada c; esta dado por:

L = Z a;br = agbg, + a1bg—1 + asbi—o2 + - - -+ apbg donde 7,5 > 0.
i+j=k

Teorema 2.1 (7). Con estas dos operaciones Suc(D) es un anillo conmutativo con unidad.
La sucesién con todos sus elementos iguales a 0, (0,0,0,...), es el elemento idéntico para la

adicién, la sucesién (1,0, 0,0,. . .) es el elemento idéntico para la multiplicacién y el inverso aditivo
de un elemento p = (ag, a1, as, ..., ag,...) de Suc(D) es —p = (—ag, —ai, —ag, ..., —a,...).

Teorema 2.2 (x). En el anillo Suc(D) de las sucesiones con coeficientes en D, el conjunto
F ={(a,0,0,...):a € D}
con la suma y multiplicacién de las sucesiones es un subanillo de Suc(D).

Teorema 2.3. I es isomorfo con D.

Demostracién:
La funciéon f:D—F

tal que a cada elemento a de D se le asigna f(a) = (a,0,0,0,...), es biyectiva y se cumple que:

fla+b) = f(a) + f(b)
f(ab) = f(a)f(b).

5No significa lo mismo que en Z, Q, R.
"Todos los teoremas que se enuncian sin demostracién son consecuencia directa de las definiciones.
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Los elementos de D considerados como sucesiones se llaman constantes.

En Suc(D) se utiliza el simbolo Z para distinguir el elemento
Z =(0,1,0,0,0,...)
que tiene un comportamiento particular: si se multiplica por él mismo, se obtiene:
7*=27-7=(0,0,1,0,0,...)

si se insiste, resulta
Z3=27-7-7=1(0,0,0,1,0,0,...)

y asi sucesivamente
"= zZ-Z---7Z =(0,0,0,...,0,1,0,0,...)
(S —
n-veces

donde 1 esta en la posicién n + 1.

Con este resultado se puede escribir una sucesion cualquiera
t= (ao,al,ag,...,ai,...)

como

t = (ao,0,0,...)+ (0,a1,0,0,...) + (0,0,a2,0,0,...) + -+ (0,0,...,a;,0,0,..) + -

o lo que es igual
t =ap(1,0,0,...) +a1(0,1,0,0,...) + a2(0,0,1,0,0,...) + - -
+a;(0,0,...,1,0,0,...) + -~
o sea que cualquier elemento del anillo Suc(D) se puede escribir como
t=ag+aZ+axZ?+a3Z3+- - +a; 2"+

expresion que se denomina serie formal de potencias sobre D y a los elementos ag, a1, ..., a;
coeficientes de t. Otra forma de escribir la serie es:

t=t2) = a;Z’
El elemento Z es usualmente llamado indeterminada. El anillo Suc(D) también recibe el nombre
de D[[Z]].
2.2. El anillo de polinomios D[Z]

Definicién 2.4. El conjunto de todas las series formales de D[[Z]] para las que existe un nimero
natural n, con n > 0 tal que para todo ntimero natural k, k£ > n, se tiene que a; = 0 se denota
como D[Z]. Entonces

D[Z] = {ao+a1Z—|—a2Z2—|—a3Z3—|—---—|—anZ” ta; € D,n >0}
Un elemento de D[Z] se llama polinomio con coeficientes en D.

Definicién 2.5. Los polinomios ¢(Z) = ag + a1Z + asZ? + a3Z3 + -+ + a, 2" y g(Z) =
bo+ b1 Z +boZ2 +b3Z3 + -+ b, ZF en DI[Z], son iguales si y sélo si a; = bi para todo valor de
1> 0.

El mayor valor de 7 para el cual a; no es cero, es llamado grado del polinomio.
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2.2.1. Adicién de polinomios

Definicién 2.6. La suma de dos polinomios en D[Z], se define componente a componente. Si

WZ)=ap+ar1Z +axZ?+ -+ a, 2"y g(Z)=bo+ 01 Z+ b2 2%+ -+ bp 2"

Entonces
a(Z)+9(Z) = co + 1 Z 42+t ey 2T
donde
¢i = a; + b; para todo valor de i > 0.
O sea que

¢(Z) +g(Z) = (ao +bo) + (a1 + b1)Z + (ag + b2) Z% + - - -+ (A + b)) Z™

donde m < méx{n, k}.

El elemento idéntico® para la suma es
0 = (0,0)+ (0,0)Z + (0,0) 2% + - - -+ (0,0)Z7 + (0,0)Z7 + . ..

El inverso aditivo de
Q(Z) = Qg +a1Z—|—a2Z2 _|_..._|_anzn

en D[Z], es
¢(Z) = —ap — a1 Z —asZ? — - — a, Z".

2.2.2. Multiplicacién de polinomios
Definicién 2.7. La multiplicacién de
q(Z) :a0+a1Z—|—a2Z2—|—---—|—anZ” y g(Z) :b0+b12—|—b2Z2+"'—|—kak

en D{7), s
Q(Z)Q(Z) =cy+anZ+ 02Z2 R —|—Cqu

en el que cada
P
Cp = Z arbp_k
k=0

y ¢ < n+k, donde q es el grado de p(Z)q(Z), n es el grado del polinomio ¢(Z) y k es el grado
de g(2).

A diferencia de lo que ocurre en los dominios de integridad, en D[Z] no se tiene la igualdad
debido a la existencia de elementos nilpotentes en D, pues si dados dos polinomios cada uno con
coeficientes principales nilpotentes, el grado del producto serd menor que la suma de los grados
de cada uno.

8Como de costumbre, se usa el simbolo 0, con significados andlogos pero diferentes.
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Ejemplo 2.1. Al multiplicar p(Z) = (2,1)+ (0,1)Z y q(Z) = (1,2) + (0, 2) se tiene que

p(2)q(Z) = (2,5) + (0,4)Z + (0,1)Z + (0,0) 2>
=(2,5)+(0,5)Z

Donde el grado(p(Z) q(Z))jgrado(p(Z)) + grado(q(Z)).

La igualdad se da cuando alguno de los dos polinomios tiene el coeficiente principal no nilpotente.

Ejemplo 2.2. Si se multiplica p(Z) = (0,3) + (0,2)Z + (2,1)Z% y q(Z) = (1,4) + (0,1)Z se
obtiene que
p(2)q(Z) = (0,3) + (0,2)Z + (2,9) 2% + (0,2) Z°.

Teorema 2.4. Con las dos operaciones anteriores D[Z] es un anillo conmutativo con unidad.

EL elemento idéntico para la multiplicacién es
1=(1,0)+(0,0)Z+ (0,0)Z% + -+ (0,0)Z7 + (0,0)Z7 + 1+ - --

El conjunto de los polinomios con la adicién y la multiplicacién no forman un dominio de
integridad, debido a la existencia de elementos divisores de cero, es decir, elementos diferentes
de 0= (0,0) + (0,0)Z + (0,0)Z? + - -+ (0,0) 27 + (0,0) 27! 4. .. tales que su producto es 0.
En D[Z] los divisores de cero corresponden a polinomios de la forma

9(Z)=bo+01Z +boZ% + -+ b Z"
con b; en D nilpotente, para todo i > 0.
2.3. Unidades en D|[Z]
Teorema 2.5. Las unidades en D[Z] son de la forma

w(Z) =ug +wZ +usZ? 4 -+ up, 2"

donde ug es un nimero dual no nilpotente y u; es un nimero dual nilpotente para todo i > 0.

Demostracién:

El polinomio u(Z )~! con ug un ntimero dual no nilpotente y u; un niimero dual nilpotente para

todo ¢ > 0, definido por:

1
wz)t=— -z g2 g,
ug  ug ug ug
1
= — (uo—ulz—ugZQ—---—unZ”)
up

estd en D[Z] y es el inverso de u(Z), puesto que
w2 w(Z) P =co+ a1 Z+exZ? e 2"

donde )
Co =Uypg— = 1
uop
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los ¢; con ¢ > 1 son 0 pues en cada uno el primer término es el inverso aditivo del ultimo y en
los demaés se presenta un producto de dos niimeros nilpotentes que siempre es 0:

U Uy
CL=Up | ——5 | ¥ —
Ug uQ
u9 (3] u9
c2=u|——= | tur|——=]+—
Uy ugp uo

U u U
Cp = Ug (——;) + uy (--;) +.4 L
ug ug U

w(Z2)u(Z) P =1+0Z+02%4---+02".

Por tanto

Ejemplo 2.3. 1. En D[Z] el polinomio
p(Z)=5+(0,3)Z+(0,4)2*+(0,2)Z°

tiene como inverso

(07 4) Z2 _ (07 2)

1 3
5 52 52 52 Z

2. En DI[Z] el polinomio
p(2) = (1,2) +(0,2)2° + (0,1)2°

tiene como inverso
p(Z)7t = (1,-2) - (0,2)2* - (0,1)Z>.

Teorema 2.6 (x). El conjunto de unidades U(D[Z]) de D[Z], es un grupo abeliano para la
operacién de multiplicacién en D[Z].

2.4. Divisibilidad en D[Z]

Definicién 2.8. Dados dos polinomios p(Z) y ¢(Z) en D[Z], se dice que p(Z) divide a ¢(Z), o que
p(Z) es un divisor de ¢(Z), o que ¢(Z) es un multiplo de p(Z) (representado como p(Z) | ¢(Z))
si existe un polinomio ¢(Z) en D[Z] tal que ¢(Z) = p(2)t(Z).

Teorema 2.7 (x). La relacién de divisibilidad es reflexiva y transitiva.

Teorema 2.8 (x). Dados p(2), q¢(Z), s(Z) y t(Z) en D[Z],sip(Z) | ¢(Z) y t(Z) | s(Z) entonces
p(2)H(2) | ¢(Z)s(2).

Teorema 2.9 (x). Para todo p(Z), ¢(Z) y s(Z) en D[Z],si p(Z) | ¢(Z) y p(Z) | s(Z), entonces
p(Z) | (4(2) + s(2)).-

Teorema 2.10 (x). Para todo p(Z), ¢(Z) y s(Z) en D|Z], si p(Z) | q(Z), entonces p(Z) |
9(2)s(2).

325



MEMORIAS XVIII ENCUENTRO DE GEOMETRIA Y VI DE ARITMETICA

Teorema 2.11 (x). Las unidades dividen a todo elemento de D[Z].

Demostracion:

Si u(Z) es una unidad, cualquier elemento p(Z) de D[Z] se expresa como
p(Z) = u(Z2)(uw(2)"'p(2)),
luego u(Z2) | p(Z2). O

Teorema 2.12 (x). Los divisores de las unidades son las unidades.

Demostracién:
Si u(Z) es una unidad y p(Z) | u(Z), entonces existe un ¢(Z) en D[Z] tal que u(Z) = p(Z)q(Z),
luego 1 = p(2)q(Z)u(Z)~!, es decir, p(Z) es una unidad. O

2.5. Asociados en D[Z]

Definicién 2.9. Un elemento p(Z) en D[Z] es un asociado de un elemento s(Z) en D[Z] si
existe una unidad u(Z) en D[Z] tal que p(Z) = u(Z)s(Z), en otras palabras, p(Z) y s(Z) son
asociados si p(Z) | s(Z) y s(Z) | p(2).

Teorema 2.13 (x). La relacién de asociacién es una relacién de equivalencia sobre D[Z].

Teorema 2.14. Los polinomios asociados a un polinomio nilpotente n(Z) = ¢y + ¢1Z + ca Z? +
-4 ¢, Z™ en D[Z] son polinomios nilpotentes de la forma uyn(Z) donde g es un elemento en
D no nilpotente.
Demostracion:

Como toda unidad en D[Z] es de la forma u(Z) = ug + u1Z + uaZ? + - - - + up Z* donde g es
no nilpotente y u; es nilpotente para todo niimero natural i # 0,

w(Z)n(Z) = by +01Z + b Z% + -+ b, 2"
donde

bo = couo

b1 = couq + crug

by = coua + c1u1 + coug

b3 = coug + cruz + coug + c3ug

by = coup + crup—1 + caUp—2 + -+ -+ cpug

y como el producto de dos nilpotentes es igual a 0,

b() = CoUg
b1 = C1UQ
by = coug
b3 = c3ug
by, = cpug
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Tuego w(Z)n(Z) = ugn(2).

Teorema 2.15. Los polinomios asociados a un polinomio h(Z) = co+c1Z + QZ% 44, I
en D[Z] de grado n > 0 donde existe un tnico 1 <1 < n tal que ¢; es no nilpotente y para todo
0 <j <nconi#j,cj es nilpotente, son polinomios de la forma

uoh(Z) + ;. 2 (u(Z) — uo)
donde u(Z) = ug +u1 Z +usZ? + - -+ upZ* es una unidad.
Demostracion:

El producto
w(Z)WZ) = by +b1Z + b2 Z% + -+ b, 2"

donde r = k + i tiene como coeficientes a

bp = coug
b1 = couy + cug
bo = coug + cruy + caug

b3 = cousz + cruz + couq + c3ug

bi = coui + crui—1 + coui—o + - - - + ciup
bit1 = coUit1 + c1u; + coui—q1 + -+ -+ ciur + ¢ipu0

bito = CoUita + Cruir1 + coui + -+ -+ Ciug + ¢cip1u1 + ciyaug

by, = coun + Crup—1 + CoUp_2 + -+ -+ CUp—; + -+ Crug
bpt1 = CoUnt1 + C1Up + CoUp—1 + +*+ + Cill(py1)—; T+ + o1 + Cpp1Uo
by = coUp+i + C1U(k44)—1 + CoU (ki) —2 +---Fcur+ -+ C(k+4i) U0

Como ug, ¢; son no nilpotentes, los ¢; con 0 < j < n y i # j son nilpotentes, los u; con 1 <1 <n
son nilpotentes y el producto de dos nilpotentes es igual a 0, entonces

b() = CoUg
b1 = C1UQ
b2 = C2UQ
by = cgug
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b; = ciug
bit1 = ciu1 + cip1ug

bit2 = ciuz + cipaug

by, = citp—i + cpug

bnt1 = Cill(ns1)—i

by = ciug
Luego
w(Z)h(Z) = uo(co+ a1 Z + 2 Z% 4 e 2 + ciZi(ulZ +usZ? 4+ uka)

w(Z)MZ) = uoh(Z) + c; Z (w(Z) — u0).

2.6. Algoritmo de divisién en D[Z]

Teorema 2.16. Dados p(Z) y ¢(Z) polinomios en D[Z] con q(Z) # 0y su coeficiente principal
invertible, es decir no nilpotente, existen polinomios ¢(Z) y r(Z) en D[Z] que son tnicos, de
manera que se cumple:

p(Z) = q(Z2)(Z) +r(Z)
donde r(Z) = 0 6 grado (r(Z)) < grado (¢(Z2)).

Demostracion:

Se recurre a la induccién sobre el grado de p(Z). Para iniciar se observan varios casos:

Cuando p(Z) = 0 se tiene la condicién haciendo que ¢(Z) = 0 = r(Z); cuando el grado (p(Z2)) <
grado (¢(Z)) se llega a la condicién tomando ¢(Z) =0y r(Z) = p(Z); y cuando el grado (p(Z))
= grado (¢(Z)) = 0 los dos son elementos del anillo D, la proposicién se demuestra escogiendo
at(Z) =p(2)9(2)" yar(Z)=0.

Falta demostrar el caso donde el grado (p(Z)) > grado (¢(Z)), entonces se inicia la induccién
sobre el grado de p(Z), suponiendo que el teorema se cumple para todo polinomio de grado
menor que el de p(Z), donde el grado (p(Z)) > grado (¢(Z)) > 1, luego

p(Z):a0+a1Z+a222+...+anzn’ an#o
Q(Z) = bo+ 0172 + 0372 + - -+ by 2™, by £ 0

Si se divide el termino n-ésimo de p(Z) entre el término m-ésimo de q(Z) se obtiene (a,b,,}) Z" ™.

Al multiplicar (a,b;;}) Z,—m por q(Z) y el resultado restarselo a p(Z), obtenemos un polinomio
p1(Z) de D[Z], que se expresa como

p1(2) = p(Z) — (anby, ) 2" " q(2Z)

328



EL ANILLO DE POLINOMIOS D[z] CON COEFICIENTES EN LOS NUMEROS DUALES

y como el coeficiente de Z™ en p1(Z) es a, — (anb;,;! )by = 0, entonces el

grado (p1(2)) < grado (p(2))

y por la hipétesis de induccién, el teorema se cumple para el polinomio pi(Z), luego existen
t1(Z), r(Z) en D[Z] tales que
p(Z) =t(2)a(Z) +r(Z)

donde r(Z) = 0 6 grado (r(Z)) < grado (¢(Z)). Entonces se obtiene que

p(Z) = p1(Z) + (anby, ) 2" " q(2)
p(Z) = (t(2)q(Z) + r(Z)) + (anb;, ) 2" " q(2)
p(Z) = (t1(Z) + (anb ) Z" ™) q(Z) + 1(Z)

Por tanto queda demostrado que el teorema se cumple para cualquier polinomio p(Z2).

Para mostrar la unicidad de los polinomios ¢(Z) y 7(Z), se supone que existen otros polinomios
to(Z) y ro(Z) tales que

p(Z) = 4(2)H(2) + r(Z) = q(2)to(Z) + 10(Z)
donde r(Z) =0 =1r¢(Z) 6 grado (r(Z)) < grado (¢(Z)) y grado (ro(Z)) igrado (¢(2)).

Entonces:
7(Z) = 1o(Z) = (to(Z) = t(Z))q(Z)

Si se supone que to(Z) — t(Z) # 0 y como el coeficiente principal de ¢(Z) es invertible, es decir
no nilpotente, entonces

grado ((to(Z) —t(2))q(Z)) = grado (to(Z) — 1(Z)) + grado (¢(2)),

y como
grado (to(Z) —t(Z)) + grado (¢(Z))= grado (¢(%))
entonces
grado ((to(Z) —t(2))q(Z))= grado (¢(Z))
pero como
grado (r(Z) —ro(Z)) < grado (¢(2)),
se llega a una contradiccién. Por lo tanto to(Z) = t(Z) y en consecuencia r(Z) = ro(Z). O

2.7. Homomorfismo de evaluacion

Teorema 2.17 (x). La funcién e, : D[Z] — D que a todo polinomio p(Z) = ag+a1Z +as Z*+
<o+ apZ™ con a, # 0, le asigna ag + a1z + asz? 4+ -+ anz" con z en D, es un homomorfismo
de anillos, puesto que D es conmutativo. Este homomorfismo es llamado homomorfismo de
evaluacion.
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Es importante recalcar que D sea conmutativo, pues si no lo fuera, entonces:

ez[(ao + alZ)(bo + blZ)] =e, [aobo + (a0b1 + albo)Z + (a1b1)22]
= agbg + (aghy + a1b)z + (ayby)z>

y
ez(ao + a1Z)62(b0 +017) = (ao + alz)(bo + b12) = apbg + apb1z + a12bg + a12b12

no serian necesariamente iguales.
2.8. Teorema del residuo

Teorema 2.18 (Teorema del residuo *). Dado p(Z) en D[Z] y a en D, existe un unico
polinomio ¢(Z) en D[Z] tal que

p(Z) = q(Z)(Z — a) + p(a).
Demostracion:

Aplicando el algoritmo de divisién a los polinomios p(Z) y (Z — a) se tiene que
p(Z) = q(Z)(Z = a) +r(Z)

donde el grado de 7(Z) es menor que 1, es decir, 7(Z) es una constante. Aplicando el homomor-
fismo de evaluacién en a:

se tiene que r = p(a). O

2.9. Teorema del factor

Definicién 2.10. Si p(Z) es un polinomio de D[Z] entonces a en D es una raiz de p(Z) si
ea(p(2)) = 0.

Teorema 2.19 (Teorema del factor *). Si p(Z) es un polinomio de D[Z] entonces a en D es
una raiz de p(Z) siy sélosi Z —a | p(Z2).

Demostracion:

Sia en D es una raiz de p(Z), entonces e,(p(Z)) = 0 y por el teorema del residuo se tiene que

p(Z) = q(Z)(Z — a), luego Z — alp(Z).
Si Z —a | p(Z) entonces p(Z) = q(Z)(Z — a) y aplicando el homomorfismo de evaluacién en a
se tiene que

luego a en D es una raiz de p(Z). O
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En el anillo de polinomios K[z] con K un campo se cumple el teorema que dice: Si p(z) es un
polinomio distinto de 0 en K[z]| de grado n, entonces p(z) tiene a lo méas n raices en K.

En D[Z] no se cumple este teorema pues se tiene los polinomios de grado n de la forma
p(Z2)=a1Z + asZ® + - -+ a, 2"

con aq nilpotente, tienen infinitas raices: los nilpotentes en D, es decir los niimeros de la forma
(0,b) con b en los nimeros reales.

2.10. Ideales en D[Z]

Teorema 2.20. En D[Z] el conjunto N[Z] de todos los polinomios nilpotentes es un ideal
principal.
Demostracién:

Los polinomios nilpotentes son los que tienen todos los coeficientes nilpotentes y si se multiplica
un elemento nilpotente ¢ # 0 en D por un polinomio cualquiera en D[Z] todos los coeficientes
del producto son nilpotentes, esto es, (¢) = {cq(Z) : q(Z) € D[Z]}.

Ademas, todo polinomio nilpotente se puede escribir como el producto de un polinomio p(Z) en
DI[Z] por un elemento nilpotente (0, d) distinto de 0 en D, pues cada uno de sus coeficientes es
de la forma (0, m) y la ecuacién

(07 m) = (07 d)({L’, y)

siempre tiene solucién en D. Por lo tanto el conjunto de todos los polinomios nilpotentes es un
ideal principal generado por cualquier elemento nilpotente en D. O

Teorema 2.21. En D[Z] el conjunto Z - p(Z) de todos los polinomios sin coeficiente constante
es un ideal principal.

Demostracion:

Los polinomios sin coeficiente constante son de la forma Z - p(Z) para algin p(Z) en D[Z] y
(Z) ={Zq(2) : q(Z) € D[Z]}, luego el conjunto de todos los polinomios sin coeficiente constante
es un ideal principal generado por el polinomio Z. U

Teorema 2.22 (x). Si I, J son ideales en D[Z] entonces I NJ es un ideal en D[Z].
Teorema 2.23 (x). Si I, J son ideales en D[Z] entonces

I+J={i+j:iel, A, jeJ}
es un ideal en D[Z].

Teorema 2.24. El subconjunto ZN[Z] = Zp(Z) N N[Z] de D[Z] es un ideal principal.
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Demostracion:

Los polinomios nilpotentes sin coeficiente constante son de la forma ¢1Z - p(Z) con ¢ nilpotente
en Dy (cZ) = {cZq(Z) : c* =0, A, q(Z) € D[Z]}, luego el conjunto de todos los polinomios
nilpotentes sin coeficiente constante es un ideal principal generado por el polinomio ¢Z con ¢
nilpotente. U

Teorema 2.25. El subconjunto N[Z]+ Z - p(Z) de D[Z] es un ideal principal.
Demostracién:

Los polinomios con coeficiente constante nilpotente son de la forma ag + a1Z + --- + a, Z"
con ag nilpotente y si se multiplica el polinomio ¢y + ¢1Z con ¢y nilpotente distinto de 0 y
c1 no nilpotente, por un polinomio cualquiera en D[Z], el coeficiente constante del producto
serd nilpotente, esto es,

(co+ca1Z) ={(co+c12)q(Z) : (c0)* =0, A, cog #0, A, (c1)> #0, A, q(Z) € D[Z]}.

Ademas, todo polinomio ¢(Z) = do + d1Z + - -+ d,Z™ con coeficiente constante nilpotente se
puede escribir como el producto de un polinomio p(Z) = by + b1 Z + -+ + bpZF en DI[Z] por
el polinomio ¢y + ¢1Z con ¢y nilpotente distinto de 0 y ¢; no nilpotente, pues cada uno de sus
coeficientes debe ser de la forma

dz‘ = Cobz‘ + Clbz‘—l

y como ¢y = (0,¢) con t # 0, ¢; = (x,y) con = # 0, se debe encontrar b; = (a,b) y b;—1 = (¢, d)
y esto siempre es posible puesto que la ecuacion

d; = (w, z) = (zc,at + xd + yc)

tiene siempre soluciones en D. Il

Teorema 2.26. En D[Z] el conjunto Z¥p(Z) de todos los polinomios
q(Z) =ao+arZ+-+ayZ"

cuyos coeficientes a; = 0 con ¢, k nimeros naturales tales que 0 < i < k es un ideal principal.

Demostracion:

Los polinomios ¢(Z) = ap+a1 Z+- - -+a,Z" cuyos coeficientes a; = 0 con 7, kK nimeros naturales
tales que 0 < i < k son de la forma Z*p(Z) para algin p(Z) en D[Z] y (Z%) = {Z*t(Z) : t(Z) €
DI[Z]}, luego el conjunto Z¥p(Z) es un ideal principal generado por el polinomio Z*. O

Corolario 1. En D[Z] el conjunto Z?p(Z) de todos los polinomios
o(Z)=ao+aZ+-+ayZ"

cuyos coeficientes ag, a1 son iguales a 0, es un ideal principal.

Demostracién:

Los polinomios ¢(Z) = ap + a1Z + - -+ 4+ a,Z" cuyos coeficientes agp = 0 = a1 son de la forma
Z2p(Z) para algtin p(Z) en D[Z] y (Z?) = {Z?t(Z) : t(Z) € D[Z]}, luego el conjunto Z?p(Z) es
un ideal principal generado por el polinomio Z2. U
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Teorema 2.27. El subconjunto Z¥N[Z] = Z¥p(Z) N N[Z] de D[Z] es un ideal principal.

Demostracion:

Los polinomios nilpotentes n(Z) = ag + a1Z + - - - + a, Z" cuyos coeficientes a; = 0 con i, k
niimeros naturales tales que 0 < i < k son de la forma ¢; Z*p(Z) con c¢; nilpotente en D y
(cZF)y = {cZFq(Z) : k >0, A, c® =0, A, q(Z) € D[Z]}, luego el conjunto Z¥N[Z] es un ideal
principal generado por el polinomio ¢Z* con ¢ nilpotente. U

Teorema 2.28. El subconjunto N[Z] + Z¥p(Z) de D[Z] es un ideal principal.

Demostracién:

Si se multiplica el polinomio ¢y +c¢1 2 + - - +epZF con ¢ nilpotente distintode 0,0 <: < k—1y
¢i; no nilpotente, por un polinomio cualquiera p(Z) en D[Z], los coeficientes d;j con 0 < j < k—1
del producto

(co+cr1Z+-+eZ¥p2)=do+d1 Z 4 -+ dp 2™

son todos nilpotente, esto es,
(co+ca1Z+---+ ck+1Zk>
= {(co—l—ch—l—---—l—cka)q(Z):Ogigk—l, A, c; 0, A,
(ci)> =0, A, (ck)* #0, A, q(Z) € D[Z]}.

De otro lado, todo polinomio ¢(Z) = do+ d1Z + - - -+ d,,Z™ con coeficientes d; nilpotente, para
0 < j < k-1, se puede escribir como el producto de un polinomio p(Z) = bg+b1Z+- - -+ b, Z™
en D[Z] por el polinomio cg + ¢1Z + - - - 4 ¢, Z* con ¢; nilpotente distinto de 0,0 <i <k —1y
¢ no nilpotente, pues cada uno de sus coeficientes debe ser de la forma

d; = cob; + c1bi—1 + cabi—o + -+ + cp_1bi_(p—1) + crbi—k

y como ¢g = (0,%g), c1 = (0,t1), c2a = (0,t2), ..., ck—1 = (0, tx—1), con to, t1,to, ..., tx—1, distintos
de 0, ¢ = (x,y), con x # 0, se debe encontrar b; = (ajb;),
bi-1 = (ai—1,bi-1), bi—2 = (ai—2,bi-2), .-, b;_(y—1) = (@i—(k—1)> bi—(k—1))s bik = (@it bi—k),
y esto siempre es posible puesto que la ecuaciéon

di = (w, z) = (vai_g, aito + a;—1t1 + -+ @ (p—1)t—1 + Tbi—p + ya; )

tiene siempre soluciones en D. Il

Teorema 2.29. Para todo niimero natural k > 0, se cumple que

(ZF) C(ZF1) c (272 (2P - (2% C (2).
Demostracion:

Por induccién sobre k, el caso para k = 1 es evidente.

Se supone que la afirmacién es cierta para todo ntimero natural ¢ < k, entonces es cierta en
particular para ¢ = k — 1.

333



MEMORIAS XVIII ENCUENTRO DE GEOMETRIA Y VI DE ARITMETICA

Dado p(Z) = ag +a1Z + -- -+ a,Z" en Z* por el teorema 2.26
(2% = {Zki(2) : 42) € D|Z]},
luego a; =0 con 0 < j <k —1y como
(ZFY = (ZF"(2) - t(Z) € D[Z]}

sis(Z)=0bg+01Z+ -+ bpZ™ estda en (ZF — 1), entonces b = 0 con 0 < 1 < k — 2, por tanto
p(Z) estd en (ZF — 1) de donde (Z*) C (Z*~1, y por la hipétesis de induccién

(ZF) (2P c (272 (2P - (2% C (2).

Teorema 2.30. D[Z]/(Z) es isomorfo con D.

Demostracion:

En el anillo
D[Z]/(Z) ={a(Z2) + (Z) : (Z) € D[Z]}

las clases de equivalencia son los polinomios cuyo coeficiente constante es igual. Entonces la
funcion

X:D[Z)/(Z) — D
4(Z) + (Z) — ag
con ¢(Z) =ap+ ar1Z + -+ -+ a, Z", es un homomorfismo puesto que dados

HZ)=ao+aZ+ - +anZ" y s(Z)=by+bZ+-+bpZ"

Al(#(2) +(2)) + (s(2) + (2))] = M(1(Z) + 5(2)) + (Z)]
= agp + by
= Alt(2) +(2))] + Al(s(2) + (2))]
A(t(2) +{2))(s(2) + (2))] = [(1(2)s(2)) + (Z)]
= aobo
= Al(t(2) +{(2)A[(s(2) + (2))]
Ademads \ es inyectiva ya que Ny = {(Z)} y A es sobreyectiva pues dado a en D, existe la clase

de polinomios en D][z]/(Z) cuyo coeficiente constante es a. O

Teorema 2.31. En D[Z] el ideal principal Z - p(Z) no es un ideal maximal.
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Demostracién:

Demostracion: Por el teorema® 11.5y el teorema 2.30 se concluye que Z - p(Z) no es un ideal
maximal. O

Teorema 2.32. Z - p(Z) no es un ideal primo.

2.11. Polinomios irreducibles en D[Z]

Las afirmaciones que se muestran a continuacién sobre polinomios irreducibles en D[Z] estan a
nivel de conjetura, fruto de los casos estudiados, porque al realizar intentos de demostracion,
éstos incluyen dos casos: uno en el que el producto de los coeficientes a;b; de los polinomios
considerados como factores sean todos iguales a 0 y el otro cuando uno de los productos a;b;
es el inverso aditivo de la suma de los demas. Este iltimo caso no ha sido considerado en los
intentos de demostracién pero se sospecha que no se puede dar cuando se fijan los grados de los
polinomios producto.

Afirmacién 2.1. Un polinomio h(Z) = ¢y en D[Z] es irreducible en D[Z], si ¢y es nilpotente.

Demostracién:

[parcial] Si h(Z) =coy h(Z) = p(Z)q(Z) con

p(Z):a0+a1Z+a2Z2+...+arzr’ ar#o
Q(Z):b0+b1Z—|—b2Z2+...+bSZs’ bs#o

de manera que 0 < r + s, entonces se deben buscar las condiciones sobre los coeficientes de p(Z)
y q¢(Z) para que al realizar el producto se obtenga h(Z).

Para que ¢y = agbg sea nilpotente, es necesario que uno de los factores sea nilpotente y el otro
no nilpotente.

Si ag es no nilpotente y by es nilpotente, entonces dados

c1 = agby + a1by
co = agby + a1by + asby
c3 = agbs + a1ba + azb1 + azbg

cp = agbp + arbp_1 + agb,_o + - - -+ apbo

los ¢; con 1 <4 < n deben ser iguales a 0, entonces si cada producto es cero, y como se tiene que
ap es no nilpotente, observando la columna donde aparece ag, resulta que los b,, con 1 <m <'s
deben ser iguales a 0. También se tiene que by es nilpotente y observando la columna donde éste

9 Teorema 11.5. M es ideal maximal en D si y s6lo si D/M es un campo. La demostracién de este teorema
puede ser consultada en: Jiménez, H., Luque, C. (2007). El anillo de los nimeros duales. En: Memorias del XVII
Encuentro de Geometria y V Encuentro de Aritmética. Tomo I. Bogoté: Universidad Pedagdgica Nacional. p.p.
192.
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aparece, se obtiene que los a; con 1 < j < r deben ser nilpotentes o iguales a 0. Con esas dos
nuevas condiciones los otros productos que se presentan son iguales a 0.

Entonces p(Z) = ap + a1 Z + asZ? 4+ -+ a,Z", debe cumplir que ag sea no nilpotente y los a;
con 1 < j < r sean nilpotentes o iguales a 0, es decir, son unidades. Y q(Z) = by +b1Z + bo Z% +
-+ -+ bsZ*, debe cumplir que by sea nilpotente y los b,, con 1 < m < s sean iguales a 0, es decir,
es una no unidad.

Por tanto un polinomio h(Z) = ¢y en D[Z] es irreducible en D[Z], si ¢ es nilpotente y se
cumplen las condiciones dadas. O

Afirmacién 2.2. Un polinomio h(Z) = ¢y + c1Z en D[Z] es irreducible en D[Z], si ¢y y ¢1 son
no nilpotentes.
Demostracion:

[parcial] Si h(Z) = co+ 1 Z y h(Z) = p(Z)q(Z) con

p(Z):a0+a12—|—a2Z2+..,+arzr’ ar#o
Q(Z):b0+b1Z+b2Z2+...+bSZs’ by # 0

de manera que 1 < r+ s, entonces se deben buscar las condiciones sobre los coeficientes de p(Z)
y q¢(Z) para que al realizar el producto se obtenga h(Z).

Para que ¢y = agbg sea no nilpotente, es necesario que los dos factores sean no nilpotentes.

Si ag y by son no nilpotentes, entonces para que ¢; = agby + a1bg sea no nilpotente se dan los
siguientes casos:

ai

b1

No nilpotente

No nilpotente

No nilpotente

Nilpotente

No nilpotente

0

Nilpotente

No nilpotente

0

No nilpotente

Y como

ca = agby + a1b1 + agbg
c3 = agbs + a1ba + azb1 + azbg

cp = agbp + arby_1 + agb,_o + - - -+ apby

los ¢; con 2 < ¢ < n deben ser iguales a 0, entonces si cada producto es cero, a;b; = 0, implica
que de las opciones mencionadas sélo son posibles aquellas donde a; es no nilpotente y b; es 0,
o cuando a; es 0 y by es no nilpotente.

Como se tiene que ag es no nilpotente y agb,, = 0 con 2 < m < s entonces los b, deben ser
iguales a 0. Andlogamente como by es no nilpotente, los a; con 2 < j < r deben ser iguales a 0.
Con esas condiciones los otros productos que se presentan son iguales a 0.
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Entonces si p(Z) = ap+ay Z+ayZ+- - 4a, Z", cumple que ag es no nilpotente, a; es no nilpotente
ylosa; con 2 < j < rsonigualesa 0, es decir, son no unidades; ¢(Z) = bo+b1 Z+ba Z%+- - +bs Z°,
debe cumplir que by sea no nilpotente, b; sea igual a 0 y los b,, con 2 < m < s sean iguales a 0,
es decir, es una unidad.

Ysip(Z)=ap+a1Z+ asZ? 4 - -+ a,Z", cumple que ag es no nilpotente, a; es igual a 0 y los
aj con 2 < j < r son iguales a 0, es decir, son unidades; ¢(Z) = by + b1 Z + boZ? + - + b Z¥,
debe cumplir que by sea no nilpotente, b; sea no nilpotente y los b, con 2 < m < s sean iguales
a 0, es decir, es una no unidad.

Por tanto un polinomio h(Z) = ¢y + c¢1Z en D[Z] es irreducible en D[Z], si ¢y y ¢1 son no
nilpotentes y se cumplen las condiciones dadas.

Afirmacién 2.3. Un polinomio h(Z) = co + c1Z + coZ? + -+ + ¢, Z" en D[Z] de grado n > 0
es irreducible en D[Z], si existe un tnico 1 < ¢ < n tal que ¢; es no nilpotente y para todo
0 <j <nconi#j, cj es nilpotente.

Se recurre a la induccién sobre el grado de h(Z). Para iniciar se observa que cuando n = 1 se
tienen tres casos:

1. Sea h(Z) = ¢y + c1Z donde ¢ y ¢ son nilpotentes. En este caso, se puede expresar un
polinomio h(Z) con las condiciones dadas, por ejemplo, h(Z) = (0,2) + (0,4)Z como un
producto de dos polinomios p(Z) y ¢(Z) que no son unidades:

Dado p(Z) = (0,2) y q¢(Z) = (1,2) + (2,1)Z el producto p(Z)q(Z) es h(Z). Dado p(Z) =
0,2)y ¢(Z) = (1,2) + (2,1)Z + (0,3) Z? el producto p(Z2)q(Z) es h(Z).

Luego es reducible.

2. Sea h(Z) = ¢g + c1Z donde ¢y y ¢; son no nilpotentes. En este caso de acuerdo a la
afirmacion 2.2 se tiene que los polinomios que tienen esa forma son irreducibles si cumplen
las condiciones dadas.

3. Sea h(Z) = ¢o + ¢1Z donde ¢y es nilpotente y ¢; es no nilpotente.

Sih(Z)=co+carZy hZ) =p(Z)q(Z) con

p(Z):a0+a1Z+a2Z2+...+arzr’ ar#o
Q(Z):b0+b1Z—|—b2Z2+...+bSZs’ bs#o

de manera que 1 < r+ s, entonces se deben buscar las condiciones sobre los coeficientes de p(Z)
y q¢(Z) para que al realizar el producto se obtenga h(Z).

Para que ¢y = agbg sea nilpotente, es necesario que uno de los factores sea nilpotente y el otro
no nilpotente.

Si ag es nilpotente y bg es no nilpotente, entonces para que ¢; = agby + a1bg sea no nilpotente
se dan los siguientes casos:
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aj b1
No nilpotente No nilpotente
No nilpotente Nilpotente
No nilpotente 0

Y como
co = agby + a1by + asby

c3 = agbs + a1ba + azb1 + azbg

cp = agbp + arby_1 + agb,_o + - - -+ apby

los ¢; con 2 < ¢ < n deben ser iguales a 0, entonces si cada producto es cero, a;b; = 0, implica
que de las opciones mencionadas sélo es posible aquella donde a; es no nilpotente y b; es 0.

Como se tiene que ag es nilpotente y agb,, = 0 con 2 < m < s entonces los b,, deben ser
nilpotentes o iguales a 0. También como by es no nilpotente, los a; con 2 < j < r deben ser
iguales a 0. Pero con esas condiciones no se puede asegurar que los otros productos que se
presentan son iguales a 0, pues como a; es no nilpotente, para que a1b,,, =0 con 2 < m < s, los
b, s6lo deben ser iguales a 0.

Entonces p(Z) = ag + a1Z + asZ* + --- + a,Z", debe cumplir que ag sea nilpotente, a; sea
no nilpotente y los a; con 2 < j < r sean iguales a 0, es decir, son no unidades. Y ¢(Z) =
bo+b1Z +boyZ% +-- -+ by 7%, debe cumplir que by sea no nilpotente y los b, con 1 < m < s sean
iguales a 0, es decir, es una unidad.

Por tanto un polinomio h(Z) = ¢o+ ¢1Z en D[Z] es irreducible en D[Z], si ¢y es nilpotente y ¢;
es no nilpotente y se cumplen las condiciones dadas.

Si para algin ntimero natural n > 0, un polinomio h(Z) = co+c1Z +coZ? + - -+, Z" en D[Z],
en el cual existe un tnico 1 < i < n tal que ¢; es no nilpotente y para todo 0 < j < n con i # j,
c; es nilpotente, se tiene que h(Z) es irreducible.

Se debe probar que todo polinomio de grado n + 1 que cumpla las condiciones es irreducible.

Todo polinomio p(Z) de grado n + 1 en D[Z] que satisfaga las condiciones de la afirmacién
2.3 es de la forma p(Z) = x0 + Zh(Z) con xq nilpotente o p(Z) = h(Z) + cu11 2" con cpi
nilpotente,

pues si h(Z) = co+ a1 Z + 7% + -+ + ¢, Z"™ donde existe un tnico 1 < i < n tal que ¢; es no
nilpotente y para todo 0 < j < n con i # j, ¢; es nilpotente, para obtener un polinomio de
grado n + 1 que cumpla también las condiciones se dan los siguientes casos:

1. Multiplicar h(Z) por el polinomio Z y al polinomio resultante sumarle un elemento x
nilpotente en D.

2. Al polinomio h(Z) sumarle el polinomio ¢, 412" con ¢, 1 nilpotente en D.

3. Se multiplica el polinomio Z por el polinomio ¢ — jZ7 4 cj+1Zj+1 + cj+2Zj+2 4+t 2"

para algin j < n obteniéndose como resultado
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Cij+1 + Cj+1Zj+2 + Cj+2Zj+3 —+ -+ CnZn—H

luego a este polinomio se le suma co+c1 Z +co 2%+ . . e Z3=1 pero hace falta el j-ésimo
término por tanto el polinomio de grado n + 1 queda de la forma:

co+ad+ 0222 + -+ Cj_1Zj_1 + qu + Cij+1 + Cj+1Zj+2 + Cj+2Zj+3 + -+ CTLZTH—1
para algin ¢ nilpotente.
El caso iii. se reduce al i. si j = 0 y se reduce al ii. si 1 < j < n, por tanto dado un polinomio

h(Z) que cumpla las condiciones sélo existen dos formas diferentes de conseguir un polinomio
de grado n + 1 que también cumpla las condiciones.

Si p(Z) = xy + Zh(Z) con xo nilpotente, se debe probar que es irreducible. Si p(Z) no es
irreducible existen ¢(Z) = ag +a1Z + a2 Z> + - -+ a, Z* y r(Z) = bg + b1 Z + by Z* 4 - - - + b, 2"
tales que p(Z) = q(Z)r(Z) donde ¢(Z) y r(Z) no son unidades; entonces

a(Z2)r(Z) = o + ZW(Z)

y para que xg = agbg sea nilpotente, es necesario que uno de los factores sea nilpotente y el otro
no nilpotente o los dos sean nilpotentes.

Si ap es nilpotente, by es no nilpotente y existe al menos un b, para algin ntmero natural
1 < g < v que sea no nilpotente, pues r(Z) no es unidad, para cumplir las condiciones es
necesario que sélo uno de los coeficientes del producto sea no nilpotente, entonces puede darse
que:

Sibi—j con1l <i—j<wv<n+1esno nilpotente y se elige que ci—1Z" sea el coeficiente no
nilpotente en el producto,

co = agby + a1by
c1 = agby + a1by + asbg
co = agbz + arby + azb1 + azby

Cj—1 = aobj + albj_l + a2bj_2 + -4 ajb()
cj = agbji1 +arbj +agbj_1 + -+ -+ ajby + aj;1bg

Ci—1 = apb; +a1bi—1 +agbi—o + -+ -+ ajbi—j + aj11b;_(j11) + -+ aibo
¢ = apbiy1 + arb; + agbi—1 + - -+ ajbipi—; + -+ aibi + aip1bo

ct—1 = agby + arbi_1 + agbp_o + - - -+ a;b_j + - -+ azby

entonces es necesario que por lo menos uno de los sumandos sea no nilpotente, por ejemplo
a;b;_j, por tanto a; debe también ser no nilpotente. Pero si a; es no nilpotente el producto a;bg
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serfa no nilpotente pues by es no nilpotente y el coeficiente ¢;_1 serfa también no nilpotente, lo
que contradice la hipétesis.

Otra opcién es elegir b;—; con 1 ¢ — j < v < n + 1 no nilpotente y ¢;—; como el coeficiente no
nilpotente en el producto, entonces es necesario que por lo menos uno de los sumandos sea no
nilpotente, por ejemplo a;jb;_;, por tanto a; y b;—; deben ser no nilpotentes. Pero si a; es no
nilpotente los productos a;bg, a;b;—; serfan no nilpotentes y los coeficientes ¢;_1, ¢;—1 también
lo serian, lo que contradice la hipdtesis.

Ahora, si ag y bg son nilpotentes, para cumplir las condiciones es necesario que sélo uno de los
coeficientes del producto sea no nilpotente, por ejemplo ¢;_1:

co = a0b1 + a1b0
c1 = agbsy + a1by + asbg

co = agbz + a1ba + azb1 + azby

Ci—2 = agbj—1 + a1bj_o + asb;_3 +---+a;bi_1_j+ -+ a;_2b1 + a;_1bp
ci—1 = apb; + arbi—1 + agbj_o + - - - + ajbi_j + aj+1b,~_(j+1) + -+ a;bg
¢; = apbiy1 + arb; + asbi—1 + - -+ ajbip1—j +aj1bi—j + - - -+ aby + ai41bo
entonces es necesario que por lo menos uno de los sumandos sea no nilpotente, por ejemplo
a;b;_j, por tanto a; y b;_; deben ser no nilpotentes. Pero puede haber otro sumando, por ejemplo
aj+1b;—(j41), donde a;j1 sea nilpotente y b;_(;41) sea no nilpotente; o a;41 sea no nilpotente
¥ bi_(j+1) sea no nilpotente; o a;y1 sea no nilpotente y b;_(;41) sea nilpotente, que no afecta

que ¢;_1 sea no nilpotente pero que si causa que otros coeficientes lo sean, presentandose una
contradiccion:

Si ajy1 es nilpotente y b;_(;;1) es no nilpotente, el producto a;b;—1—; serfa no nilpotente y el
coeficiente ¢;_o seria no nilpotente.

Si aj+1 es no nilpotente y b;_(j41) es no nilpotente, el producto a;i1b;—; serfa no nilpotente y
el coeficiente ¢; seria no nilpotente.

Si aj11 es no nilpotente y b;_(;41) es nilpotente, el producto a;1b;—; seria no nilpotente y el
coeficiente ¢; seria no nilpotente.

Por tanto, el polinomio p(Z) = z¢ + Zh(Z) con x( nilpotente, es irreducible.

De manera andloga se obtiene que el polinomio p(Z) = h(Z) + cp,41Z2™*! con ¢, + 1 nilpotente,
es irreducible. 0
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