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Resumen

En este articulo se muestra que existe un tnico polinomio que interpola un conjunto finito
de puntos del plano con abcisas distintas y se presentan algunas formas de obtener este
polinomio, entre ellas estdn el polinomio de interpolacién de Newton (1687), El polinomio
de Lagrange (1775), el método matricial y el método de diferencias divididas.

Resena historica

La historia de la interpolacién comienza con los matemadticos babilénicos y sus trabajos en
las tablas exponenciales; que aunque presentaban grandes huecos, no dudaron en interpolar
linealmente o proporcionalmente para conseguir una aproximacion a sus valores intermedios.

El impulso de la interpolacién se entrelazé con los primeros desarrollos de las diferencias finitas,
empezando por la cuadratura del circulo de Wallis en 1655, con la que propuso el principio
de “intercalculo” o interpolacién, esto fue aceptado por Newton en 1676, lo cual le permitié la
derivacién de las series binémicas. Asi, Newton a partir de un problema de cuadraturas pudo
obtener el teorema binomial. Luego se continia con la construccién de férmulas practicas de
interpolacion.

Aunque “la historia de las fémulas de interpolacién es complicada y muy discutida”, (Bell, 1995,
p. 421) se le puede considerar como un estimulo en los siglos XVII y XVIII para la evolucién
independiente de las operaciones fundamentales de la teoria clasica de las diferencias finitas,
las cuales se desarrollaron principalmente para facilitar calculos numéricos en astronomfa, la
creacion de tablas y la cuadratura mecénica.

Interpolacién Polinomial

La interpolacién polinémica es un método usado para conocer, de un modo aproximado, los
valores que toma una funcién, casi siempre desconocida su expresién, de la cual s6lo se conoce
su imagen en un nimero finito de abscisas.

El objetivo sera hallar un polinomio que cumpla lo antes mencionado y que permita establecer
aproximaciones de otros valores desconocidos para la funcién con una precision deseable fijada.
Por ello, para cada polinomio interpolador se dispondra de una férmula de error que permita
cuantificar la precision del mismo.

Se dispone de varios métodos generales de interpolacion polinémica que permiten aproximar una
funcién por un polinomio de grado n. Algunos son el de Newton, el de Lagrange, el matricial,
el de diferencias divididas y el de diferencias divididas de orden superior.
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Interpolacién mediante funciones de una variable.

Definicién 0.1. Sean {(z;,y;)}iy un conjunto de n + 1 puntos en R? tal que z; < x; para
i < j. Una funcion de interpolacion correspondiente a estos datos es una funcion continua f tal
que f (x;) = y;, para todo 0 < i < n.

Teorema 0.1. Sean {(z;,v;)},_, un conjunto de n + 1 puntos. Si z; < x; para i < j entonces
existe un unico polinomio p de grado a lo méas n tal que p (z;) = y;, para todo 0 < i < n.

Demostracion.

1.

Primero se probard la unicidad

Suponga que existen p y ¢ polinomios distintos de grado menor o igual que n, con p (z;) =
yi = q(x;) paratodo 0 < i < n, luego p—q tendria n+1 raices y por el teorema fundamental
del algebra p — ¢ = 0 que implica p = q.

2. Ahora, por induccién, se prueba la existencia
El cason = 0, se cumple puesto que el polinomio constante p (x) = yo satisface la condicién
P (z0) = Yo
Supéngase ahora que se ha obtenido un polinomio pi_; de grado menor o igual a k, con
pr—1 (zi) = y; para todo 0 <i <k — 1.
El polinomio pg(x) = pr—1(x) + cx(x —x0)(x — 1) - - - ( — T—1) es un polinomio de grado
menor o igual a k que interpola los mismos datos que pi_1(z) y ademds el dato (xg, yk),
asi:
pr (zk) = pr—1 (¥k) + e (Tk — 20) (T — 1) + -+ (T — Tp—1) = Y
y despejando c¢i se obtiene:
ck = [y — pr—1 (@k)] / [(2k — 20) (T — 21) + -+ (T — Tp-1)]
el denominador de esta fraccién es no nulo puesto que x; # x; para todo 0 < 4,5 < k.
Asf el polinomio anterior p(,) satisface py(,,) = yi- para todo 0 <i < k. O
Note que los polinomios pg, p1, - . ., pn generados en la demostracion anterior tienen la propiedad

que cada py se obtiene a partir de pp_1 agregandole un sumando, con ello al final del proceso
pn, estard formado por una suma de términos y cada p; serd visible en la expresion de p,. El
k-ésimo polinomio se puede expresar como:

pr () = co + ¢1 (& — m0) + 2 (& — x0) (- — 1) + - - -

+ep(x—mzo)(x—m2q) - (x—2: k—1)

En forma compacta:

3
<.
|
—

donde se adopta la convencion.

sim < 0.
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Polinomio de interpolacion de Newton

Los polinomios pg(z) obtenidos anteriormente

po(z) = co
p1(x) = co + 1 (x — x0)
p2(x) = co + c1 (x — mg) + c2 (v — o) (v — 21)

pr(z) =co+ci(x—xzo)+ca(x—ag) (x—21)+- -+ ep(z—x0) (x — 1) - (2 — 1)

reciben el nombre de polinomios de interpolaciéon de Newton.
Los coeficientes ¢, se obtienen iterando sucesivamente al sustituir los valores de x en el polinomio
pr(x) y despejando:
Y1 — Yo
(1 — z0) ’
Yo — p1 (22) o — Yk — Pk—1 (Tk)
(w9 — xq) (w2 — 21) "7 (an — o) (wn — 20) - (0% — Th1)

Ejemplo: Calcular el polinomio de interpolacién para los siguientes datos.

€o = Yo, 1 =

Cy =

i) T o | X3
z||—-1]11] 3] 4
yll 2 |58 |12

Yo | Y1 | Y2 | Y3

Solucion

co=2, po(x)=2, c1=(5-2)/1+1)=3/2, p1=2+3/2(x+1)
12-19/2 1

pi(z) =p2(z), c2=0, p2(4)=19/2, «c3 FEPE] 5

3 1
El polinomio de interpolacién es pg = 2+ 3 (z+1)+ 6 (z+1)(z—1)(z —3) cuya gréfica se ilustra

a continuacién.

Forma de Lagrange del polinomio de interpolacion

El polinomio de interpolacién en la forma de Lagrange viene dado por: p,(z) = yolo(x)+y1l1(x)+

n
4 yYnlp(x) = Y yrlp(x). Donde las funciones {l;(x)})_, son polinomios que dependen de las
k=0
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n
abscisas {x1}_,. Como cada polinomio p,, interpola los puntos se tiene: py, (z;) = > yli (z;) =
k=0

1, sik=y

volo (w5) +yuly () + - -+ yslj () + - -+ ynln (x5) = y;, luego Iy (x5) = oy = . g
0, sik+#j

Asi, que deben hallarse n + 1 polinomios con esta propiedad. Estos se pueden construir asi:

n n 1
le(z) =c H (x =), lp(zk)=c H (xp —x) =1, c=—
i=0,j#k i=0,j#k I (zr—z)
i=0,j#k
‘ (}_Iyék (@~ ) S (- a)
[I (zx—z) i=04#k
i=0,j#k

Estas funciones son conocidas como funciones cardinales.

Ejemplo Encuentre el polinomio que interpola los datos del ejemplo anterior usando la férmula
de Lagrange

i) T X2 I3

y|| 4|1 0 | =5
Yo | v1 | Yo | y3

(o) = AT = (e~ D= 2)
h(z) = (("’SE;E’S: i;gg:j)) = St -1 —-2)
Io(z) = i"ii;‘féf:g - —%:):(:):—I— (@ —2),

ly(z) = (("; i ng: 11)) - é(g; 1)@ — Da, ast

) = ~dh(a) - 130) + () =)

=—44+5(x+1) —3(:):—1—1):1:—1—%(:):—1—1):):(:):— 1)

cuyo polinomio es igual al encontrado por el método de Newton.

Polinomio de interpolacion matricial

n .
La forma usual de un polinomio es: p(x) = ag+ai1x+asx?®+- - -+a,z" = 3. a;2%, si el polinomio
i=0
n .
interpola los puntos se cumple que: p (xk) =ag+a1Tk + agxi +- 1t an:):z = Z ai:):}€ = Y para
i=0
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todo 0 < k < n, lo que conlleva a un sistema de n 4+ 1 ecuaciones lineales con n + 1 incégnitas
representado en forma matricial por

1 :):(% e :):8- ag 0
1 x :):% 2| |ar Y1
1 zo 23 - 2% |a2| = v
1 2 L. g

1z, x| |an] | Yn |

que tiene solucién unica debido a que el determinante de la matriz (llamado determinante de
Vandermonde) es diferente de 0 puesto que los z; son todos distintos.

1 - -

[ag] [a xo af - af] Yo
al 1 = :):% RN At Y1
as | — 1 x9 :):% SRR Y

1 2 ... gn
| an | 1z, 3 x| | Yn |

Ejemplo. Hallar el polinomio que interpola los siguientes puntos:

Lo | T1 | T2 | T3
z| -2 1 0 3

Y 4 0 5 | =9
Yo | Y1 | Y2 | Y3

4N =1

ao 1 -1 4 -8 4 5

a| )t 1 1 1 0| —%7

a| )1 0 0 3 I e

an 1 3 9 27 -5 £
Asi, el polinomio es: p(z) =5 — %:): — %:):2 + 1%:):3 y su gréafica

Interpolacién polinomial por el método de las diferencias
divididas

Dado el problema de interpolar un conjunto de puntos {(z;, f (z;))};_, con x; # x; para i # j ,
se sabe que existe un tnico polinomio p a lo méas de grado n que interpola a f en estos puntos,

es decir p (z;) = f (x;), para todo 0 < i < n.
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El polinomio p se puede escribir como una combinacién lineal de los polinomios basicos
o) =1, qx)=z—-20, q2)=(—20)(x—21) +
an(v) = (x — x0) (v — 1) -+ (¥ — Tp—1)
Que conducen al polinomio de interpolacién de Newton:
p(x) = coqo(x) + c1q1(x) + caqa(z) + - - - + cngn ()
Las condiciones de interpolaciéon dan lugar a un sistema de n + 1 ecuaciones lineales:
p(x;) = coqo (zi) + c1q1 (x;) + coqa (zi) + -+ - + cngn (zi) = f (z;), para todo 0 < i <n.

En este sistema la matriz de coeficientes de tamano (n + 1) x (n + 1) tiene por elementos
a;j = qj (x;) para todo 0 < 4,j < n, lo que proporciona una matriz triangular inferior puesto
que:

q(x) = (z —z0) (x —21) (T —wj—1) ¥
q(z;) = (i —zo) (x—i—a1) (@i —wj_q) sii<j
Ejemplo. Suponga que se tienen tres puntos (zg, f (z¢)), (z1, f (1)), (x2, f (z2)).
p(x) =co+c1 (v —x0) + c2(x — x0) (x — 21)

el sistema de ecuaciones es

p (7o) = co = f (z0)
p(r1) = co + c1 (x1 — ) = f(71)
p(z2) = co +c1 (x2 — wo) + 2 (22 — @0) (T2 — 71) = f(72)

equivalente a

1 0 0 co f (o)
1 ({L‘l — {lfo) 0 ci| = |f (xl)
1 (22 —x0) (22— 20) (22 —21)] |2 f(@2)

Para resolver este sistema se va sustituyendo de arriba hacia abajo.

En este proceso se ve que: ¢g = f (xg), ¢1 solo depende de f (zo) v f (x1), ...,y ¢, depende de
f(zo), f(x1),..., f(z,) en el caso general.

La notacién ¢, = f [z, 1,...,%,] es la mas adecuada y usual para denotar los coeficientes en
el polinomio de interpolacion. Estos coeficientes se denominan diferencias divididas y su nombre
es natural se debe a que si se tienen solo dos nodos, el polinomio de interpolacién para estos es
la recta que pasa por ellos:

f(z1) — f(x0)
Tr1 — g

ast que f [zo] = f (z0) ¥ f [0, 2] = LE=dlzo),

p(x) = [ (xo) +

(z — x9)

Usando la notacion de diferencias divididas el polinomio de interpolacién de Newton se puede
escribir como:

n n n Jj—1
pa) =Y cigi(x) = floo o, . x) (@) = flwo, o, .z [[ (@ — 2p)
=0 =0 =0 k=0
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Formula de recurrencia para las diferencias divididas

Las diferencias divididas satisfacen

f[xlax%'“axm] _f[anxla"'axn—l]
LTy — X0

f[x()axlv"'axn] -

Demostracion. Sean p,(x) el polinomio que interpola los puntos {(xk, f (zr))}r_g,Pn—1(x) €l
polinomio que interpola los puntos {(xg, f (:):k))}z;é y q(x) el polinomio que interpola los puntos
{(zk, f (1)) }}_;. Estos polinomios satisfacen la relacién:

pn(r) = a(w) + " (4(@) = paa ()
debido a que p,(z) y q(z) = ;"’n—_x;o (¢(x) — pp—1(x)) tienen ambos grado menor o igual a n y son
iguales en los puntos {(z)},_, -En efecto:
pn(e = 0) = f(z = 0),a(x —0) + 0 (g (x — 0) = pn-1 (x0))
= Pn—-1 ({L‘()) =f ({L‘ - 0)

sil<k<n

pu(an) = £ @)y alow) ()~ pan () = g (o) = ()

pu(en) = o), o)+ @)~ o (w)) =g (@) =f () O

Ahora, Mejorar este parrafo con puntuaciones o con mas palabras. . .es confuso el coeficiente de
Tn

- . (q(x) — pp—1(x)) es el coeficiente de
— Zo

pn(z) es flxo,x1,...,2,] el coeficiente de g(z) + -
n

(x —an)q(z) — (# — xp) pp1(@)
r—n—2x

f [xo, x1, dotse, x,] es el coeficiente principal de g(x) que es el mismo coeficiente principal de
(x — zp) q(x), fxo, 1, ..., Tn_1] es el coeficiente principal de p,,—1(z) que es el mismo coeficiente
principal de(x — x,,) pp—1(x) en conclusién

f[xlax%'“axn] _f[anxla"'axn—l]
LTy — X0

flzo,x1,...,2—n] =

Este resultado permite hallar los coeficientes del polinomio de interpolacién de forma recurrente
como lo indica la siguiente tabla:

T [ [xo] flzo,z1] | flzo,zize) | flzo, zixexs] | -+ | flzo,x1, @2, @3, ..., Tp)
T f 2] f w1,z flz, wo, 23] | f [21, 22, 73, 24]

T2 f 2] flwa,xs] | flxe, 3, 4] :

T3 [ lz3] I 23, 24]

Tn—1 f[xn—l] f[xn—laxn]
Tn—1 f[xac—l]
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Ejemplo. Utilizando la formula de recurrencia obtenida en el teorema anterior encuentre las
diferencias divididas para el polinomio que interpola los puntos

x | 1] 2 [3[4]5
flo) | =3 =212 =7

1 3] 1 1 —% —1
2 -2 3 -1 -%

3 1|1 =5

4 2 | -9

5 —7

Y el polinomio de interpolacién es

p(@) = =3+ (3 — 1)+ (z —1)(z—2) - %(g;_ (@ —2)(z—3) - é(m— (@ —2)(z —3)(z—4)

y cuyo grafico es:
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