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Resumen. Se presentan los resultados preliminares de una investigacion cuyo objetivo es analizar desde una perspectiva
semidtica las dificultades que enfrentan los estudiantes ante el concepto de limite y disefiar un alternativa didactica con
apoyo en recursos de visualizacién que permitan al estudiante de Célculo, por ejemplo, vincular la representacion algebraica
del limite de una funcién con su representaciones gréfica y numérica (tabular). La prueba piloto arrojé resultados favorables
en el manejo de las distintas representaciones de funciones y limites, aunque adn es necesario llevar a cabo la
experimentacion completa con sus respectivos analisis cuantitativo y cualitativo.
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Abstract. On present the preliminary results of an investigation whose aim is to analyze from a semiotic perspective the
difficulties faced by the students to the concept of limit and designing an alternative didactics based on resources of
visualization that allow students of calculation, for example, to relate the algebraic representation of the limit of a function
with its representations graphical and numerical. A preliminary test of the material has showed favorable results in the
management of the different representations of functions and limits, although it is still necessary to carry out the full
experimentation and their respective quantitative and qualitative analysis.
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Introduccion

La ensehanza tradicional en los cursos de Cilculo se centra en practicas algoritmicas y algebraicas
(Salinas y Alanis, 2009), las cuales a su vez son el centro de la evaluacion. En consecuencia, “la
mayoria de los estudiantes piensan que la manera mas segura para tratar satisfactoriamente con
este dominio no es tratar de comprender, sino sélo funcionar mecanicamente” (Artigue, en
Salinas y Alanis, 2009). Esta practica se basa en la creencia generalizada de que el conocimiento
matematico ya esta “dado” y los profesores solamente deben “mostrarlo” a los estudiantes, por
lo que la ensefianza de la materia se identifica con la ensefanza de técnicas algoritmicas para

resolver problemas.

No obstante, los conocimientos asi adquiridos se olvidan facilmente y solo pueden ser utilizados
en condiciones muy similares a las que fueron recibidos (Cantoral, Farfan, Cordero, Alanis,
Rodriguez y Garza, 2000), como es el caso de los cursos de Calculo Diferencial e Integral del
Centro Universitario de Ciencias Exactas e Ingenierias (CUCEI) de la Universidad de Guadalajara,
México, pues la ensehanza recae en la explicacion del profesor y se centra en la manipulacion

algebraica de diversos ejemplos y ejercicios.

La situacidn se agrava debido a que el sistema de evaluacién de los alumnos en el Departamento
de Matematicas del CUCEI establece que el 60% de la calificacion final corresponde al promedio

de dos examenes departamentales que se aplican simultaneamente a los aproximadamente 2300
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estudiantes que cursan la materia cada semestre, en las fechas previstas para cada caso. Los
reactivos de dichos examenes se centran en ejercicios explicitos de limites, derivadas y/o
integrales, pero no se incluyen situaciones en las que se requiera dar un sentido mas amplio a las
nociones matematicas y reconocer, por ejemplo, cuando es necesario calcular una derivada, o
qué significado tiene la integral en un contexto determinado. Por lo tanto, la presion sobre
profesores y estudiantes consiste en aprobar los examenes, mas que en aprender la materia de

manera significativa.

La busqueda de alternativas para mejorar la situacion de ensenanza del Calculo Diferencial parte
de la premisa de que, para aprender un objeto matematico es necesario conocer sus diversas

representaciones semioticas, asi como las traducciones entre ellas (Duval, 2006).
Soporte teodrico

Se considera la comprension como un proceso mental que involucra el desarrollo de una
variedad de representaciones internas apropiadas junto con las relaciones funcionales entre ellas,
de tal forma que se puedan producir representaciones externas adecuadas para la resolucion de
tareas que involucren a dicho objeto de manera determinante (Font, 2007). A su vez, cada una de
los formas de representacion, junto con las normas que las rigen, propone una caracterizacion
distinta del correspondiente concepto, por lo que se recomienda diferenciar varias

representaciones en cada concepto.

En el caso del concepto del limite de una funcion, las principales formas de representacion son la
numeérica o tabular, la geométrica o grafica, la analitica o algebraica y la verbal (Duval, 1998;
Blazquez y Ortega, 2001). Con la secuencia propuesta se pretende superar algunas de las
dificultades para la ensefianza y aprendizaje, del limite, tales como el sentido del término en el
lenguaje cotidiano, la sobregeneralizacion de las propiedades de procesos finitos a procesos
infinitos, e incluso aquellas dificultades generadas por los términos y simbolos involucrados en la

definicion formal (Artigue, 1998; Jiménez, Mejia, Viveros y Castillo, 2006).
Metodologia

La base del trabajo es el programa vigente de Calculo Diferencial e Integral del CUCEI, en
particular la unidad Il (Limites y Continuidad de Funciones). Se hizo una investigacion documental
sobre la ensefanza de limites de funciones de una variable mediante sus diversas formas de
representacion. Posteriormente se disen6é una secuencia didactica que contiene los contenidos
tedricos necesarios y actividades que los involucren para el logro de los objetivos del programa

de la materia.

854

Comité Latinoamericano de Matematica Educativa A. C.



(apitulo 2. Propuestas para la ensefianza de las matemadticas

Antes de comenzar el tema de limite se plantean una serie de actividades iniciales que involucran

las representaciones grafica, numérica y algebraica de tres funciones que coinciden en todos sus

2 xi-1
puntos, excepto en x=1: f'l:x} = x—l, g'l:x} =x+1, hix) ={x-1"
*—1 3, x=1

Las actividades |, 2 y 4estan dirigidas a que el estudiante se familiarice con las representaciones
algebraica y grafica estas tres funciones para posteriormente introducir la nocién informal del
limite de una funcidén en un punto dado, ya que al analizar cada caso se puede notar que la
existencia del limite no depende de si la funcion esta o no definida en el valor dado. La tabulacion
de valores que se pide en la actividad 3 corresponde a la representacion numérica o tabular de la
funcion f(x) pero a la vez dicha tabulacién se puede “leer” interpretar como un limite, una vez que

se haya introducido la definicion correspondiente (figura 1).

La actividad 5 puede parecer diferente de las anteriores, pero si el resultado se analiza y contrasta
con las representaciones grafica y algebraica de las funciones que se denominaron fy g, es posible
mostrar al estudiante que una aplicacion del teorema “Sea ¢ un numero real y f(x)= g(x) para toda

c # 0, en un intervalo abierto que contiene a c. Si el limite de g(x) cuando x = c existe, entonces

también existe el limite de f(x) cuando x > ¢ y ademds lim f(x)=1limg(x)”, que permite

determinar el limite de una funcién racional en un valor x = c en el cual, por sustitucion directa se

obtiene la indeterminacion 0/0

Apellidos v Nombre(s) Fecha:

Ac

dades inicia

1. Determina el dominio de las signientes funciones:

xZ-1 _7(2—1 et &
flx)= gx)=x+1 h(x) =15 *
a4 3. e
Dominio: Dominio: Dominio:
2. Evahia cada una de las anteriores fimciones en el valor indicado:
fy= g(1) = h(1) =
W i g xZ-1
3. Completa las siguientes tabulaciones, para valores cercanos a 1, considerando f(x) = .
s
x 0 0.5 0.6 08 0.9 0.99 1
flx) Indeterminado

x i 1.0001 1.01 11 13 135
f(x) | Indeterminado

(=]

*  5ilos valores de x son cercanos a 1, pero menores que 1, es decir “desde la izquierda™ en la recta numeérica ja
cudl valor se acerca f(x)?

*  Silos valores de x son cercanos a 1, pero mayvores que 1, es decir “desde la derecha™ en la recta numérica ja
cudl valor se acerca f(x)?
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4. Grafica cada una delas tres funciones dadas:

2
" s |
5. Factoriza vy simplifica la expresion algebraica

-

4 =
6. Completa la siguiente tabulacion para la funcion y = {_xx—:_zi 0 xx_'>55
43 49 499 3.001 3.1 55

x
f(x)

Figura 1. Actividades previas al tema de limites

Finalmente, en la actividad 6 se pide tabular los valores de una funcion definida a trozos, cuando x
tiende a 5, aunque en esta ocasion los valores de y no convergen. Posteriormente se abordara el
hecho de que si los limites laterales de una funcidon cuando x = ¢ son diferentes, entonces el

limite bilateral no existe.

Después de las actividades iniciales, se inicia formalmente el tema de limites con el anilisis del
comportamiento de un funcién cuando x tiende a un valor dado. Se proporcionan dos casos: uno

con una funcién polinomial, cuyo limite puede determinarse por sustitucion directa, y otro con la

- -1 . .
funcién flx) = —— que fue analizada previamente.
e

En ambos casos el estudiante debe analizar las representaciones grafica, analitica y numérica
(tabular) de las funciones involucradas, al tiempo que se introducen los términos técnicos “x
tiende a” y “limite”, correspondientes a la representacion verbal. La tabulacion se utilizara

posteriormente para ilustrar los limites laterales

856

Comité Latinoamericano de Matematica Educativa A. C.



(apitulo 2. Propuestas para la ensefianza de las matemadticas

Xt -1 )
== cuando los valorss ds xs2 aproximan s 17

2. ;Como s2 comporta la funcién: y = fi{x) =

Sz sabs gue la funcion astd definids pars todos los numaros reales, excepw parax =1, puss f(1) = % = g, paro

.52 aproxima f 3 algin valor sspacifico cumdo x s= aproxima nucho 217

Al sraficar 2sta funcion, 32 obssrvaun “vacio” snx =1, va qus /) =512 indsterminada.

Dominio (-, 1), (1, )

Imagen(-».2) U (2, =)

Figura 22 Grdfica de la funcion f{x) = 204

x=1
Aungue =5tz funcidnno =sté definidaparax= |, 25 posibls tomar un valor tan carcano 2 | como 52 quisrs, paro zin

llsgaracer igualal A 2stoszls llams “xriends al”

§ tende a | decds ja derecha

— > . —-—
x ] 09| 0. 1 10001 | 1.0 11 1.3 15 2
fix) | I 19 ] 1.99 | Indater- | 20001 [ 2.01 2.1 23 2.5 3
minado
x.

‘-1
Figura 2 2 Tabulacion de la funcion ¥ = f{x)= 3 para valove: cevcanor a x={

X
Tanto =n la grafica como 2n la tabulacion, 52 apracis quesizl valords "x" sz aproximas |, vs ssadasdavalors:
msnorss suno (desdslaizquisrds dsla srdfics) como dasdzlos valorss mavorss qusuno (dasdsladsrachadsla
srafica), 5= tisns qus 2l valords "y 52 sproximas ] Entoncss, s= dics que ol limite ds ssta funcion, cuando “x”

dends g I evigual @ 2 v 2n notacion matamatica s2 sscribs de las sizuisntss manaras:

. x*-] ;
fm——=2 o limf(x)=2
= x=1 =

Nota: x nuncs pusds tomar sl valords |, puss £(1) = indecerminada

Figura 2. Introduccién al limite de una funcién.

El resto del capitulo de limites incluye propiedades de los limites, calculo de limites a partir de
graficas, limites indeterminados, limites infinitos y al infinito. En todos los casos se utilizan diversas
representaciones semidticas, a sabiendas de que cada forma de representacion semidtica enfatiza
mas algunos rasgos del objeto matematico. Por ejemplo, para comprender los limites al infinito las
representaciones graficas no son suficientes, ya que ain con el apoyo de la computadora no es
posible captar detalladamente el comportamiento de las funciones; para estos casos el

complemento ideal son las representaciones numéricas (tabulaciones).
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Ejemplo: Cuando x crece, fix) se acerca cada vezmds a 1. entonces [im f(x)=1
e

x fx)
0 -1
=1 0
=5 0.923077
=50 | 0.999200
=100 | 0.999800

Figura 2.9. Limites al infinito de fix)

En la misma funcién. se apreciaque /im f(x)=1
P

Larecta y =L es una asintota horizontal de la grafica de f(x) si:

,[l"i fx)=L ¢ xl_t:ryx Jix)=L

Figura 3. Limites al infinito: representaciones gréfica y numérica (tabular)

Algunas actividades para los estudiantes se muestran en la figura 4, en las que se pide (2) leer en
la grafica valores determinados de la funcion, limites infinitos y/o al infinito, mientras que en otra
actividad es necesario esbozar la grafica de una funcion a partir de datos en forma de limites y

valores determinados

2. Lzgrifica deg(x) semuestrz en Iz figurz, determma: 3. Construyelz grificz delz funcién h(x) que cumplz con lzs siguientss condiciones:

g0 = ] hid)=3

g= t he2=2%

g)= =%

)H_x:!_g(.t) = ,}‘_PL hx)= 0

lim glx) = lim k(x)=0

P x= T

Jm gl = e
xlﬁ@‘g!x) =

Anotztodas las asintotas de esta fimeidn:

5. Lasgraficasde fix) v gfx) se mueswan én la figura, determina:

e ro I f= R
B / / tin [ 100+ g00) = im [ fo-g00]=
i Non o { { oy
/ ¥ L / /
/ A pre g R / A7 | S |
3 ii EEN G HE B l' ) \¢ : Por que lim, ., 7(x) no existe?
\
é i b T o

Analisis de resultados

Los principales errores encontrados en las actividades iniciales se relacionan con determinar el
dominio de la funcién definida a trozos en la pregunta | y tampoco contestaron correctamente el
valor h(l) de la pregunta 2, pero realizaron correctamente la tabulacion de la otra funcion a

trozos de la pregunta 6.
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En la pregunta 3, se encontré que varios estudiantes contestaron de la siguiente manera:

« Si los valores de x son cercanos a |, pero menores que |, es decir “desde la izquierda” en
la recta numérica ja cudl valor se acerca f(x)? Respuesta: 1.99
¢ Silos valores de x son cercanos a |, pero mayores que |, es decir “desde la derecha” en la

recta numérica ;a cual valor se acerca f(x)? Respuesta: 2.0001
De estas respuestas se infiere que los estudiantes, antes de cursar el tema de limites, no

fueron capaces de identificar que ambos acercamientos de x a | conducen a un mismo niimero, el
cual posteriormente sera identificado como el limite de la funcion. Es posible que esta imprecision
se relacione con la representacion numérica del limite, pero para afirmarlo seria necesario

implementar otros instrumentos de recoleccion de informacion, como entrevista clinica.

La pregunta 4 (graficas de las tres funciones iniciales) fue la que menos aciertos registré. En
algunas de las respuestas se observé que los estudiantes graficaron las funciones como si fueran
intervalos cerrados, ya que no prolongaron las lineas (figura 5). Hubo quienes graficaron curvas,
en lugar de las rectas que corresponden a las funciones dadas (figura 6). De aqui se concluye que
es necesario trabajar con mayor detalle el proceso de traduccion de la representacién numérica a
la grafica para que los estudiantes aprecien el caracter continuo de la funcién, ya que ésta es una

nocion central del calculo infinitesimal.

cada una de las tres funciones dadas

Figura 5. Respuesta del estudiante #5 a las grdficas de las funciones. No prolonga las rectas a pesar de tener las expresiones
algebraicas de las funciones

4. Grafica cada una de ias tres funciones dadas:

N\ 77 Pl

|
| |
adainaRE ety

Figura 6. Respuesta del estudiante # 23 a las gréficas de tres funciones.
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En cuanto a las actividades de limites que se llevaron a cabo después de dos semanas de clases
(figura 4) se encontré que 38 de 42 estudiantes logran construir adecuadamente las graficas a
partir de valores concretos y limites al infinito (asintotas horizontales (problema 3, figura 4),
aunque tienen dificultades para “leer” el mismo tipo de datos en la grafica (problema 2, figura 4)
donde solo 7 estudiantes contestaron todas las preguntas acertadamente. Se detectd que los
estudiantes usan indistintamente los términos “no existe” e “indeterminado” y los aplican
erroneamente tanto en valores de funciones como en limites; 5 alumnos reportaron como

resultado de un limite la ecuacion de la asintota, en vez de la respuesta esperada “no existe”.

No hubo mayores dificultades en aplicar las propiedades de los limites a las graficas de dos

funciones (problema 5, figura 4).
Conclusiones

Si bien los resultados de la prueba piloto de los materiales instruccionales son alentadores, aln es
necesario llevar a cabo la experimentaciéon en las condiciones adecuadas para poder obtener

inferencias cientificamente validas sobre la eficacia de la propuesta.

Durante esta etapa de la investigacion se pone de manifiesto la necesidad de implementar
actividades con apoyo de la computadora o calculadora graficadora para que los estudiantes

tengan mayor libertad para explorar las funciones y sus limites.

Otro punto que debe fortalecerse es la argumentacion de las respuestas que logra cada

estudiante, para que éste logre un mejor dominio los diversos registros del lenguaje matematico.

A partir de los resultados parciales que se reportan, se optimizara la propuesta de ensehanza para
el tema de limite de una funcidn, con un mayor énfasis en los procesos de traduccién entre las
representaciones numérica y grafica de las funciones, para evitar que las interpretaciones

erroneas o incompletas distorsionen la construccion de significado del limite de la funcion.
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