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Resumen. En Argentina, desde fines del siglo pasado, se inicié una tendencia a la supresion de demostraciones rigurosas en cursos de
Matemética universitaria que utilizan esta Ciencia como herramienta. Las demostraciones informales fueron tomando su lugar, aunque
no en la generalidad. EI objetivo de este trabajo es mostrar los resultados de un andlisis empirico acerca de la actitud cognitiva de
estudiantes universitarios frente a pruebas rigurosas y pruebas informales. Los resultados, en general, muestran que las pruebas
informales facilitan el acceso del estudiante universitario al abordaje de la demostracién matematica. Este tipo de pruebas no tiene un
rigor formal, pero permiten el razonamiento y la justificacion en el estudiante en procesos de validacién de proposiciones.
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Abstract. In Argentina, since late last century, it began a trend towards the abolition of rigorous proofs in university mathematics
courses that use this Science as a tool. The Informal proofs were taking their place, though not in his generality. The objective of this
work is show the results of an empirical analysis of the cognitive attitude of college students that face rigorous and informal proofs.
The results generally show that informal proof provide access to student to mathematical proof. This type of proof has no formal rigor,
but allow reasoning and justification in the student process validation of propositions.
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Introduccion

En Argentina, desde fines del siglo pasado se inici6 una tendencia a la supresion de
demostraciones rigurosas, en cursos de Matematica universitaria que utilizan esta Ciencia como
herramienta. Las demostraciones informales fueron tomando su lugar aunque no en la
generalidad. El objetivo de este trabajo es mostrar los resultados de un analisis empirico,
sustentado en un breve marco tedrico, acerca de la actitud de estudiantes universitarios frente a

pruebas rigurosas y pruebas informales.

La utilidad de la prueba matematica es el razonamiento que se oculta detras de los eslabones
argumentativos que constituyen la cadena de la demostracion. El ejercicio cotidiano de la
demostracion, fundado en la practica habitual y natural de la clase tedrico — practica, es lo que
realmente estimula los diferentes tipos de razonamientos que el estudiante universitario necesita
desarrollar. Esta practica no requiere del rigor de una prueba formal, sino de una prueba que
arribe al objetivo y que ademas permita que el estudiante pueda justificar cada eslabon de la
argumentacion que constituye la prueba. Dreyfus (2000), expresa que las demostraciones
deberian estar presentes siempre en todos los contenidos que constituyen el curriculo de
Matematica. Que estén presentes no es equivalente a que el estudiante tenga que reproducir

demostraciones de memoria, considerando el formalismo bourbakiano.
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Las pruebas informales no requieren de artificios o construcciones complejas que permitan el
arribo a la tesis, requiriendo Unicamente de razonamientos simples que establecen los eslabones
de la cadena argumental de la prueba. La comprension del desarrollo de la demostracion en su
totalidad constituye el verdadero objetivo del proceso de validacion de la proposicion y esto
puede satisfacerlo una prueba informal. Independientemente del rigor de la prueba y de su valor
epistemolégico, lo que interesa realmente es que el estudiante pueda justificar, argumentando.
Como consecuencia, razonando ante el valor de verdad de una proposicién, y a través de un
razonamiento aunque simple y sin grandes pretensiones, de forma tal que el estudiante, no

termine aceptando a esa proposiciéon como un axioma.

Resnick (1992), afirma que la Matematica contemporanea esta repleta de “working proofs”, es
decir, pruebas informales no axiomatizadas. El estudiante posmoderno, retrasa cada vez mas el
pensamiento formal, y aquellas pruebas tan rigurosas del pasado, son cada vez menos accesibles a
su pensamiento y a través del mecanismo de la prueba informal se pretende impedir ‘la muerte de
la demostracion’. De esta forma, se pretende que el estudiante pase por el tamiz de la
demostracion, y no termine aceptando axiomaticamente la propiedad con la conformidad de
algunos ejemplos. Ese tamiz de la demostracion, si bien es carente de rigor formal, tiene como fin,
que el sujeto de aprendizaje pueda llevar a cabo un razonamiento que exceda, aunque

ligeramente, una simple justificacion.
Un ejemplo de prueba formal y su version informal

A continuacion consideraremos por razones de espacio, un ejemplo representativo de una
prueba estructurada formalmente y su version informal. Consideremos el teorema de la derivada

de la funcién compuesta.
Sea I un intervalo abierto, y sea f: I = R una funcidn derivable en x5 €1,y sea g:H = R, una
funcién derivable en ¥y = f(xg), entonces:
F = gof:1 = R/F(x) = gof(x) es derivable en X7y resulta que:
[gof (O] = g' o). f' (x0) /0 = £ (x0).
prueba formal: Sea h € R/xg €1

F(xg+ h) — F(xg) _ limg(f(xu +h)) — g(f(xp)) _ liméi"':}"u +k) — g(vo)
h R=0 h k=0 h

kg Go) k()

= h B

F'(xp) = lim
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= lim
k=0

k(g (}"uﬁ +y(®) _ lim %(g“(}-‘g} +y(k)) =

k
— T — : L . . — ft 1 ns
= lim--. | 1im g' (o) + limy (k) | = f'(x0).g' (o)

k=0 h N R
—}f"(x::l :g"l:yn} =0

Nota: Llamamos a f(xg+ k) — flxg) = k.

La prueba expuesta carece de justificaciones como en la generalidad de los textos universitarios.
Es tarea del estudiante encontrar esos argumentos que sostienen las cadenas argumentativas. En
esta prueba, el sostenerse sobre las hipotesis permite generar a partir del cociente incremental, la

tesis que se quiere probar, teniendo en cuenta que si § es una funcion derivable, también es

diferenciable. En la prueba informal, mas alla del artificio (elemental) de multiplicar y dividir por el

incremento de la funcién f, que permite la construccion de los cocientes incrementales que se

quieren llegar a establecer de la tesis, se halla presente como en la prueba formal, el momento
clave en el final. En este momento, donde se llega a la tesis a partir de que los limites de los
cocientes incrementales hallados existen en funcion de argumentaciones que provienen de las

hipotesis del teorema.

Prueba informal:

Flxp+ hr}z — Flxo) _ ?121_%‘9 (flxo + h}g —g9(f(xd))
g(flxo+ 1) —g(F(xo)) flxo+h) —flxg)

F'(xy) = ?121_13%

= lim

h—0 h flag+h) — flxg)
_ g(flxo+m)) —g(flxe)) . flxo+h)—flxg) ,
= ;.1?1_13’[1, f(;:g.+ ) — fxg) - -?1?1_% . h > =g (FCxo))-f" (x0)

~g' (£ (o)) =F'(xe)
Experimentacion

La experimentacién estd desarrollada de acuerdo a la propuesta didactica desarrollada en su
investigacion por D’Andrea, Curia y Lavalle (2012). Esta propuesta consiste en un proceso
metodoldgico que pretende acercar al estudiante a la demostracion matematica desde las tres

facetas del lenguaje matematico: coloquial, simbélico y visual.

Durante los afos 2011 y 2012, se realizdé la misma experiencia con estudiantes ingresantes de
Ingenieria que cursaban la asignatura Calculo | (Calculo en una variable). En el primer afo se
realizé la experiencia, con 26 estudiantes y en el segundo ano con 23 estudiantes. Los estudiantes

seleccionados para las actividades que se proponian eran ingresantes ‘puros’, es decir, estudiantes
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que no habian pasado por la experiencia de cursar otra carrera universitaria en otra facultad. La

experiencia tuvo dos etapas.

En la primera etapa, el estudiante se encontraba en el proceso de aprendizaje del Precalculo (PC).

Esta primer etapa se dividio a su vez, en dos partes.

En la primera parte de la primer etapa, el docente les expuso a los estudiantes, la prueba formal,

acerca de la siguiente propiedad del valor absoluto: Wx € R:¥y € R:|x.y| = |x[.|y]. A

continuacion, se les propuso a los estudiantes, tres actividades relacionadas con la proposicion

expuesta.

Nota previa: En cada una de las siguientes experiencias, se exigia que para la realizacion de cada

prueba, fuera justificada la argumentacién de cada paso que la constituia de forma coloquial.

La Experiencia | que se simboliza: PC.Exp.l. consistio en que los estudiantes leyeran
comprensivamente la propiedad expuesta durante unos minutos. Luego se les pidié que la

reprodujeran en un papel, con algunas sugerencias para su realizacion.

La Experiencia 2 que se simboliza: PC.Exp.2. consistié en que los estudiantes realizaran otra
versién de la prueba expuesta (una prueba informal), con las sugerencias de algunas ideas para ser

llevada a cabo.

La Experiencia 3, que se simboliza: PC.Exp.3. consistid en que los estudiantes pudieran generar la
prueba correspondiente a la propiedad del valor absoluto correspondiente al cociente de dos
numeros reales, apelando a un razonamiento analdgico al realizado en la prueba correspondiente

a la Experiencia 2.

En la segunda parte de la primer etapa, se les presento a los estudiantes a través de la exposicién

en pizarron, la prueba formal de la siguiente propiedad del valor absoluto:
Vx ER:VaeRY:|x|=a=—a=x=a
A continuacion, se les propuso a los estudiantes, tres actividades relacionadas con la proposicion

expuesta.

La Experiencia 4, que se simboliza: PC.Exp.4. consistio en que los estudiantes leyeran
comprensivamente la propiedad expuesta durante unos minutos. Luego se les pidié que la

reprodujeran en un papel, con algunas sugerencias para su realizacion.

La Experiencia 5, que se simboliza: PC.Exp.5. consistio en que realizaran otra version de la prueba

(una prueba informal), con las sugerencias de algunas ideas para ser llevada a cabo.

936

Comité Latinoamericano de Matematica Educativa A. C.



(apitulo 2. Propuestas para la ensefianza de las matemadticas

La Experiencia 6, que se simboliza: PC.Exp.6. consistié en que el estudiante pudiera generar la

prueba correspondiente a la propiedad del valor absoluto:

Vi ERVaER x| za=2x>aVx = —a

, apelando a un razonamiento analogico al realizado en la prueba correspondiente a la

Experiencia 5.

La segunda etapa se llevd a cabo cuando el estudiante se encontraba realizando el proceso de
aprendizaje del Cilculo Diferencial (CD). Esta segunda etapa, de forma similar a la primera,

también se dividio en dos partes.

En la primera parte, el docente les expuso a los estudiantes, la prueba formal sobre el teorema
correspondiente a la derivada de la funcion compuesta. A continuacion, se les propuso a los

estudiantes, dos actividades relacionadas con la proposicion expuesta.

La Experiencia 7 que se simboliza: CD.Exp.7. consistio en que los estudiantes leyeran
comprensivamente la propiedad expuesta durante unos minutos. Luego se les pidié que la

reprodujeran en un papel, con algunas sugerencias para su realizacion.

La Experiencia 8 que se simboliza: CD.Exp.8. consistié en que los estudiantes realizaran otra
versién de la prueba (una prueba informal), con las sugerencias de algunas ideas para ser llevada a

cabo.

En la segunda parte, el docente les expuso a los estudiantes, la prueba formal sobre el teorema de
la derivacion de funciones inversas, siguiendo el mismo proceso que para la derivada de funciones
compuestas. A continuacion, se les propuso a los estudiantes, dos actividades relacionadas con la

proposicion expuesta.

La Experiencia 9 que se simboliza: CD.Exp.9. consisti6 en que los estudiantes leyeran
comprensivamente la propiedad expuesta durante unos minutos. Luego se les pidi6 que la

reprodujeran en un papel, con algunas sugerencias para su realizacion.

La Experiencia 10 que se simboliza: CD.Exp.l0. consistid en que realizaran otra version de la

prueba (una prueba informal), con las sugerencias de algunas ideas para ser llevada a cabo.
Resultados

A continuacién se muestran los resultados obtenidos durante las experiencias descriptas en el
parrafo anterior. Los porcentajes que muestran las tablas siguientes revelan el porcentaje de
estudiantes que efectivamente logré llevar a cabo la actividad propuesta en cada experiencia. Se

considerd para este estudio que el estudiante fue capaz de llevar a cabo efectivamente la prueba
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cuando pudo efectuar lo que Balacheff (2000) denomina cdlculo sobre enunciados. En este tipo de
prueba se establecen construcciones intelectuales basadas en teorias mas o menos formalizadas o
explicitas, que se originan en una definicion o propiedad y se basan en la transformacién de

expresiones simbolicas formales.

-

20 I 8% 73% 69% 81% 73%
2012 4% 74% 78% 8% 83% 74%

Figura 1: porcentajes obtenidos durante los afios 2011/2012 de estudiantes que efectivamente logran desarrollar las actividades
propuestas en la etapa del Precélculo.

- IExP 10

20I | 8% 78% 69%

8% 74% 8% 78%

Figura 2: porcentajes obtenidos durante los afios 2011/2012 de estudiantes que efectivamente logran desarrollar las actividades
propuestas en la etapa del Calculo Diferencial.

En la experiencia |, los estudiantes mostraron que a pesar de las sugerencias para la realizacion
de una prueba ya expuesta y explicada detalladamente, no pudieron llevarla a cabo. La carga
formal de la prueba y las justificaciones implicitas generaron una brecha dificil de atravesar para el
estudiante. Esta prueba fue reproducida por dos estudiantes en el primer afo de la experiencia,

mientras que solo uno pudo llevarla a cabo en el segundo ano.

En la experiencia 2, un importante porcentaje de la muestra pudo llevar a cabo la prueba con

porcentajes idénticos en los dos afos.

En la experiencia 3, los estudiantes por razonamiento analogico pudieron llevar a cabo la prueba

un importante porcentajes de forma similar en los dos anos.

En la experiencia 4, los estudiantes nuevamente frente a la experiencia de tener que reproducir
una prueba formal, a pesar de las sugerencias, se obtuvieron idénticos resultados en los dos anos

y fueron solamente dos estudiantes en cada anho quiénes pudieron llevarla a cabo.

En la experiencia 5, los estudiantes en un importante porcentaje llegaron a la meta con resultados

idénticos en los dos anos.

En la experiencia 6, frente a un razonamiento analdgico, los estudiantes pudieron llevar también la
prueba a cabo con porcentajes similares en los dos afos pero algo menor a la experiencia 5,

aunque también un importante porcentaje.
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Las experiencias 7 y 9, de estructura similar a las experiencias | y 4, permitieron ver resultados
también similares a las mencionadas en los dos afos. La casi totalidad de los estudiantes

analizados en cada aino no pudo reproducir la prueba propuesta.

Las experiencias 8 y 10, de estructura similar a las experiencias 2 y 5, también permitieron ver
resultados similares a estas en los dos afnos. En ambos ahos, un porcentaje muy importante de los

estudiantes analizados pudo llevar a cabo las pruebas.
Conclusiones

En general, los resultados de las pruebas aplicadas, obtenidos durante el segundo ano fueron
similares a los del primer ano. Es representativo y suspicaz, que los estudiantes no pudieron llevar
a cabo una prueba formal, expuesta minutos antes por el docente en clase, con las explicaciones
correspondientes y sugerencias para su realizacion. Es claro, que esta observaciéon hace referencia
a las experiencias 1,4,7 y 9 respectivamente. En general, los estudiantes se limitaron en muchos
casos, a exhibir algunos ejemplos de lo expuesto por el teorema. Esta es una actitud que se
reitera en los estudiantes cuando no se sienten capaces de abordar o llevar a cabo una
demostracion. Se especula que esto puede obedecer también a la formalidad de la prueba, como
consecuencia de los items a tener en cuenta para poder llevar a cabo la cadena argumentativa que
constituye la prueba. Los estudiantes frente a estos desafios no se sienten capaces de llevarlos a
cabo. Paralelamente, también se especula en que la estructura de la prueba en su globalidad no
fue comprendida por los estudiantes, al ser expuesta. Esta hipotesis, surge como consecuencia de
los resultados obtenidos en todas las tareas que implicaban la reproduccion formal de una prueba
expuesta por el docente previamente. Las pruebas informales propuestas con una serie de
sugerencias para ser llevadas a cabo, fueron desarrolladas por los estudiantes de forma tal que, sin
sesgos formales pudieron llegar a la tesis. Asimismo, en general los estudiantes que llevaron a
cabo las tareas propuestas, no justificaron las argumentaciones realizadas para llevar a cabo las

demostraciones, a pesar del explicito pedido previo por parte del docente.
Azcarate Giménez (1995) explica que

a menudo, la demostracién existe para el alumno como un ritual, un discurso que debe
repetir o cuyo estilo debe imitar si se le pide probar un enunciado, mas que como una
herramienta explicativa basada en un sistema comun de validacién construido y aceptado

por ély su grupo (Balacheff, 1982). (Azcarate Giménez, 1995, p.8).

Esto es una realidad que dia a dia puede experimentar cualquier docente universitario de
Argentina, pero que también dia a dia se va debilitando ya que la cultura visual del estudiante

cada vez mas dominante, directamente convierte la ritualidad en una negacién a la reproduccién
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de pruebas cargadas de rigor. El estudiante posmoderno, cada vez se va alejando de la ritualidad
para abrirse a una nueva postura. Esa nueva postura equivale a la no realizacién de lo requerido
por el docente, en oposicion a la actitud ritual muy comuin y usual en las décadas pasadas. Esto
invita a la reflexion de los docentes, acerca del valor de la prueba informal como agente eficaz y

seguro para el razonamiento del estudiante.

Es intencion seguir repitiendo esta experiencia con nuevos grupos de ingresantes, para recabar
mayor informacién que permita saber y profundizar ain mas acerca de lo observado. Es de
destacar que en las nuevas experimentaciones se agregara en cada una de las etapas, la exposicion
por parte del docente de pruebas informales acerca de una propiedad del valor absoluto, y un
teorema del Calculo Diferencial. Esto, a los efectos de ver la actitud de los estudiantes frente a la
exposicion de este tipo pruebas por parte del docente y su posterior reproduccién sin sugerencia

alguna para su realizacion.

Los resultados expuestos podrian considerarse como un acicate para la busqueda por parte del
docente de pruebas validas pero informales para llevar a cabo procesos de validacion en el aula
accesibles para la comprension, reproduccion y generacion de nuevas pruebas por parte de los

estudiantes.
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