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Resumen. En esta investigacion mostramos cémo el estadistico visto como una variable aleatoria es una idea clave para el
desarrollo y fundamento de la estadistica inferencial. Abordamos, en particular, el caso de la media por ser el mds recurrente
en el discurso matematico escolar a nivel universitario y porque resulta ser un buen punto de partida para el desarrollo de
conceptos como el de estadistico. Se muestra como a través de hacer interactuar a los estudiantes de ingenieria con

elementos constructivos del bloque generador de variables aleatorias X 15 X 2aeees X , |0s estudiantes pueden construir

funciones f'( X, X ..., X, )de valor real, en particular, la media, que también son variables aleatorias cuyo valor

esperado puede estimar el valor del pardmetro. Se reportan aspectos relevantes identificados en este proceso de
construccion conceptual de los estudiantes relativos al estadistico como concepto fundamental de las distribuciones
muestrales, asi como de su naturaleza de variable aleatoria
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Abstract. In this research we show how the statistic seen as a random variable is a key idea for the development of
inferential statistics. We approach, in particular, the case of the mean to be a highly recurrent concept in school
mathematical discourse at university level and it turns out to be a good starting point for the development of concepts such

as statistical. We show how to interact through engineering students with constructive elements X s X Daeees X ,of the

random variable generator block, they can build real-valued functions f()(1 5 )(2 yeees Xn), in particular the average

which are also random variables whose expected value can estimate the value of parameter. We report relevant aspects
identified in this process students' conceptual construction of the statistic as a fundamental concept, and its nature of
random variable

Key words: education statistics, sampling distribution, average

Introduccion

Esta investigacion hace un acercamiento a una de las ideas fundamentales para el desarrollo del
razonamiento alrededor de la estadistica inferencial. Sin lugar a dudas el estadistico es un concepto
clave para el desarrollo de otros como el de distribucién del muestreo y estimacion. Sabemos
que la ensenanza de la estadistica inferencial es una tarea compleja. A este respecto Chance,
delMas y Garfield (2004) afirman que la dificultad en su comprensién se debe a que los
estudiantes requieren de la integracion y combinacién de muchas ideas de estadistica, no sencillas,
a su vez, de aprender. En el caso del estadistico, podemos observar la conjuncién de ideas que se

involucra soélo en su definicion:

Sea X|,..., X, una muestra aleatoria de tamafio n de una poblacion y sea T(xl,...,xn) una
funcién evaluada en valores reales o valores vectoriales cuyo dominio incluye el espacio

muestral de (Xl,...,Xn). Entonces la variable aleatoria o vector aleatorio
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Y= T(Xl,...,Xn) es llamado un estadistico. La distribucién de probabilidad del estadistico
Y es llamada la distribucién muestral de Y . (Casela y Berger, 2001, p. 21 1).

La complejidad del concepto de estadistico, desde una perspectiva didactica, es notable porque
integra muchos otros conceptos tales como: variable aleatoria, aleatoriedad, muestra aleatoria,
funcion de varias variables y distribucién del muestreo, entre otros. Es por eso que en esta
investigacion nos hemos dado a la tarea de estudiarlo mas de cerca desde una perspectiva de la

compresion del estudiante universitario.
Antecedentes

Algunos estudios realizados con estudiantes universitarios reportan dificultades didacticas para su
aprendizaje. Vallecillos y Batanero (1997) concluyen que una dificultad importante fue la falta de
apreciacion de la caracteristica de variable aleatoria del estadistico muestral. En su estudio, todos
los alumnos cometieron errores que evidencian falta de comprension referidas a las relaciones
entre la distribucion del estadistico, las regiones y el nivel de significancia. Reportan, ademas, que
el alumno no considera la media muestral como una variable aleatoria, lo que puede ocasionar la
creencia en que la hipotesis pueda referirse indistintamente a la media de la muestra, tanto como
a la de la poblacion. Well, Pollatsek y Boyce (2004) sostienen que para el desarrollo de una buena
comprension de la inferencia estadistica se necesario entender que cuando las muestras se
obtienen de una poblacién de referencia, estas muestras variaran y como consecuencia también
el valor numérico de los estadisticos derivados de dichas muestras, conformando un patrén
predecible de variacion, las distribuciones del muestreo que, segun Vallecillos (1995), son el
concepto esencial de la Inferencia estadistica porque cualquier procedimiento inferencial implica
conocer la distribucién muestral de algun estadistico. Por otra parte, c pudieron observar que los
estudiantes tienden a enfocarse en muestras individuales y resimenes estadisticos de las mismas,
en vez de enfocarse en como se distribuyen las colecciones de estadisticos muestrales. De
manera similar, Cox y Mouw (1992) senalan que la mayoria de sus sujetos estudiados en su
investigacion sobre muestreo vieron a una muestra como una representacion fija y exacta de una
poblacién y no tuvieron claridad para ver a un estadistico como un estimador que resulta de una
distribucion muestral. Por otra parte, Ruiz (2006) reporta la dificultad de los estudiantes de
reconocer la existencia de la variable aleatoria al hacer composiciéon entre variables aleatorias.
Esto es especialmente importante para el caso del estadistico por ser una funcion de valor real de
variables aleatorias. Esta investigacion se circunscribe en el enfoque sistémico y sélo desarrolla

una de sus componentes: la cognitiva.
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Metodologia y resultados

El contexto de la investigacion se sitla en una universidad del norte de México con estudiantes de
tercer semestre que ingenieria que estaban llevando el curso de probabilidad y estadistica y que
contaban con acceso a computadoras personales y al software Excel. Se implementé una
secuencia de actividades con uso de tecnologia justo como punto de partida para el desarrollo del
tema de distribuciones muestrales. La muestra de estudiantes consisti6 en dos grupos de
estudiantes de 40 alumnos cada uno y divididos en equipos de 2 personas o tres. Se trato de tres
secuencias didacticas realizadas una por clase y se le dedicé la Ultima media hora de cada clase de

hora y media. Las actividades fueron:
Distribucién de Poblacién

Bloque aleatorio

Estadistico

Con el propésito de observar a través del desarrollo constructivo del concepto del estadistico de
la media muestral basado en un bloque aleatorio de X,,X,,..,X variables aleatorias

idénticamente distribuidas, las concepciones y dificultades de los estudiantes.
Distribucion de Poblacion

En esta primera fase, se buscé que los estudiantes identificaran una estrategia que les permitiera
descubrir aproximadamente qué tipo de distribucion tiene la Poblacidn. La actividad consistio en
tomar muestras aleatoria del tamaho que crean conveniente (de una poblacion infinita de

tiempos

de caida de paracaidistas a un punto en tierra fijo) para que al graficar su distribucion de
frecuencias, y analizar si es posible encontrar algiin patrén al aumentar el tamano de la muestra.
También se les pidié que a cada muestra le calcularan su media e identificaran cudl podria ser el

valor aproximado de la media de poblacién.

La poblacién era una hoja oculta de Excel con 50 mil datos obtenidos con el software R vy
distribucion uniforme con dominio [0,10]. Los estudiantes tenian acceso a los datos a través de
una Urna virtual (otra hoja Excel) que elegia muestras al azar de esos datos del tamano que ellos
eligieran y les daba los datos de la muestra. Podian recurrir al Excel o R para graficar el

histograma de la distribucion de la muestra obtenida.

La mayoria de los equipos escogieron muestras de no mas de 50 datos y no hicieron repeticiones,

con una vez les resulté suficiente para concluir. Se puede observar que para ellos “grande”
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significa no mas de 50 datos. La mayoria no pudo identificar alguna forma de la distribucion de

frecuencias de la muestra.

Distribucion de la Muestra

el histograma muestra una

l | distribucion muy dispareja”. “no

Frecuenda
@bt v

1 i encontramos patrén entre sus
barras”.

Figura |. Grafico representativo de la mayoria de los grupos de trabajo.

Pero un equipo habia ensayado con 1000 datos y concluyeron:

Distribucion de la Muestra Z i
se nota wuna tendencia a

" '-u.:”“"
Petsta ittt

| y distribucién uniforme, la gréfica
! . s
| asemeja mas a un rectédngulo con

Frecuencia

todas las marcas de clase y cada

PP T TET 4
P o valor de x tiene la misma
& &G g P P S E
LU 2 P a® PO Mt "
¥ o probabilidad

Y en la fase de institucionalizacion, los demas companeros, al ver este resultado también
ensayaron con muestras mas grandes y pudieron concluir que se trataba de una distribucién
uniforme. Pudieron percatarse que a través del muestreo aleatorio es posible conocer
caracteristicas de la poblacion y que ese conocimiento era mejor a medida que la muestra era de

mayor tamano.

Respecto a la media también les bastd el calculo de la media muestral para proponerla como
valor aproximado de la poblacion, pero a nadie se le ocurrié explorar tendencias con varias

medias. No mostraron necesidad de repetir el experimento, ni de considerar la variabilidad.

Bloque aleatorio

Con el proposito de familiarizar a los estudiantes con mas de una variable aleatoria y algunas de
sus operaciones y propiedades, se les propuso la siguiente actividad la cual consistié en que ellos

construyeran un bloque de 50 muestras de tamano 40 obtenidas aleatoriamente con la Urna
virtual. Los encabezados de las columnas fueron X, X,,...,X,. De esta matriz resultante se les

preguntd sobre si X; era una variable, y si la consideraban aleatoria, si podian identificar su

distribucion y su valor esperado. Y asi X, hasta X4. Posteriormente se les preguntd sobre si

(X,,X,,...,X ) era también aleatorio. Los resultados se muestran en la Tabla I.
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O,

ies variable "si porque no sabias

Aleatoria! Que valores iba a obtener" _

"si porque los valores fueron

"si porque cualquier muestra
De la poblacién tiene la misma _
Oportunidad de ser elegida"

"no se puede identificar" 33%
__
ivalor "5 idealmente, 5.4 realmente"
___
ies variable? "de la misma manera que x|" 100%
Cgesvariable Si,por las mismas razones que x| 100%
Aleatoria?
distribucion? - "mds o menos uniforme” 4%
"no se puede identificar" 42%
C Cdswibudénnoma 7%
ivalor esperado? "5 idealmente, 5.8 realmente" 8%

ﬁ ies variable? Si, por las mismas razones que 100%
. e
_ ies variable Si, por las mismas razones que 100%
D Ateaoria?  lasowas.
_ ¢distribucion "no, porque todos sus valores 75%
IO simiaraks  Somdiferentes’
_ Otras? "debe ser muy parecido” 25%
I cdistribucion?  “tendeaseruniforme’  67%
_ "no se identifica distribucion" 33%
[ ] __
]

"5 idealmente, 4.9 realmente"
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e "5.81,4.89,5.3 ... es la media" 92%

Tabla 1. Sobre las concepciones de los alumnos en el bloque aleatorio

Se puede observar que, aparentemente, el hecho de repetir varias veces el muestreo y graficar
cada vez, les permitio identificar una tendencia en los graficos. Asi, en la actividad |, solo el 8.3%
habia identificado una distribucién uniforme, para X, identifican el 42% de los alumnos que es

uniforme, para X4 ya es el 67%.

En cambio, no sucedié lo mismo con el valor esperado pues sélo el 8% del grupo identifico su

valor durante las distintas repeticiones del experimento.

Hasta aqui, tenemos que los estudiantes han identificado a X, X,,...,X, como variables
aleatorias. Ademas, se puede observar que los estudiantes pueden, en su mayoria, identificar una
propiedad comun a (X, X,,...,X) como una unidad aleatoria aunque no siempre con los

mismos argumentos. A un porcentaje bajo le costé desprenderse del contexto de la medicion de

la distancia en la caida entre el punto de aterrizaje del paracaidista y el blanco. Puede observarse
que los estudiantes le atribuyen a (X, X,,..., X ) aleatoreidad porque cada una de las variables

que lo componen es aleatoria. Sin embargo, en estudios previos (Ruiz y Albert, 2008) hemos
podido identificar su dificultad para aceptar a Y como variable aleatoria si Y es variable

dependiente de otras variables aleatorias.
Estadistico

Con los antecedentes sobre variables aleatorias de las actividades anteriores, la siguiente actividad
tiene por proposito hacer a los estudiantes interactuar con una variable aleatoria especifica: la
media muestral que es una funcién dependiente de variables aleatorias independientes, es decir,
_ 1 o N .

X=f(X,Xp..X,)=—(X#X,+..+X ). La actividad consistié en calcular las medias de las

n

anteriores muestras y analizar si se trataba este promedio de una nueva variable y si asi fuera, si
era aleatoria. Luego, se les pidio identificaran su distribucion, su valor esperado y dieran una
aproximacion de cudl podria ser el verdadero promedio de la poblacion. Finalmente, se les pidié

identificar estadisticos y si eran variables aleatorias. Los resultados se muestran en la Tabla 2.

Comentarios tipo de los estudiantes Proporcion

Observe la nueva columna "Si, ya que al variar las variables también la media 58%

obtenida de promedios de lo hara"; "es variable dependiente”

las muestras obtenidas,
i{Sera este promedio una
variable?

"No, porque no puede ser sustituido por algln 8%
miembro del universo, es dependiente"

"Si, porque varia el promedio de una muestra a 33%
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otra"
{El promedio sera una "Si, ya que las muestras fueron aleatorias, el 33%
variable aleatoria? promedio depende de las muestras, este sera
aleatorio también"
"No, deja de ser aleatorio ya que es un nimero 67%
calculado”
Grafique los valores de los "Normal" 42%
romedios obtenidos ;Cémo " . 7
prom Lo ¢ "No se puede identificar con el grafico" 58%
qué tipo de distribucion
identifica?
Calcule el promedio de los "5, ya que es el valor esperado” 20%
romedios. ;Cual seria de . .
I: dos | é di Ay “El promedio de promedios, ya que es un valor en 80%
uncion de todas las medias de las muestras
odos los promedios el mas f de todas | dias de | "
adecuado para proponerlo ; "
. realizadas
como una mejor
aproximacion del promedio
general de la poblaciéon?
Si definimos un estadistico "Media, mediana, moda, varianza, desviacion 84%
como cualquier cantidad estandar, rango,..."
7 D puedfe Sk "Los que producen una grafica con distribucion 8%
calculado a partir de datos normal"
muestrales, ;qué estadisticos
)
pueden hallarse en las Otras respuestas 8%
muestras antes encontradas?
el BT S E T TH LI ETET S "todos porque dependen de los valores 30%
pueden considerarse aleatorios que tome la muestra"
val;lables aleatorias y cuiles "todos porque vienen de variables aleatorias".
no?
Ninguno, ya que son calculados a partir de los 50%
datos obtenidos"
Ninguno porque no pueden tomar el lugar
cualquier miembro del conjunto el cual
crea el valor de estos estadisticos"
"Algunas como la Media, mediana y moda" 20%

Tabla 2. Sobre las concepciones de los alumnos en torno al estadistico.

Aunque rapidamente la mayoria de los estudiantes (84%) identificaron lo que es un estadistico, no
asi que se trataba de una variable aleatoria pues sélo un 30% lo pudo ver. Influyé en esto su
creencia erronea de que al ser un estadistico variable dependiente, no hereda el ser también
variable aleatoria. Sin embargo, esto es importante, para poder asociarla a una distribucion de
probabilidad que mas adelante se usaria para la inferencia estadistica. Por otra parte, aunque su
intuicion de valor esperado de la media poblacional es acertada, no para todos fue claro que la
distribucion del estadistico es aproximadamente normal. En parte se debié a un error de
interpretacion de los graficos pues algunos no consideraron igualar las escalas de los ejes para

luego comparar las formas. Se pudo constatar que a los estudiantes les resulté de mucha utilidad
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observar el contraste entre la forma aproximada de la distribucion de poblacion obtenida a partir
de muestras grandes (en nuestro caso fue uniforme) con la distribucion obtenida de las medias de

las muestras (aproximadamente normal).
Conclusiones

Esta investigacion pudo mostrar algunas dificultades de los estudiantes para la construccion de
una nueva variable aleatoria, el estadistico, a partir de otras variables aleatorias independientes.
Esto sugiere hacer disefios de actividades mas finos que permitan describir mejor este fenémeno
didactico para construir una posible forma de superarlo, desde un punto de vista didactico. Sin
embargo, también se pudo comprobar la riqueza conceptual que se gana en favor de la variable
aleatoria cuando los estudiantes se ven involucrados en situaciones de varias variables que son el
punto de partida para el desarrollo del concepto de estadistico como variable aleatoria y su

distribucion.

Abre otras posibles vias de investigacion sobre las dificultades de los estudiantes en el
razonamiento interpretativo de graficos, particularmente en lo referido a la consideracion de las

escalas.

La complejidad de la inferencia estadistica queda manifiesta por los multiples conceptos que
intervienen cada vez que se usa. Es por eso que pareciera mas oportuno investigar, no sobre
conceptos aislados, como tal vez podria hacerse en otras areas de las matematicas, sino en

complejos formados por redes de conceptos cercanos es el caso del estadistico.
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