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Resumen. Se replica un experimento de ensefianza considerando la dimension histdrica de las matematicas, en el cual se
considera la aritmética pitagdrica para explorar las dificultades que tienen los alumnos de sequndo semestre de bachillerato
para transitar de un razonamiento inductivo a un razonamiento deductivo. Se muestran los resultados de este experimento y
la manera en que el profesor-investigador gestiona dicho experimento para propiciar que los estudiantes realicen dicha tarea
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Abstract. It replicates a teaching experiment considering the historical dimension of mathematics, which is considered the
Pythagorean arithmetic to explore the difficulties of students in the second semester of high school to move from inductive
reasoning to deductive reasoning. It shows the results of this experiment and how the teacher-researcher managed the
experiment to encourage students to perform this task
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Introduccion

En este estudio se replicé un experimento de ensenanza (Steffe & Thompson, 2000) considerando
la historica de las matematicas como recurso didactico (Salinas, 2010), y se enriquecié dicho
experimento en su contenido y gestién. El enfoque historico (Fauvel, 1991) se tomé con una
doble funcion: para mostrar un rostro humano de las matematicas, considerando su papel en la
cultura (Bishop, 1995) y, utilizar los diagramas de los nimeros poligonales como instrumentos
psicolégicos (Vygotsky, 1995; Kozulin, 2000; Wertsch, 1988) para el desarrollo del pensamiento

deductivo a través de la aritmética pitagorica.

En el experimento anterior (Salinas y Maz Machado, 2012), se observaron diversas dificultades
que tienen alumnos de matematicas, de primer ano del bachillerato del Colegio de Ciencias y
Humanidades, UNAM, para demostrar un teorema de la aritmética pitagérica. No obstante, que
mostraron avances en la identificacion de los patrones numéricos y geométricos de los niumeros
poligonales, no pudieron transitar de un razonamiento inductivo a un razonamiento deductivo
para efectuar dicha demostracion. En el trabajo que aqui se presenta se replico dicho
experimento de ensefnanza, y se enriquecio su contenido y la manera de gestionarlo, para avanzar

en alcanzar dicha meta.

Problema de Investigacion
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Enfocamos nuestra atencion fundamentalmente en: analizar el tipo de dificultades que tienen
alumnos de primer afo de bachillerato para elaborar un razonamiento deductivo, a partir de la
identificacion de los patrones de los nimeros poligonales, y observar si logran superar dichas

dificultades con cierta orientacion del profesor-investigador.
Marco teérico

En el disefio del experimento de ensefianza que se llevd a cabo se considera el dominio histérico,
social y cultural del desarrollo de las matematicas (Fauvel, 1991, Bishop, 1999). De esta manera,
se aborda el conocimiento matematico como parte de la cultura que produce una sociedad en
determinado momento historico (Rico, 1998). Paralelamente, seguimos la perspectiva tedrica de
Vygotsky (2009). Asi, utilizamos los diagramas pitagoricos como signos externos de la teoria
numérica, y de esta manera, usamos dichos diagramas como instrumentos psicologicos,
instrumentos de mediaciéon semidtica (Kozulin, 2000), para propiciar el desarrollo de un

pensamiento deductivo en los alumnos.

De acuerdo con lo anterior, consideramos el aprendizaje de los estudiantes como un proceso de
apropiacion de los métodos de accion y de representacion de una cultura dada (Radford, 1997).
En dicha apropiacion, consideramos que los instrumentos psicolégicos o simbodlicos desempefan

una funcién esencial en el desarrollo cognitivo (Wertsch, 1988).
Metodologia

Se llevd a cabo una secuencia didactica con una duracién de 10 horas. Las actividades se

realizaron en parejas de estudiantes, constituidas por ellos mismos.

La poblacion observada fue un grupo de 24 alumnos de segundo semestre de bachillerato del
Colegio de Ciencias y Humanidades, UNAM, durante las actividades escolares de un curso

ordinario. Participaron |10 hombres y 14 mujeres con edades entre |5y |7 afhos.

Se resolvieron problemas adaptados de la aritmética pitagérica. Se llevé a cabo un analisis

cualitativo de las respuestas de los estudiantes.
Procedimiento

En la secuencia didactica los alumnos realizaron diversas actividades. La duracion fue de 10 horas.
En la apertura de la secuencia, en dos sesiones de una hora y media cada una, el profesor-
investigador describié y explico a los estudiantes algunas ideas centrales del pensamiento
numérico de los pitagéricos, en el marco de su contexto cultural. En el desarrollo de la secuencia,
en 3 sesiones, con una duracion de hora y media cada una, los estudiantes, debian observar e
interpretar los patrones aritméticos y geométricos que se representan en una tabla donde se
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dibujan los primeros cinco numeros triangulares, cuadrados, pentagonales y hexagonales,
respectivamente. Después, debian demostrar un teorema adaptado de la aritmética pitagorica.
Finalmente, en el cierre de la secuencia, dos sesiones de una hora, los alumnos debian probar, con

cierta orientacion del profesor-investigador, dos teoremas mas de la aritmética pitagorica.
Analisis de los contenidos matematicos implicados en las actividades

Los nimeros poligonales se forman por puntos que describen poligonos regulares (Fig. 1). Las
figuras geométricas que construyeron los pitagoricos con los numeros poligonales, proporcionan
una evidencia visual de numerosas propiedades de los numeros naturales. De esta manera, estos
diagramas han mostrado ser heuristicamente ricos, por ejemplo, para establecer relaciones entre
propiedades de ordenes consecutivos de nimeros de un determinado tipo, asi como relaciones
entre nimeros poligonales de tipos diferentes. Todas estas propiedades y relaciones se obtienen

de simples comprobaciones aritméticas. Sin embargo, su prueba requiere de un simbolismo

Tt

Figura 1. Primeros cuatro nimeros poligonales

algebraico.

Los diagramas anteriores, Fig. |, ilustran graficamente el proceso mediante el cual los nimeros
poligonales se construyen. La regla para formar un nimero triangular es agregar, a cada triangulo
de lado n, un lado con n+| puntos, asi obtenemos I, 3, 6, 10, |5, 21, ... que resultan de la serie

[ +2+3+4+5+6 ... Por lo tanto, el n-ésimo numero triangular estd dado por T(n) = [n - (n+1)]/ 2

La misma observacién de las figuras senala que T(n) = T(n-l)+n, donde T(l) = I, lo cual
proporciona una definicion recursiva de niumeros triangulares que permite obtener cada uno de
ellos en términos del nimero anterior. Similarmente, los diagramas ilustran como construir los
demas numeros poligonales a partir de los nimeros triangulares. Por ejemplo, es posible observar

que todo numero cuadrado es la suma de dos nimeros triangulares sucesivos.
[+3=4

3+6=9

6+10=16,

Es decir, C(n)= T(n)+T(n-1) (Teorema de Tedn de Esmirna (Gonzalez Urbaneja, 2009)

C(n)= [n(n+1)]/2 + [(n-1)n]/2 = n?
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Ademas, podemos observar cual es la regla recursiva para la construccion de los nimeros

cuadrados C(n) = n%.
[+3=22

[+3+5=32
[+3+5+7=42

[+3+5+7+9=52 En general, C(n)= C(n-1) + (2n-1), C(l)=I. Esto ademas pone de manifiesto la

relacion entre los nimeros cuadrados con los numeros impares.
Instrumentos de observacion

De los instrumentos de observacion que se aplicaron en el experimento de ensehanza nos
centraremos solo en el cierre de la secuencia didactica, en la cual los alumnos debian demostrar
algunos teoremas adaptados de la aritmética pitagorica. Los datos que aqui se reportan fueron
tomados de las hojas de actividades realizadas en el salén de clase. Tales datos fueron expresados

en forma de textos y se realizé un andlisis cualitativo de ellos.
La primera de dichas actividades fue la siguiente:

|. Demostrar que todo nimero cuadrado es igual a la suma de dos numeros

triangulares sucesivos

Partimos de observar que hacen los estudiantes al pedirles demostrar este teorema. Como parte
de la gestion del experimento, una vez que llevaron a cabo esta actividad, el profesor-
investigador comentd con el grupo los errores y explico que la demostraciéon de un enunciado
universal requiere de la utilizacion de una simbolizacion algebraica que contemple el aspecto
general del problema. Se proporcioné a los alumnos las expresiones algebraicas para los nimeros
triangulares, cuadrados, pentagonales y hexagonales; y se ejemplifico como hallar dichas

expresiones algebraicas para los numeros triangulares y cuadrados. .

Posteriormente, se realizaron dos actividades mas de demostracion de otros dos teoremas de la

aritmética pitagorica. La primera de estas dos actividades fue:

2. De acuerdo a los diagramas de los nimeros poligonales pitagoricos, observa si se
cumple que todo nimero pentagonal se compone de un numero triangular del
mismo orden mas otros dos de orden previo. Si consideran que se cumple esta

situacion, demuestra que ese enunciado es verdadero.

Después de la realizacion, por parte de los alumnos, de esta actividad, el profesor volvio a
explicar los aspectos que se deben tener en cuenta, e hizo énfasis en distinguir el caracter

1094

Comité Latinoamericano de Matematica Educativa A. C.



(apitulo 2. Propuestas para la ensefianza de las matemadticas

universal del enunciado en cuestion, asociado con su representacion algebraica, de los casos

particulares expresados aritméticamente.
Una vez hecho lo anterior, se les pidio realizar la siguiente actividad:

2. Observa si se cumple que todo nimero hexagonal se compone de un nimero
triangular del mismo orden y otros 3 de orden previo y demuestra que dicho

enunciado es verdadero.
Resultados y discusién

Actividad |: Demostrar que todo nimero cuadrado es la suma de dos numeros

triangulares sucesivos.

En esta actividad los alumnos manifiestan fundamentalmente habilidad para la representacion
aritmética y solo algunos manejan una representacion geométrica de los numeros poligonales
(triangulares y cuadrados). Sin embargo, en sus respuestas, para probar el enunciado general,
todos los alumnos solo responden poniendo ejemplos en los que se cumple el enunciado en

cuestion.

Actividad 2: De acuerdo a los diagramas de los numeros poligonales pitagoricos,
observa si se cumple que todo nimero pentagonal se compone de un nmero triangular
del mismo orden mas otros dos de orden previo. Si consideran que se cumple esta

situacion, demuestra que ese enunciado es verdadero.

Dos parejas de alumnos utilizaron adecuadamente la informacién y la orientacion dada por el
profesor-investigador para realizar correctamente la actividad. Distinguen los casos particulares
del caso general. Plantean correctamente el enunciado en términos algebraicos y desarrollan

correctamente el procedimiento algebraico para demostrar que el enunciado es verdadero.

Sin embargo, la mayor parte, seis parejas de alumnos, sigue proponiendo casos particulares para
justificar la verdad del enunciado. Y, otros alumnos pretenden demostrar el enunciado mediante
la sustitucion de un valor particular en la “férmula general”, como se muestra en la Fig. 3. Aqui,

confunden comprobaciéon con demostracion.
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Figura3.

Actividad 3: Observar y mostrar que todo nimero hexagonal se compone de un nimero
triangular del mismo orden y otros tres de orden previo y demostrar que dicho enunciado es

verdadero.

Las respuestas a esta ultima actividad reflejan un avance cualitativo y cuantitativo muy importante
en los alumnos. Mas de la mitad de ellos, ocho parejas, responden correctamente a esta actividad.
Ver Fig. 4. Otras tres parejas plantean bien el problema pero comenten errores en el desarrollo

algebraico.

Asi pues, se observa, analogamente al experimento de ensenanza anterior, que desde las primeras
actividades de la secuencia didactica, un nimero importante de alumnos reconocen el patrén
geométrico y aritmético que se encuentra en la fig. |, y la conversién (Duval, 1999), es decir, el
pasaje de un registro de representacion a otro se da de manera espontanea sin intervencion del
profesor-investigador. Los alumnos vinculan ambos patrones de representacion y dan continuidad
a las secuencias de nimeros representados. Esta situacion les permite realizar tareas donde
trabajan con sucesiones y series de nimeros y relaciones entre ellas, es decir hay un desarrollo
en el tratamiento del registro de representacion aritmético (Duval, 1999). Asi, podemos afirmar
que sin instruccion explicita los alumnos desarrollan un proceso de interiorizacion de los

patrones de los nimeros poligonales.

En su primer intento de probar un teorema de la aritmética pitagorica los alumnos reconocen el
cumplimiento de ciertas relaciones entre diferentes tipos de numeros poligonales. Pueden
identificar el cumplimiento de dichas relaciones para casos particulares, pero no son capaces de
justificar su cumplimiento general. En esta fase siguen utilizando fundamentalmente un
razonamiento inductivo para tratar de mostrar el caracter general de las propiedades y relaciones
entre los numeros poligonales. Las estrategias que utilizan son fundamentalmente dos: indicar

alglin ejemplo o sugerir un procedimiento recursivo.

1096

Comité Latinoamericano de Matematica Educativa A. C.



(apitulo 2. Propuestas para la ensefianza de las matemadticas

Sobre esta base, en el cierre de la secuencia didactica, se observa que los alumnos tienen un
obstaculo que requiere ayuda para involucrarse en otros procesos de desarrollo cognitivo. Asi, a
través de la mediacién del profesor-investigador y la interaccion que se produce entre los
alumnos y los alumnos y el profesor-investigador en la realizacion de las actividades, se propicia
una negociacion de significados que les permite a los alumnos distinguir, gradualmente, el aspecto
particular de los ejemplos del caracter general de una demostracion. De esta manera,
practicamente todos los alumnos avanzan en la demostracion del tercero de los teorema de la

aritmética pitagorica que se les proponen.

ral (Dcmcu/ror)*\’
x’)@:‘ﬂuignﬁf{”’) ; ,(p_;(, ) 15: 6 +34+3#3

EEAREOE ) 15 6+a
"(‘}"‘)'l",'h)";*ﬂfﬂ 15= 15 /

n(2n-1):084p } 3n"=34

AN (2n-1)znlZn-1)
Y Formoler Parlicoloy (obscivar)

202¢27-1) - 7(/J,) ,,3 2:102))
204-1)

8’&6_// w)s(\‘.{f'/

Conclusiones

En este experimento de ensefanza, la dificultad fundamental que muestran alumnos de
bachillerato para transitar de un razonamiento inductivo a uno deductivo, es comprender la

diferencia entre el caso particular de los ejemplos y el aspecto general de la demostracion.

Los alumnos van interiorizando gradualmente los patrones aritméticos y geométricos de los
numeros poligonales, y en las diferentes actividades que realizan se basan en un razonamiento
inductivo. Este tipo de razonamiento es la estrategia central que utilizan para identificar los
patrones y generalizar, sin embargo, cuando se trata de probar un resultado general no logran
desvincularse del mismo tipo de razonamiento y se restringen sélo a mostrar el cumplimiento de
casos particulares. Asi, implicita o explicitamente, confunden la demostracién con una

comprobacion de casos.
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La distincion de los casos particulares y el general, en una demostracion, es algo que los
estudiantes no logran asimilar espontineamente y requiere la intervencion del profesor-
investigador para negociar el significado del simbolismo algebraico y comprender la necesidad de
su uso en la realizacioén de esta tarea. Asi, la mayor parte de los alumnos avanzan en elaborar un

razonamiento deductivo. .
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